Integral s parametrom
Naj bo f(z,t): [a,b]x[c,d] — R funkcija:

Zveznost

f(x,t) zvezna na Dy = F(z) = [ f(z,t)dt zvezna na [a,b].

Odvedljivost

f(z, t) zvezna in zvezno parcialno odvedljiva po  na Dy = F(z) =
[ f(z,t)dt odvedljiva na [a,b] in velja:

F'(z) = /dc Sz (z,t)dt

Integrabilnost

f(z,t) zveznana Dy — F(x

/ba Fa)de = /ab(/dcf(x,t)dt)d:p - /Cd(/abf(x,t)dm)dt

Integral z variabilnimi mejami

f f(x,t)dt integrabilna na [a,b] in velja:

Naj bo f(z,t): [a,b]X[c,d] — R funkcija:

Odvedljivost
= F) = ['&) fat)dt

Naj bosta u,v: w(z)

[a,b] — [c,d] odvedljivi
odvedljiva in velja:

y _ v(x)
Fi(z) =
u(z)

Izlimitirani integral s parametrom

fo(zt)dt + V' (2) f(z,0(x)) — v (2) f(z,u(x)).

Integral s parametrom F(x) = [>° f(z,t)dt je enakomerno konvergen-
ten za x € [c,d], ¢e za Ve > 0 3b > a, da velja:

’/oo f(z,t)dt‘ <e Vzé€led].
b

Weierstrass M-test

Ce 3g : [a,00) — R, da velja | f(x,t)] < g(t) za Va € [c,d] in je [ g)dt <
oo = F(z) = [° f(z,t)dt enakomerno konvergenten na [c,d]. V pomo¢
je formula:

X
/t’”‘dt<oo <— a<l.
0

Naj bo f(z,t): [c,d]x[a,00) — R funkcija:

Zveznost

f(x,t) zvezna na Dy in F(z) = [
|[c,d] = F zvezna na [c,d].

f(z,t)dt enakomerno konvergentna na

Odvedljivost

f(z,t) zvezna in zvezno parcialno odvedljiva po x na Dy, F(z) =
[ f(z,t)dt konvergentna na |[c, d] ter F(x) = [ fz(z,t)dt enakomerno
konvergentna na [c,d] = F'(z) = [° fz(2,t)dt.

Integrabilnost

f(z,t) zvezna na Dy in F(z) =
[c,d], potem velja:

/Cd F(x)ds = /Cd(/:o F(x,t)dt)de = /:O(/Cdf(a:,t)dx)dt.

Gamma in Beta funkciji

[ fu(x,t)dt enakomerno konvergentna na

Gamma funkcija:
oo
I(z) = / t*“le7tdt = € (0,00)
0
1. I'(z 4+ 1) = zT'(z) Y > 0.

2. '(n)=(n—1)!VneN.
3. I(3) = /.

Beta funkcija:
-2t pg>0

1
B(p.q) :/O P71

I'(p)-T(q)

1. 8(P9) = F(prq) 1VP#1 > 0.
p—
2. B(p:a) = Jo~ {rayrra du-
3 OW/Q sinQp Iz . cos?ilgde = %5(}2,(]) p,q > 0.
4. B(L,q) = ;.
p
5. B(p+ 1.9) = ;1 B(p.9).
6. 8(p,a) = B(g:p)-
Eulerjeva refleksijska formula: 3(p,1 —p) = m p € (0,1).
Integrali
AT
x™ T (n# 1)
1 In |z|
xT
a® a”lna
sinz —cosT
cosx sin x
secx tan x Seiz
12 tanx
COSl xT
sin2 —cotz
L sin~ !z
1—x2
1 C -1
Tt sinh™" z
1+1z2 arctanx
Per Partes

[ 1@ @iz = 1(@)g@) - [ g(o)s (@)
/udv:uv—/vdu

Racionalne funkcije

p(x), g(x) sta polinoma

1. Ce je st(q(x)) <= st(p(x)) polinoma delimo
2. ¢(z) razdelimo na linearne in kvadratne faktorje
3. Izraz pod integralom razcepimo na parcialne ulomke

H8 = [+ ]

4. Integriramo vsakega zase

k>2
st(q(x ))<2k—3

st(p(z)) < 2k —1

(az? + bz +c)
/ _/ Az + B
(ax2+bx+c) T ) ax?+bz+c

A,B, ¢(z) pois¢emo tako da enacbo odvajamo.

nerazcepen v R

q(z)
(az? + bx + c)k—

Korenske funkcije

1. [ f(Vaz +b)dz t=+az+b

2. [ f(Vaz? + bz + c)dx

(a) [ \/% ga prevedemo na oblike:
axr r1+C
e Cejea<0: J

4z — arcsinz
V1—z?

oCejea>0:f\/d;T:ln‘x+\/:p2+c‘
S e N oy ey e dz
(b) f Vax2+bx+c q( ) az® + ba Te+ Af Vaz2+br+te

st(p(z)) — 1 = st(q(2))
3. [Va? —a2%dz =z =asint dr=acostdt t= arcsin?

A, q(x) pois¢emo z odvanjanjem

4. [Va? +a%dz x=asht dz=achtdt t=arsh®



Kotne funkcije

/sin (az) sin (bz)dz = /—% [cos (a + b)x — cos (a — b)z] dx =

_ 1 |:sin(a — bz sin(atb)z
2 (a —b) (a+ )

/COS (ax) cos (bz)dz = / % [cos (a + b)x + cos (a — b)z]dx ...

/sin (az) cos (bx)dx = / % [sin (a + b)x + sin (@ — b)z] dx

Lihe in sode kotne funkcije

J cos™ zsin™ zdx

1. eno od $tevil m,n je liho (npr. m = 2k + 1)

/cos% z coszsin” xdr = /t"(l —t2)kdt
t =sinxz dt =cosxdx

0s2Fx = (cos?z)F =(1 — t?)*

2. m, n sta oba soda, m = 2mi,n = 2n,

/c052m1 zsin?™ gdx = /(0052 z)™ (sin? ¢)" da =

_/ 1+cos2x\™ (1—cos2x\™
= 5 5 =

= vsota integralov oblike / cos® 2zdx

kjerjek§m1+n1:%(m+n)<m+1

¢e je k lih gremo po 1 tocki
Ce je k sod ponovimo postopek

3. [ R(cosz,sinz)dz (R... racinonalni izraz)
T 1—t2
t=tan - cosx = ———
2 241
2t 2
sing = —— dr=———dt
2 +1 2 +1
1
t=tanxr cosx = —=x
t?2+1
. t dt
sine = —— dx
2 +1 t2+1
Znane limite
3 xTr — 3 xr H x —
R =0 el <l Jime = A, Ve =1
l=lna,a>0 lim 22 =0 limzlnz =0
z—0 < rz—o0 T z—0

lim (1 + §>mz: emk hm (1 + ka:) T =emk  lim 512“ =1

T — 00 z—0

Prevladujoéi ¢leni
n™ > nl>q" (g > 1) > n® (a > 0) > In(n)® (a > 0)

Znani odvodi

coshx —sinhx = e~

Kotne funkcije

— S (=H" 2n+1 — o (=" on
sin(z) = > CTESY R cos(z) = > eI
n=0 n=0
sinh(z) = io: L__g2ntl R In(l—z) =— io: Lgn
n:()( nt)! n=1"
o n o] (-1 n—1
e’ = > oy R In(l+z) = >, —a"
n=0 n=1
1 o= n..n 1 = .n
1+z = Z ( 1) z (_171) -z — Z T
n=0 n=0
o 0 yn2n+1
(142) = > (Dan (L] tan~te = 3 ST
n=0 n=0
Funkcije
KrozZne funkcije
sin~ !z Df = [_171] Zf = [_%7%}
cos~tz Dy =[-11] Zy = [0,7]
tan_lz Df:(_oovoo) Zf:(—%:%)
cot™lz Dy = (—00,00) Z¢ = (0,m)
sec”lz  Dj=(—0co,—1JU[l,00) Zj= [0,5) U (5,7
csc ez Dy =(—oo0,—1JU[l,00) Zp=[-5,00U(0,%
Hiperboliéne funkcije
) ©_g—w 2wy ]2
sinh x € 26 = F;ex = 2:,;
coshx ez+; - = e;e;—l = 1;:—mz
sinh ™! z In(z + Va2 + 1)
cosh™! z In(z + Vz? — 1) z>1
tanh~! z 1 5 In( i+;) lz| <1
coth™lz §1n(;f%) lz| > 1
coshx + sinhx = e® cosh?z —sinh?z =1

R

(=11
(=11
(=11

(_171)

identitete kotnih funkcij, vendar se pri sinh(z) * sinh(y) obrne predz-
nak

f(x) f'(=@) f(=) f'(=@) f(=) f'(=@)
z™ nxn ! a® a” In(a) e* e
1 1 1
zn B a:"n* 1 lnz z lOga z zlna
sinx cosT cos & —sinzx tanz 2
cos< T
sec T tan(z) sec(zx) | cscx — cot(z) csc(z) | cotx - Sinlz "
1 1 -1 _ 1 -1 1
sin” “x Jiae cos™ T x \/ﬁ tan™ " x Tha?
sinh z cosh z coshz sinh x tanh x o
: -1 1 h— 1 1 tanh™ 1 Coi v
sinh™ "z o cos T o an T Tz

0° 30° 45° 60° 90°

0 % g % g Ql Q2 Q3 Q4 S/L
sinaa 0 % g § 1 + + - - L
cos 1 @ g % 0 + - —+ S
tana 0 ¥ 1 V3 - 4+ - 4+ - L
cot « — V3 1 @ 0 + - + - L
sina:% cosaz% tana:% cota:%
sin?a =1 — cos? « cos?2a=1-—sina

=1+cot?a =1+tan?a

§1n2 co<2

e 1 _ o sin o
sin § = £,/ 2(1 cos @) tan § = 702

o 1 o sin o
cos g =+4/5(1 +cosa) cot § = 12eoos

sin3a = 3sina — 4sin’ o cos3a = 4 cos® o — 3 cos o

sin (a £ B) = sina cos 8 =+ sin 8 cos «
cos (@ F B) =cosacosfS tsinasinf

__ tanaftanp
tan (Oz:l:ﬁ) T 1Ftanatanf

sina £ sin 8 = 25sin &iﬁ cos O‘ZFB

cosa £ cos 3 = 2cos O‘iﬂ %ﬂ

cosacosff = % (cos (a +B) + cos (e — B))
sinacos 8 = (sm( + B) + sin (o — B))

sinasin § = —% (cos (a+ B) — cos (a — )
(232) sin(252)

0s

sina — cos f = —2sin sin(<



