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POGLAVJE 1

Odvod

1.1. Definicija odvoda in osnovne lastnosti

DEFINICIJA 1.1.1. Naj bo funkcija f definirana v okolici tocke a € R. Ce
obstaja limita
f(x) = f(a)

)

lim
T—a Tr—a
recemo, da je f odvedljiva v tocki a in limito
T—a T —a

imenujemo odvod funkcije f v tocki a.

7 uvedbo nove spremenljivke h = x — a lahko odvod pisemo tudi kot limito
- fla+h)—f(a)
"(a) = lim ———F—"",
fi(a) = lim N
PRIMER 1.1.2. Izrac¢unajmo odvod funkcije f(x) = 2% + z v tocki x = 2.
h)— f(2 2+h)2+(2+h)—6
h—0 h h—0 h
5h + h?

lim

=limb5+h=5
h—0 h—0

PRIMER 1.1.3. Pokazimo, da funkcija f(z) = |z| ni odvedljiva v tocki 0.
oy — ji )= F0) A
R
Ker je izraz |h|/h enak 1 za pozitivne h in —1 za negativne h, zgornja limita, in s
tem tudi odvod v tocki 0, ne obstaja.

Pokazimo, da je odvod vec kot le zveznost.

IZREK 1.1.4. Ce je funkcija f v a odvedljiva, je f v a zvezna.

Dokaz. Velja

lim f(z) = lim (f(a) + (x—a)f(x)_f(a)) = f(a) +0f'(a) = f(a).

T—a T—a Tr—a

O

DEeFINICIJA 1.1.5. Funkcija f : (a,b) — R je odvedljiva na intervalu (a,b), ¢e je
odvedljiva v vsaki tocki z € (a,b). Ce je funkcija f odvedljiva na (a,b) in je odvod
f'(z) zvezna funkcija na (a,b), re¢emo, da je f zvezno odvedljiva na (a,b).

OpPOMBA. V kolikor je funkcija definirana na [a,b], lahko definiramo (desni)
odvod funkcije f v tocki a kot limito

LT~ fla)
z—at r—a

2
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Podobno definiramo lahko (levi) odvod v tocki b kot
. f@) — f(b)
"(b) = 1 .
FO=ln ==

Za funkcijo f : [a,b] — R re¢emo, da je odvedljiva na [a,b], ¢e je odvedljiva na (a,b)
in ima v a oz. b desni oz. levi odvod.

IZREK 1.1.6. Ce sta f in g odvedljivi v a, so v a odvedljive tudi funkcije f + g,
f—gin f-g. Cejegla)#0 jeva odvedljiva tudi f/g. Velja

(i) (f+9)(a) = f'(a) £ ¢'(a),
(i) (f9)'(a) = F'(a)g(a) + F(@)g'(a), (Leibnizova formula)
(i) <§) _ f'(a)g(((;)(;)f)'(za)g'(a)'

Dokaz. (i)

f(x) £ 9(x) = (f(a) + g(a))

(f £ 9)'(a) = lim

T—a T —a

_ g}l_rg f(xa): : C]:(a) £ il_rf}l g(xi : CgL(a) _ f’(a) +g/(a)
(i)
(f9)(a) = lim f(x)g(ﬂf:z - i(a)g(a)
o T@)9(@) = F@)g(@) + F@)g(@) ~ F(@)g(o)
iy 100 = @ol) | F)olo) = Fladgla)
= (1 1)) s 28 o) iy 770
f(a)g'(a) + f'(a)g(a)
(iil)
(f/g)/(a) - ;LIBZ f(‘r)/g(xz : 5( )/g(CL)
i T@9(0) — f@)g(@)
2 g@)g@)z —a)
o T@9(@) = f(@)g(a) + fla)gla) - fla)g(a)
L 9(@)9(a)(x — a)
lim £®)9(@) — f(a)g(a) fa)g(a) — fla)g(x)

a=a g(z)gla)(z —a)  a=a g(x)(g(a)(z —a)

i L SO @ fla) L 9(@) —g(a)
T—a g(l‘ T—a Tr—a T—a g(a,)g(]j) r—a r — Qa

_ f'(a) _ fla)g'(a) _ f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
gla)  (g9(a))? (9(a))? '

IZREK 1.1.7. Naj bo g odvedljiva v tocki a in f odvedljiva v tocki g(a). Potem
je funkcija f o g odvedljiva v a in velja

(fog)(a)= f'(g(a)d (a), (verizno pravilo)



1.2. ODVODI OSNOVNIH FUNKCIJ 4

Dokaz. Oznac¢imo b = g(a).

(fo9)(a) = lim

T—a €T —

— iy T9@) — f9(a) 9(2) — g(a)
a=a g(x) - g(a) z—a

— iy T9@) — flg(@) (. 9(z) — g(a)
a=a g(x) —gla) ema z—a

Z s smo oznacili g(x) in ker je g zvezna v a, gre s = g(x) proti b = g(a), ko gre x
proti a. O

1.2. Odvodi osnovnih funkcij

flz)=c
O L

flz) ==
f,(x):}%f(ﬁhg—f(x) :}g})x—I—Z—le

f(x) = 2™, n € N: Z indukcijo pokazimo, da je

(™) = na"t.

Po zgornjem formula velja za n = 1. Predpostavimo, da velja (z"~!) = (n—1)z" 2.
Potem je
(") = (zz" 1) = 2’2" 4 a(n — 12" 2 = na™ L

e,

x+h x h
e g € er L..e—1
(e”) = lim ———— =¢€” lim =
h—0 h h—0 h
f(z) = Inz: Velja
T = 6ln:v
in ¢e obe strani odvajamo in upostevamo verizno pravili, dobimo
1=e"*(Ing)
oziroma

1
Inz) = —.
(nz) = -

(am)/ — (emlna)/ _ emlnalna =a*Ina.

in




1.2. ODVODI OSNOVNIH FUNKCIJ

f(z) =sinz:

(sing) = I sin(z + h) —sinz . sinzcosh+coszsinh —sinz
sinz)’ = lim = lim
h—0 h h—0 h
. . cosh—1 . sinh
=sinz lim ———— + cosz lim
h—0 h—0
. . 2sin? %
:—sma:}llu% + cosx =cosh
—
f(x) = cosu:
. T ™ .
(cosz) = (Sln(§ —x)) = —COS(§ —x)=—sinz
f(z) =tanz:
(t y sinz\’  cos?z+sin’x 1
anz) = = =
cosx cos? z cos? x

f(x) = arcsin a:

(sin(arcsinz))’ = (z)" = cos(arcsinz)(arcsinz) =1
1

= (arcsinz) = —————

cos(arcsin x)

Ker je
cos?(arcsinz) = 1 — sin?(arcsinz) = 1 — 2

lahko poenostavimo

1
VI—a?

(arcsinzx) =

f(z) = arccos x:
ATCCOST = ~ — arccosz = (arccosx) = 1
2 V1—a2
f(x) = arctan a:

(tan(arctanz)) = (z) = (arctanz) =1

cos?(arctan x)

= (arctanz)’ = cos®(arctan )

Ker je
1
———— =1 +tan®*(arctanz) = 1 4 2?
cos?(arctan x)
lahko poenostavimo
1
tanz) = ——.
(arctan x) T2

PrRIMER 1.2.1. Izrac¢unajmo odvod funkcije
f(z) =In(z + V22 + a),

pri ¢emer je a poljubno realno Stevilo.

(In(z + V22 +a)) =

1 1
1+ 2x
x+\/x2+a< Vi +a >
1 vz +a+zx 1

S rx4+vVr2ta Vrita  Vrlta
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Ce v zapisu funkcije f(z) vstavimo a = 1, dobimo funkcijo arshz, ki je inverzna
funkcije funkciji shz, in ¢e vstavimo a = —1 dobimo funkcijo arch x, ki je inverz
funkcije ch z. Torej

arshx =In(x + V22 4+ 1), archz =Iln(z+ Va2 - 1),
pri ¢emer smo izpeljali
1

hz) = .
(arsh ) e

(archz) =

x2 41’

PRIMER 1.2.2. Izracunajmo odvod funkcije f(x) = z*.
1
(%) = (eth)/ = ¢etlnz (lnx —|—.Tm) =2"(1+Inx).

Podobno izracunamo vse odvode funkcij oblike f(z) = g(z)"®).

PRIMER 1.2.3. Izrac¢unajmo odvod funkcije
1
_J e sz #£0
fle) = { 0 ;2=0
Ker je limita
lim ™37 = 0,
z—0

je funkcija f(x) zvezna na vsej realni osi. Za x # 0 je odvod funkcije enak

() =
e = =e 22 —.
3

V tocki £ = 0 je nekoliko bolj zapleteno, saj moramo izracunati limito

_1
lim M — lim ¢ " v=l/h li Yy

— =0.
h—0 h h—0 h y—>too eV
Torej je
2 *% 0
/ ) = ?e z X 7é
f'(x) 0 iz
Ker je
2 = 293
lim —36_3%2 v% im lQ =0,
z—0 y—too eV

je f’ zvezna in zato f zvezno odvedljiva.

1.3. Geometrijska interpretacija odvoda

Vzemimo poljubno funkcijo f : D — R in poskusimo dolociti tangento na graf
funkcije f(x) v tocki a € D.

SLIKA 1.1. Tangenta na graf funkcije
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Povsem elementarno je tezko dolociti enacbo tangente, ker poznamo le eno
tocko, skozi katero mora iti tangenta. To je tocka (a, f(a)). Za dolo¢itev premice
pa bi radi poznali koordinate dveh tock, ki lezita na premici. Seveda pa je enostavno
dolo¢iti enacbo sekante, ki gre skoti tocki (a, f(a)) ter (z, f(x)), pri ¢emer je x neko
Stevilo blizu a. Ozna¢imo z k, smerni koeficient te sekante. Izracunamo ga kot

kvocient
f(z) — f(a)
r—a
Opazimo, da (vsaj za lepe funkcije) velja princip, da blizje ko izberemo toc¢ko x
tocki a, bolj se bo sekanta ujemala s tangento. Za smerni koeficient k£ tangente to
pomeni

ky =

lim k, =k,
T—a
oziroma
r—a xr—a

DEeriNicIA 1.3.1. Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki a. Tangenta funkcije f
v tocki a je premica
y=fla)+ f'(a)(z —a).
Normala v tocki a je premica

y = f(a) - !

f'(a)

PRrRIMER 1.3.2. Dolo¢imo tangento in normalo na graf funkcije

(z —a).

f(z) =zarctanz

v tocki x = 1. Velja

1
(1) = (arctan x + 1f7x2)|””:1 = g + 3
Zato je tangenta v tocki x = 1 enaka
T w—2 T —2 1
= —1) = -
in normala je
s 4
== —1).
4 4 @T— 2(:IC )

1.4. Odvodi visSjega reda

Naj bo f : I — R odvedljiva funkcija na odprtem intervalu I. Odvod f’ je
nato zopet funkcija, definirana na intervalu I. V kolikor je f' : I — R odvedljiva,
oznac¢imo (f’)" = f” in to funkcijo imenujemo drugi odvod funkcije f. Postopek
lahko indukcijsko nadaljujemo. Recimo, da imamo n-ti odvod funkcije f, t.j. f(™,
in da je le ta funkcija odvedljiva. Oznacimo (f(™) = f(**1) in funkciji re¢emo
(n + 1)-odvod funkcije f.

PRIMER 1.4.1. Izracunajmo vi§je odvode funkcije f(x) = xze®.
fl(x) = e* + xe®
' (x) = €* + €* + xe® = 2e” + ze”
/" (x) = 2€" 4+ e* + ze”

f™ (@) = (n+ z)e”.
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DEFINICIJA 1.4.2. Naj bo I poljuben interval. S C(I) oznac¢imo mnozico zveznih
funkcij na I. Ce je I odprt interval, s C™(I) ozna¢imo mnozico n-krat zvezno
odvedljivih funkcij na I, t.j. funkcij, ki jih lahko n-krat odvajamo na I in je njihov
n-ti odvod zvezen. S C*°(I) oznac¢imo mnozico neskonéno krat odvedljivih funkeij,
t.j. funkcij, ki jih lahko poljubno krat odvajamo.

1.5. Geometrijske lastnosti prvega odvoda

TRDITEV 1.5.1. Naj bo f definirana v okolici toc¢ke a in naj bo f v a odvedljiva.
(i) Ce je f'(a) > 0 funkcija f naraséa v a, t.j. obstaja § > 0, da je f(x) <
fla) zax € (a—6,a) in f(a) < f(x) za x € (a,a+9).
(ii) Ce je f'(a) < 0 funkcija f pada v a, t.j. obstaja & >0, da je f(x) > f(a)
zax € (a—4,a) in f(a) > f(x) za x € (a,a+ 9).

Doxkaz. Pokazimo samo tocko (i), saj se (ii) dokaze podobno. Po predpostavki

velja
f'(a) = lim f) — f(a) > 0.
r—a Tr—a

Iz definicije limite sledi, da obstaja 6 > 0, da velja

fa) = @)

T —a

cejex € (a—4d,a+0d)\{a}. Naintervalu (a—d,a) je z—a < 01in je zato f(a) < f(a).
Na (a,a +d) je z —a > 0 in zato f(a) < f(z). O

IZREK 1.5.2 (Rolleov izrek). Naj bo f zvezna na intervalu [a,b], odvedljiva na
(a,b), in naj velja f(a) = f(b). Potem obstaja & € (a,b), da velja f'(§) = 0.

Dokaz. Ker je funkcija zvezna na [a, b] ima f na [a, b] maksimum in minimum.
V kolikor f ni konstantna, je vsaj eden od njiju razlicen od f(a)(= f(b)). Recimo,
da je to maksimum (enak sklep je za minimum) in da je le ta dosezen v £ € (a, b).
Ker ima f v £ maksimum, funkcija v £ ne narasca in ne pada, in iz prej$nje trditve
sledi, da je f'(£) = 0. O

OpoMBA. Rolleov izrek nam pove, da ima funkcija, ki je zvezna na [a, b], od-
vedljiva na (a,b), in za katero velja f(a) = f(b), vsaj eno tocko & € (a,b), za katero
je tangenta vzporedna z x-0sjo.

IzrREK 1.5.3 (Lagrangeov izrek). Naj bo f : [a,b] — R zvezna na [a,b] in
odvedljiva na (a,b). Potem obstaja & € (a,b), da velja

f) = f(a) = f'(§)(b - a).
DokAz. Definirajmo g : [a,b] — R s predpisom

o@) = fla) - LD g

Funkcija ¢ je zvezna na [a,b] ter odvedljiva na (a,b) in velja g(a) = f(a) in g(b) =
f(a). Po Rolleovem izreku obstaja £ € (a,b), da velja ¢'(£) = 0, kar pomeni

J(© = (e - =7

=0
b—a

oziroma

O

PosLEDICA 1.5.4. Naj bo f : (a,b) — R odvedljiva. Velja
(i) f'(z) >0 za vsak z € (a,b) natanko tedaj, ko je f naraséajocéa na (a,b).
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(ii) f'(z) <0 za vsak = € (a,b) natanko tedaj, ko je f padajoéa na (a,b).
(iii) Ce je f'(x) > 0 za vsak = € (a,b), je f strogo naraicajoca na (a,b).
(iv) Ce je f'(z) <0 za vsak x € (a,b), je f strogo padajoca na (a,b).

DokAz. (i) Predpostavimo, da je f'(x) > 0 na (a,b). Naj bosta x1,z2 € (a,b),
x1 < z3. Iz Lagrangeovega izreka sledi f(x2) — f(z1) = f'(§)(x2 — x1) za nek
€ € (x1,22). Kerje f/(£) > 0 velja f(z2) > f(z1). Obratno, ¢e je f naraséajoca, za
h>0velja f(x+h) > f(zr)inza h <0 f(z+h) < f(z). Zato je za vsak majhen

h+0
fath) - 1@
feth—J@)
in tak
o k) - i)
) = tim HEFN T

Podobno dokazemo ostale trditve.

OPOMBA. Za funkcijo f(z) = 2 velja f’(0) = 0, a funkcija vseeno strogo
narasca na celem R (tudi skozi tocko 0). Zato imamo v to¢kah (iii) in (iv) implikacijo
le v eno smer in ne ekvivalence.

d

1.6. Ekstremi funkcij

DEFINICIJA 1.6.1. Naj bo f : D — R funkcija. Funkcija f ima v a € D globalni
maksimum (globalni minimum), ¢e za vsak x € D velja f(z) < f(a) (f(z) > f(a)).
Funkcija f ima v b lokalni maksimum (lokalni minimum), ¢e ima f zoZena na neko
okolico b v b globalni maksimum (globalni minimum).

DEFINICIJA 1.6.2. Naj bo f : D — R odvedljiva v a € D. Ce je f'(a) = 0,
recemo, da je a stacionarna tocka za funkcijo f.

TRDITEV 1.6.3. Naj bo f : I — R, kjer je I interval. Ce ima f v a € I lokalni
ekstrem in je f v a odvedljiva, je a stacionarna tocka, i.e. f'(a) = 0.

Dokaz. Ker je f v a odvedljiva, je a nujno notranja tocka intervala I. Ce je
f'(a) > 0, f v anarasca, in zato f v a nima lokalnega ekstrema. Ce je f'(a) <0, f v
a pada in zopet v a ne more imeti lokalnega ekstrema. Torej je nujno f'(a) =0. O

Iskanje globalnih ekstremov. Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Potem
ima f na [a, b] tako globalni minimum kot tudi globalni maksimum. Iz trditve 1.6.3
sledi, da so edini mozni kandidati za tocke, kjer ima funkcija globalne ekstreme,

1. robni tocki a in b,

2. stacionarne tocke za f, t.j. tocke, kjer je f/'(z) =0 in

3. tocke = € (a,b), kjer funkcija f ni odvedljiva.
Da poisc¢emo globalni maksimum in globalni minimum moramo preveriti vrednosti
funkcije f v teh tockah, in izbrati najvecjo oziroma najmanjso. Obicajno tock, v
katerih moramo vrednosti preveriti ni veliko, seveda pa se lahko tudi zgodi, da je
takih rock neStevno mnogo, in nam ta strategija ni v veliko pomoc.

PRIMER 1.6.4. Pois¢imo globalni ekstrem funkcije
f(x) = V3sinz + cos’ x

na intervalu [0, 27r]. Funkcija je odvedljiva na [0, 27] zato so kandidati za globalne
ekstreme le stacionarne in robne tocke. Stacionarne tocke so

f'(z) = V3cosx —2coszsinz = 0 < cosz(V3 — 2sinz) = 0
s r=7/2, 3r/2, x=7/3, v =2n/3.
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Preverimo vrednosti v stacionarnih tockah in robnih tockah intervala: f(0) = 1,
f@2r) =1, f(r/2) = V3, f(3n/2) = -1, f(n/3) = 7/4, f(37/2) = 7/4. Globalni
minimum je —1, dosezen v & = 37/2 in globalni maksimum je 7/4, dosezen v
x=7/2in x = 37/2.

PRIMER 1.6.5. Pois¢imo dve nenegativni Stevili z vsoto 9, tako da bo produkt
prvega s kvadratom drugega najvecji mozen. Ce eno od teh dveh stevil ozna¢imo z
x, je drugo $tevilo 9 — x. Poiskati moramo torej maksimum funkcije

fl@) =2(9 - x)?,
kjer je f definirana na [0,9]. Pois¢imo stacionarne tocke:
flx)=09—2)?* 229 —2)=(9—2)(9-3z)=x=9, 2=3.

Ker nas zanimajo le stacionarne tocke iz notranjosti intervala, je to le z = 3.
Kandidata za ekstrem sta tudi x = 0 in = 9. Preverimo vrednosti: f(0) = 0,
f(9) =0, f(3) = 108. Maksimum 108 je torej dosezen v tocki z = 3.

Klasifikacija lokalnih ekstremov. Naj bo f : (a,b) — R odvedljiva. Ce je
v tocki ¢ € (a,b) lokalni ekstrem, je ¢ stacionarna tocka. V tem razdelku si bomo
pogledali, kdaj je stacionarna tocka dejansko lokalni ekstrem in, ali je ta lokalni
ekstrem lokalni maksimum ali lokalni minimum.

IZREK 1.6.6. Naj bo f definirana in odvedljiva v okolici tocke a in naj bo f'(a) =

(i) Ce obstaja § > 0, da je f'(zr) < 0 za x € (a — 6,a) in f'(z) > 0 za
z € (a,a+0), ima f v a lokalni minimum.
(ii) Ce obstaja 6 > 0, da je f'(x) > 0 za x € (a — 6,a) in f'(z) < 0 za
x € (a,a+0), ima f v a lokalni maksimum.
(iii) Ce obstaja § > 0, da je f'(x) > 0 za x € (a — d,a + 6)\{a} oziroma
fl(x) <0 zaz e (a—0d,a+d)\{a}, f va nima lokalnega ekstrema.

Dokaz. Dokaz sledi iz Posledice 1.5.4. U
IZREK 1.6.7. Naj bo f definirana v okolici tocke a in naj ima v a drugi odvod.
Naj bo f'(a) =0.
(i) Ce je f"(a) >0 ima f v a lokalni minimum.

(ii) Ce je f"(a) <0 ima f v a lokalni maksimum.

DokAaz. Ceje f”(a) > 0, f' v a narasca, kar sledi iz trditve 1.5.1. Torej obstaja
§d>0,daje f'(z) < f'(a) =0zaz € (a—d,a) in f'(x) > f'(a) =0zaa € (a,a+9).
Torej ima f v a lokalni minimum po tocki (i) prejsnjega izreka. Podobno dokazemo
tocko (ii). O

PrRIMER 1.6.8. Klasificirajmo lokalne ekstreme funkcije

f(z) = V3sinz + cos?

na intervalu (0, 27). Stacionarne tocke smo ze izracunali: x = 7/2, © = 37/2, © =
w/3, © = 27n/3. Izracunajmo drugi odvod

f"(z) = (V3cosz — 2coszsinz) = —v3sinz + 2sin® x — 2cos? z.

f"(7/2) = =342 > 0, torej je v 7/2 lokalni minimum. f”(37/2) = /3 +2 > 0,
torej je v 3w /2 lokalni minimum. f”(7w/3) = —1/2, torej je v 7/3 lokalni maksimum
in f’(27/3) = —1/2, torej je v 2w /3 lokalni maksimum.
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1.7. Konkavnost in konveksnost funkcij

DErINICIIA 1.7.1. Funkcija f: I — R je konveksna na intervalu I, ¢e za vsaki
dve tocki a < b € I in za vsak = € (a,b) velja

1) < (o) + OO g

Ce za vsak par a < b € I in vsak = € (a,b) velja

1) > o) + OO g,

je funkcija f konkavna na I.

OpoMBA. Funkcija f je torej konveksna, ¢e graf funkcije med poljubnima
tockama a < b lezi pod sekanto skozi (a, f(a)) i n (b, f(b). Ce vedno lezi nad
sekanto, je konkavna.

SLIKA 1.2. Konkavna in konveksna funkcija

Zgornja definicija konveksnosti in konkavnosti vnaprej ne zahteva nobene doda-
tne lastnosti, vendar ni tezko dokazati, da je vsaka konveksna oz. konkavna funkcija
nujno vsaj zvezna. V nadaljevanju bomo pogledali e nekaj dodatnih karakterizacij
konveksnosti in konkavnosti, ki pa vnaprej predpostavljajo obstoj prvega oziroma
drugega odvoda.

TRDITEV 1.7.2. Naj bo f: I — R odvedljiva na odprtem intervalu I. Funkcija
f je konveksna na I natanko tedaj, ko za vsak par x,y € I velja

fly) = f(@) + f(2)(y — =)

in konkavna, ¢ée za vsak par x,y € I velja
f) < f@)+ f(@)(y — o).

Dokaz. Trditev bomo pokazali samo za konveksnost. Konkavnost je povsem
analogna. Naj bo funkcija odvedljiva funkcija f konveksna na I, in naj bosta
a,z €I,a<z. Najboa<a+ h < z. Potem velja

fla+h) < f(a) + Wh

oziroma

fla+h) - f(a)
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Zato je
, . fla+h)— f(a)
fila) = fllli% h r—a
oziroma
fla) + f'(a)(z — a) < f(2).
Podobeno lahko vidimo pri z < a. Pokazimo Se obrat. Naj bosta a,b € I, a < b
poljubni tocki. Naj bo a < z < b. Po predpostavki velja

f@)+ fl(@)(a—2) < fla), fz)+ f(2)(b—2)< [f(b),
torej obe tocki (a, f(a)) in (b, f(b)) lezita nad tangento v tocki (z, f(x)). Zato
(z, f(x)) lezi pod daljico s krajis¢ema (a, f(a)) in (b, f(b)). Ker je x poljubna tocka
med a in b, celoten graf funkcije f med a in b lezi pod to sekanto. Torej je funkcija
konveksna. u

OPOMBA. Zgornji pogoj nam pove, da je funkcija konveksna, ¢e njen graf lezi
nad katero koli tangento in konkavna, ¢e lezi pod tangento. Seveda pa ta pogoj
predpostavlja obstoj tangente oziroma odvedljivost funkcije.

SLIKA 1.3. Konkavna in konveksna funkcija

TRDITEV 1.7.3. Naj bo f : (a,b) — R odvedljiva. Funkcija [ je konveksna na
(a,b) natanko tedaj, ko je f' naraséajoca funkcija na (a,b). Funkcija f je konkavna
natanko tedaj, ko je f' padajoca funkcija.

Dokaz. Trditev bomo zopet pokazali le za konveksne funkcije. Konkavnost
je podobna. Predpostavimo torej, da je f konveksna. Naj bosta a < b in naj bo

a < x < b poljuben. Tocka (z, f(x)) lezi pod sekanto skozi (a, f(a)) ter (b, f(b)).
Naj bo k smerni koeficient te sekante. Velja torej

f(@) =z fla) + k(z —a), f(z) = f(b)+k(z —b)

@) =@ o f@) =)

T—a x—b
Ce pri prvi neenakosti posljemo z proti a, pri drugi pa proti b, dobimo
f/(a’) Skv kgf/(b)
Torej je f'(a) < f'(b). Ker to velja za poljubna a < b je f’ narastajoca. Obrat je
posledica Lagrangeovega izreka. Predpostavimo sedaj, da je f’ narascéajoca in naj
valja a < . Potem je

f@) = fa) = f()(x = a) = f(a)(z - a),
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kar natanko pomeni, da (x, f(x)) lezi nad tangento v tocki (a, f(a)). Povsem ana-
logno jeza z < a

fla) = fx) = f'(§)(a - =) < f(a)(a - 2),
kar zopet pomeni, da (z, f(z)) lezi nad tangento v (a, f(a)). O
V praksi je najbolj primeren nac¢in ugotavljanja konkavnosti in konveksnosti
naslednji:

PosLEDICA 1.7.4. Naj bo f : (a,b) — R dvakrat odvedljiva. Funkcija f je
konveksna na (a,b) natanko tedaj, ko je f”" > 0 na (a,b). Funkcija f je konkavna
natanko tedaj, ko je f” <0 na (a,b).

Dokaz. Sledi iz zgornje trditve s pomocjo tock (i) in (ii) iz posledica 1.5.4. O

DEFINICIJA 1.7.5. Tocka, kjer funkcija spremeni konkavnost v konveksnost ozi-
roma obratno, se imenuje prevoj.

PRIMER 1.7.6. Pois¢imo intervala naras¢anja in padanja ter konkavnosti in
konveksnosti funkcije f(x) = (2% + 1)e™*.
flx) =2z — (22 +1)e "= —(2 =22+ 1)e " = —(z — 1)%e 7,
torej je funkcija ves ¢as padajoca. Drugi odvod je enak
f"(x) = (—2x+2)e ® + (2% — 2z + 1)~ *
= (2? —4x+3)e® = (x—3)(z — 1)e ™.

Torej je funkcija konveksna na (—oo,3) in (1,00) ter konkavna na (—3,—1).

1.8. L’Hospitalovo pravilo

V tem razdelku si bomo pogledali, kako si lahko pri ra¢unanju limit tipa 9

0
in 2 pogosto pomagamo z odvodi funkcij. Najprej dokazimo naslednjo pomoZzno

trditev.
TRDITEV 1.8.1. Naj bosta f,g : [a,b] — R zvezni in odvedljivi na (a,b). Naj
velja ¢'(x) # 0 za vsak x € (a,b). Potem obstaja & € (a,b), da velja

f®) = fla) _ f'(€)
g(b) —gla) g€

Dokaz. Definirajmo

Funkcija F' je definirana na [a,b] in zvezna na (a,b) ter velja F(a) = F(b). Po
Rolleovem izreku obstaja £ € (a,b), da je F'(£) = 0, kar pomeni ravno

1) - @) _ 1€

g9(b) —g(a)  ¢'(§)

O

OpOMBA. Lagrangeov izrek je poseben primer zgornje trditve, in ga dobimo,
¢e vzamemo g(x) = .

IZrREK 1.8.2 (L’Hospitalovo pravilo 1). Naj bosta f,g : [a,b) = R odvedljivi in
naj velja g(x) # 0 in ¢'(z) # 0 za vsak x € (a,b). Naj velja f(a) = g(a) = 0. Ce
obstaja limita

f'(x)

r—at g/(.’E)

)
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potem obstaja tudi limita
lim —f@)
r—at g(x)
in velja
!/
f@) @)

r—at g(l‘) B r—a™t gl(l‘) '

DokAz. S pomocjo zgornje trditve imamo

f@) @)~ i@

s—at g(x)  e—at g(z) — g(a)
/ !/
i Ly 1)
z—at g({) z—at @ (l‘)
Pri zadnji enakosti smo upostevali, da je a < £ < z in da zadnja limita dejansko
obstaja. O

OPOMBA. Izrek smo napisali v bolj splosni obliki, torej za enostranske limite.
Seveda potem velja tudi za limite.

L’Hospitalovo pravilo velja tudi v primeru limit tipa 2. Navedimo izrek brez
dokaza.

IZrREK 1.8.3 (L’Hospitalovo pravilo 2). Naj bosta f,g: (a,b) = R odvedljivi in
naj velja g(x) # 0 in ¢'(x) # 0 za vsak © € (a,b). Naj velja

lim f(z) = o0, lim g(x)= +oo.
z—at z—at

Ce obstaja limita
f'(@)

z—at g/(.’E)

f(z)

z—at g(SC)

f@) _ o f @

z—at g(I) o r—at gl($> '

)

potem obstaja tudi limita

in velja

S pomocjo vpeljave nove spremenljivke lahko pokazemo, da analogna rezultata
valjata tudi za limite v neskoncnosti.

PosLEDICA 1.8.4. Naj bosta f,g : (a,00) = R odvedljivi pri éemer je g(x) # 0
in g'(z) #0 za vsak x € (a,00). Naj velja ali

lim f(x) =0, ILm g(z) =0

r—r00
ali
lim f(z) = to0, lim g(z) = +o0.
T—00 Tr—00
Ce obstaja limita
fi(z)
z=o0 g (1)’
potem obstaja tudi limita
lim @
z—o0 g(x)
in velja
f(=) f'(x)
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DokAz. Vpeljemo novo spremenljivko y = 1/x. Potem velja
o @) L 1)
v=o0 g(x)  y—ot g(1/y)
(1 1 2
= lim M = lim ——=.
e=0t g'(1/y)(=1/y?)  e=oc g'(x)

PRIMER 1.8.5. Izrac¢unajmo limito

V3r+1—-2

b sin(mx)

Ker sta tako stevec kot imenovalec enaka 0 v tocki 1, lahko uporabimo L’Hospitalovo

pravilo
3

lim \/3? tl1-2pm, 2Bl _ 3
z—1  sin(7z) z—1 7 cos(mx) 4

PRIMER 1.8.6. Izra¢unajmo limito

. x
lim —.
r—o00 T

Stevec in imenovalec sta oba enaka oo v neskonénosti. Z L’Hospitalovim pravilom
dobimo

PRIMER 1.8.7. Izrac¢unajmo limito

lim z*.
r—0t

Limito malo preoblikujemo

lim 2% = lim ¢*™7.
z—0t z—0t
Velja
. . Inz pm o 1/ .
lim zlnz = lim — = lim — = lim z=0.
z—0+ a—0t+ 1/x z—0+ —1/x -0+
Ker je e” zvezna, je
: T 71 xlnx __ _lim, yaxlne _ 0 _
lim ¥ = lim e = e¢Ma—o0 =e =1.
z—0+ rz—0t

1.9. Risanje grafov funkcij

Preden skiciramo graf funkcije f(z):
(i) S pomocjo izraza f(x)
— Dolo¢imo definicijsko obmocje funkcije f
— Ugotovimo obnaSanje f na robu definicijskega obmocja ali morda v
+o0
— Najdemo nicle funkcije f
(ii) S pomocjo odvoda f'(x)
— Dolo¢imo intervale narastanja in padanja.
— Dolocimo lokalne in globalne ekstreme.
— Bolj natan¢éno dolo¢imo obnasanje v robnih tockah in v +oo (asimp-
tote)
(i) S pomocjo drugega odvoda f”(x).
— Dolo¢imo intervale konkavnosti in konveksnosti ter prevoje.
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PRIMER 1.9.1. Cim bolj natanéno narisimo graf funkcije
l1—lnx

e Definicijsko obmodje je (0,00)\{1/e}.
e Obnasanje na robu definicijskega obmocja.

. l1—-lnz . 1/lnx —1
lim x = lim x———— =
e—=0t 1+Inz azs0t 1/lnx+1
lim = -o0
z—1/e”
lim =o0
z—1/et
1—-lnz . l/lnx—l_

I — 1 _
eoo T+ Ing oo 1/Inz + 1

Niclesox =0in x =e.

f/(.’L‘) _1-Inz 9 1 _ 1+1n2m
~ 1+lnz (14Inz)2 —  (1+lnz)?
Funkcija je ves cas padajoca, zato nima lokalnih ekstremov.
Poglejmo si, pod kaksnim kotom se graf funkcije priblizuje izhodis¢éu
. 1+1Inz
im —mm— = —
z—0+ (1+1nz)?
e Izrac¢unajmo drugi odvod
F1(a) = 2(1 —Inzx) .
z(1+1nz)3

Drugi odvod je pozitiven na (1/e, e) in negativen na (0,1/e) U (e, 00).
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SLIKA 1.4. Graf funkcije f(z) = x};{ﬁi

17



POGLAVJE 2

Nedoloceni integral

2.1. Definicija nedolocenega integrala

DEFINICIJA 2.1.1. Odvedljiva funkcija F : I — R je nedoloceni integral funkcije
f: I — R na odprtem intervalu I, ¢e za vsak = € I velja F'(x) = f(z). Pisemo

F(x):/f(ac) dx.

PRIMER 2.1.2. Funkcija F(z) = cosz + 22/2 je nedoloceni integral funkcije
f(x) = —sinz + z, saj je (cosz + 2%/2)" =sinz + .

Vsaka funkcija nima nedolo¢enega integrala. Poglejmo si primer take funkcije.
PrRIMER 2.1.3. Naj bo f: R — R definirana kot

-1, <0

ﬂ@:{ 1, >0

Predpostavimo, da obstaja taka odvedljiva funkcija F' : R — R, da velja F'(z) =
f(x). Taka funkcija F bo padala na (—o00,0), saj je F/(z) = —1 za ¢ < 0 in
narascala na (0,00), saj je F'(z) = 1 za pozitivne x. Zato mora imeti F v tocki
2 = 0 lokalni minimum in s tem F’(0) = 0, kar pa ni res. Seveda ima funkcija f
nedoloceni integral na intervalu (—o0,0) in tudi na (0, 00), vendar smo pokazali,
da nedolocenega intervala nima na vsem R. Funkcija f iz tega primera ni zvezna
funkcija. Kasneje bomo pokazali, da imajo vse zvezne funkcije nedoloceni integral.

TRDITEV 2.1.4. Ce je funkcija F(x) nedoloceni integral funkcije f(x), je za
vsak C € R tudi funkcija G(x) = F(x) + C tudi nedoloéeni integral funkcije f.
Obratno, ¢e sta F(x) in G(x) nedoloéena integrala funkcije f na odprtem intervalu
I, obstaja C € R, da je G(z) = F(z) + C.

Dokaz. Prvi del je preprost, saj je (F(x)+ C) = F'(z) + 0 = f(z). Obratno,
naj bosta F,G oba nedolocena integrala funkcije f na I in definirajmo H(z) =
G(z) — F(x). Velja H'(z) = G'(z) — F'(z) = f(x) — f(z) = 0. Naj bosta =,y € T
poljubni stevili. Po Lagrangeovem izreku je H(y) — H(z) = H'(§)(y — z) = 0.
Torej je H(x) = H(y). Ker to velja za vsak par Stevil, je funkcija H konstanta,
tore] H(z) = C zanek C € Rin s tem G(x) = F(z) + C. O

2.2. Integrali nekaterih elementarnih funkcij

Vecino spodnjih integralov dobimo preprosto tako, da preberemo nazaj tabelo
odvodov. Pri ostalih integralih pa lahko veljavnost preverimo preprosto z odvaja-
njem. Bomo pa kasneje nekatere od teh formul tudi samostojno izpeljali.

18
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f(x) [ f(x)
x® aﬂx‘”‘l—i—C a;é—l
% Inx+C
e’ e +C
a® lnaa, +C
Inx zlnx —xz+C
sinx —cosx +C
cosx sinxz + C
tan x —In|cosz|+C
arcsin x rarcsinz +v1—x22+C
arccos T rarccosr — V1 —a2+C
arctan x rvarctanz — 3Inl+ 2%+ C
shx chx+C
chx shz+C
mzi_(ﬁ %arc?ar;% +C
T arcsin 2 + C
7%% ln|x—|—\/x2TaZ| +C
Va2 + a? %x\/xz:|:a2:|:%a21n|x+\/x2:ta2‘—|—C

2.3. Lastnosti nedoloéenega integrala

19

Naslednji dve lastnosti nedoloc¢enega integrala sledita direktno iz definicije in

[ @ 2 g@) do= [ f@)do+ [ g(o) de

linearnosti odvoda

//\f(x)d:v:/\/f(x)d:r

Bolj podrobno si oglejmo metodo integracije po delih (per-partes) in zamenjavo

spremenljivke.

TRDITEV 2.3.1 (per-partes). Naj bosta f(x

[ @y

DokAz. Dokaz je posledica Leibnizove formule za odvod produkta

(f(2)g(2))" = f'(x)g(z) + f(2)g' ().

/f

Ce obe strani integriramo, dobimo

[ @)

in g(x) odvedljivi. Potem velja

) do = [ F@)g(e)dat [ fo(a)do

in ker je [ (f(z)g(z))" dx po definiciji enak f(z)g(z) dobimo zgornjo formulo.

O

OpoMBA. Naj bo f(x) odvedljiva funkcija. Oznaki df = f'(x) dz re¢emo di-
ferencial funkcije f. S pomocjo te oznake lahko zgornjo formulo krajSe napisemo

kot

/udvzuv—/vdu,

kjer smo oznaéili u = f(z) in v = g(x). Formulo za integracijo po delih lahko razu-
memo kot (ne preve¢ dober) poskus formule za integracijo produkta dveh funkcij.

TRDITEV 2.3.2 (substitucija).

ter ¢(x) odvedljiva funkcija. Potem velja

1) = / (606 (8) da

Naj bo F(x) nedolodeni integral funkcije f(x)
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DokAz. Formula je direktna posledica veriznega pravila za odvod:
(F(6(1)) = F'(6(1))d'(t) = f(6(1))o(1).

Obe strani le Se integriramo. O

OPOMBA. Pravilo substitucije obi¢ajno uporabimo na naslednji na¢in. Recimo,
da zelimo izracunati integral [ f(z)dz. Uvedemo novo spremenljivko ¢ s pomo¢jo
formule x = ¢(t) in izra¢unamo integral

G(t) = / F(6(0)8 ().
Potem je
F(z) = / f(@) dz = G(67 ().

PRIMER 2.3.3. S pomocjo integracije po delih izracunajmo integral

/ 22 sinx dz.

/xQSinxdaﬁ: —x2cosm+/2xcosxdx

= —z?cosx + 2rsinz — Q/Sinxda:
= —z2cosx + 2zsinz + 2cosz + C.

PRIMER 2.3.4. S pomocjo integracije po delih izracunajmo integral

/ e’ sinx dz.

/emsinxdx: —ezcosa:—l—/ezcosxdx
= —e“"cosx+e“sina:—/e“"sina:dx.

Tako dobimo
1
/e”” sinx dr = iex(sinx —cosz) + C.

PRIMER 2.3.5. Izracunajmo integral

/ace_162 dx.

Vpeljimo substitucijo x = v/#. Potem je dx = %ﬁdt. Dobimo

—xz? —t 1
dr = [ Vte t——dt
/xs X / e 2\/5

1 1
= /§e_tdt = —§€_t + C

1
= —56_:82 =+ C

PRIMER 2.3.6. Izracunajmo integral

/tan x dx.
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Uvedimo substitucijo t = cosx. Potem je dt = — cos xzdx.

i dt
/tanxdcx:/smxdx:— —
cos T t

=—Inl|t|+C = —1In]|cosz| + C.

2.4. Integracijske metode

Integracija racionalnih funkecij. V tem razdelku bomo pogledali metodo,
ki nam (pod dolocenimi pogoji) omogoca integracijo racionalnih funkcij. Radi bo

torej izracunali integral
p(x)
R(x)dx = / —= dz,
/ (@) q(x)

kjer sta p(x) in g(x) poljubna polinoma. Postopek je naslednji:
1. Ce je stopnja polinoma p vecja ali enaka stopnji polinoma ¢ polinoma najprej
delimo. Tako dobimo

/%dmz/pﬂx)dx—i—/i}@dx,

pri cemer sta p; in r polinoma, in je stopnja r manjsa od stopnje g. Prvi integral
preprosto izracunamo, za drugega pa postopek nadaljujemo.
2. Polinom ¢ razcepimo na nerazcepne faktorje:

g(w) = (x —a))" - (z = ap)™ (2 + pro +q)™ - (@ + pw+ )™

3. Racionalno funkcijo % razcepimo na parcialne ulomke

e AL A Ay
gz)  (z—a1) (z—a1)? (x —ay)m
+ Alf AS + -+ Ailf“v
(x —ar) (z—ag)? (x — ag)™
Clz + Di Ciz + D} . Ch xz+ Dy,
(@2 +pre+q) (@2+pr+aq)? (@2 +pro+q)™
Clz + D} Clz + D}, Cl x+ D!
2 2 st ot my
(@ +pr+q) (2+px+aq) (22 +pix+q)

3. Vsakega od sumandov v razcepu na parcialne ulomke integriramo.
Izrac¢unati moramo torej znati naslednje tipe integralov

(i) / _atb (iv) / (““bd:c,

2+ pr+q z2 + pr + q)"

pri ¢emer je kvadratni polinom v imenovalcu zadnjih dveh integralov ne-
razcepen, torej nima realnih ni¢el. Poglejmo vsakega od zgornjih integralov.

(4)
/ d =In|zx —a|+C,

r—a

d | 1
/ * +C,

(x —a)” - 1—n(x—a)n1
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(iii) Oznacéimo z D = p? — 4q diskriminanto kvadratnega polinoma v ime-
novalcu integrala
/ ar +b
2+ pr+q

Ker smo predpostavili, da je ta kvadratni polinom nerazcepen, je D < 0.
Najprej piSemo

224+pr+q 22 +pr+q

ar +b Sz +4p)+(b—- %)

Zato je

axr +b a 2 +p 2b + ap dx
¢ +pr+q 2) x*+pr+q 2 T4+ pr+q
Prvi integral lahko preprosto izra¢unamo s pomocjo vpeljave nove spremen-
liivke t = 22 4 px + ¢, dt = 2z + p:

2r+p dt 9
_ TR [T =1 .
/$2+pm+q ; n[t| = In(z” + pz + q)

Pri drugem integralu najprej kvadratni polinom z? + pz + ¢ zapisemo v
temenski obliki
2

2 _ 2)2 4q—P:( 23)2 —
5 +pr—+q (x+2 + 1 az+2 +4.

Ce vpeljemo novo spremenljivko ¢ = z + p/2 preprosto dobimo

/ dz _/ dz _/ dt
wrrete S @)+ S gy (4D

2
= arctan arctan

2t 2
v=0""" V=D~ V=D

Ce zdruzimo skupaj, dobimo pri D = p? —4¢ < 0

[\
7&
@-}-

axr +b a
————dz =—In(2® + pz +
/x2 pep z =3 n(z® + px + q)

2b—ap 2 (22 4 px + q)’
arctan ~—————~

2 V=D v—-D

ar +b
O R nd:):
(x? + px +q)

bomo nekoliko manj natanc¢ni, in bomo samo pokazali, kaksna je oblika
rezultata. Oznacimo zopet D = p? — 4q < 0. Podobno kot zgoraj, naredimo
najprej razcep

+C.

(1v) Pri integralu

ax +b 52z +p)+ 2b;ap
(@ +pr+q (@2 +prt+on
Zato je

ar+b g — & (22 + pz + q)’ d 2b—ap dz
2 n 'T_E 2 n T+ 2 2 n’
(22 + px +q) (x2+pxr+q) (z2+px+q)
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Prvi integral je

/(:Jc2+px+q)’ g — n

(22 +pr+q" (224 pr+qnt
Poglejmo si se drugi integral

(x+p/2)? + (T

_ 4 / do
(=D ((\/%(a: +p/2))2 + 1>n

() et
2

kjer je t = ﬁ(:c + p/2). Torej moramo izracunati integral

I, :/dt.
(t2+1)n

Poskusimo z integracijo po delih

/ a ot +2n/ t2dt
24+ 1" (Z+1)n (82 4+ 1)nHl

t Lo / t2dt
= ———----- n —_—
(t2+1)m (t2 +1)ntt
t 2+1)-1

@ +1) (2 + 1)

“@ery ) vy ) e

Torej dobimo formulo

/Milqw/< . m>2>"

7 1 t n 2n — 1[
T o 2+ 1) on "
oziroma
1 t 2n —3

I,

= In_1.
2@+ 1)1 ot

Induktivno lahko iz te formule izpeljemo, da je

P(t)
I, = ——+——— + Aarctant,
T2+ 1)t *
kjer je P(t) nek polinom stopnje 2n — 3 in A neka konstanta. Ce vrnemo v
rezultat prvotno spremenljivko in zdruzimo, dobimo

ar+b P(x)
2 5 dr = — n—1
(z2 + px +q) (22 + pz + q)
2 /
+ Aln(z? + px + ¢) + Barctan M\/%q) + C,

kjer je polinom P nek polinom (ni poljuben, vendar ga nismo natanéno
izracunali) stopnje manjse ali enake n — 3 in sta A in B neki konstanti.
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Ce zberemo vse skupaj dobimo, da je integral

[i5e

oblike
@)
/ q() a
P(x)

(1' — al)nlfl N (x — ak)nk71($2 +p1x + ql)mlfl e (1'2 +pl$ + ql)mlfl
+ A ln|z—ai|+ -+ Axln |z — ag

+ BiIn(2* + pra + q1) + -+ + BiIn(a” + pra + qi)
2 / 2 /
(z° +mzr+q1) +'..+Clarctan(:c + pr + qi)

VD VD

kjer je P(x) stopnje najve¢ (ng —1)+---(np —1)+2(mg — 1) +---2(my —
1) — 1, torej eno manj kot v imenovalcu. Zadnjo formulo lahko razumemo
kot nastavek za izracun integrala racionalne funkcije. Kot smo videli, za ta
nastavek potrebujemo razcep polinoma ¢ na nerazcepne faktorje. Le to je v
splosnem zelo tezko doseci, saj od nas pravzaprav zahteva, da poiS¢emo vse
nic¢le (realne in kompleksne) polinoma ¢. V kolikor nam to uspe, uporabimo
zgornji nastavek in preko odvajanja dolo¢imo konstante. Poglejmo si to na
nekaj primerih

+ Cy arctan

PRIMER 2.4.1. Izra¢unajmo integrale

3z342
s dx

2
° fa: +z+1 dx

Integrali trigonometri¢nih funkcij. Poglejmo si integrale oblike

/ R(sin ¢, cos p)dp,

kjer je R neka racionalna funkcija dveh spremenljivk. Tak integral lahko
vedno prevedemo na integral neke racionalne funkcije (kar smo obravnavali
zgoraj) s pomocjo substitucije

¥
= tan —.
= tan o
Poglejmo si zakaj. Velja
%) 1
14 tan® =
+tan 2 cos?f’
zato velja
¥ 1 . P © T
cos - = , sint =4/1—cos?2 % = ,
2 V1422 2 2 Vi+4a?
in zato 5
. . P ¥ z
= 2 — —_ =
sin sin 5 cos 5 = 7 T2
ter 5
_ 2 ¥ .o 1—u
cos p = cos® = — sin“ =

2 2 1422
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Izra¢unajmo Se d¢
1

dr = ———d
v 2cos? £ v
in zato
2
dp= —>_.
v 1+ 22

Prvotni integral po uvedbi nove spremenljivke postane

. 2z 1 — 22 2
/R(SIHQD?COS‘*P)CZ()D = /R (1 _|_x27 1 +:U2> 1 +x2d$,

PRIMER 2.4.2. Izracunajmo integral
cos

——dp.

/ 1+ cose v

Po vpeljavi nove spremenljivke = = tan ¥ prevedemo integral
CoSs ¢ % 2
———dyp :/ Lte dz
/1+Cosg0 1+i;§§1+x2
1—2a? 2
— dr = -1 d
/1+x2 v /< +1+x2> v

= —x +2arctanx + C = —tan% +2arctantan§ +C

:—tang—i—qﬁ—i—C

Poglejmo si sedaj nekaj posebnih primerov, ko lahko uvedemo bolj pri-
jazno substitucijo. Pri integralu oblike

/ R(sin® @, cos ¢) sin pd¢
uvedemo novo spremenljivko
X = Cos @,
ki nam integral prevede v integral
/R(sin2 ©,cos @) sinpdp = — / R(1 — 22, z) d.

Podobno pri integralu

/ R(cos? @, sin @) cos pde
uvedemo novo spremenljivko
T = sin @,

ki nam integral prevede v integral

/R(C082 ©,sin ) cos pdp = /R(l — 2%, z) du.
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PRIMER 2.4.3. Izracunajmo integral
sin? ¢
7 dp.
cos? ¢

Integral lahko preoblikujemo v

/sin%o
T cos pdp
cost ¢

in je zgornje oblike. Vpeljemo novo spremenljivko x = sin ¢ in dobimo

2 2

sm” @ T
dp= | ——==d
/cos% i /(1—x2>2 !

1.2
-/ CENErES

1 =z 1 1
——§x2_1+Zln|x—1|—11n]x—|—l|+0
sin ¢ 1 1-—singp
= —1n——-—-—-
2c082¢p 4 1+sing

kar lahko izracunamo po metodi za integracijo racionalnih funkcij.

Kot zadnji si oglejmo Se integral oblike

/R(sin2 @, cos® p)d,

26

torej integral, kjer funkciji kosinus in sinus oba nastopata le v sodih poten-

cah. V tem primeru uvedemo substitucijo

T = tanp,
ki nam s pomocjo formul
cos? @ = ! -
<'0_1—|-tan2<,0_1+x2
2
sin2cp:1—cos2<p:71+ 3
x
dx
dp = cos® pdr =
p =cos” pdr 22

prevede integral v

2
.92 2 — r 1 !
/R(Sm p; cos 90)d’90_/R<1+x2’1+x2> 112 %

PRIMER 2.4.4. Izracunajmo integral

1
———d
/1+C082(p v
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Po uvedbi spremenljivke x = tan ¢ prevedemo integral v

/ 1 d / 1 1 d
 do= T
1_,_0082()090 14—1+1%_21—i-ac2

1 1 T
:/Wd:B:Qarctan\/i—i-C

1 tan ¢
= — arctan

+C
2 V2

27



POGLAVJE 3

Doloceni ali Riemannov integral

3.1. Definicija dolo¢enega integrala

DEFINICIIA 3.1.1. Naj bo f : [a,b] — R omejena funkcija, definirana na
zaprtem intervalu. S tockami

a=x0< 1 <T9< - <Tp=>
razdelimo interval [a, b] na n podintervalov. Vsak tak izbor tock
D ={xo,z1,...,2n}
imenujemo particija intervala [a,b]. Ozna¢imo
my, = inf{f(x),z € [rx_1, k] }, My, = sup{f(x),x € [x—1,%k]},

in definiramo vsoti
s(D) :ka(xk_xk—l)v S(D) Zka(xk—xk_l).
k=1 k=1

s(D) imenujemo spodnja Darbouzova vsota funkcije f prirejena delitvi D,
S(D) pa zgornja Darbouzova vsota prirejena delitvi D.

SLIKA 3.1. Spodnja in zgornja Darbouxova vsota

DEFINICIJA 3.1.2. Naj bo D’ je finejsa od delitve D, ¢e je D C D'. To
pomeni, da delitev D’ dobimo tako, da delitvi D morda dodamo Se nove
delilne tocke.

TRDITEV 3.1.3. Naj bo f : [a,b] — R omejena funkcija in D, D’ delitvi
intervala [a,b]. Naj bo delitev D' finejsa od delitve D. Potem velja

s(D) <s(D'),  S(D') < S(D).
Doxkaz. Ker je delitev D’ finejsa od delitve D, smo dobili delitev D’

tako, da smo delitvi D dodali Se nekaj tock. Dovolj je torej, ¢e pokazemo,
da vsaki¢ ko neki delitvi dodamo Se eno tocko, s tem povecamo spodnjo

28
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Darbouxovo vsoto in zmanjSamo zgornjo Darbouxovo vsoto. Naj bo torej
D' = DU {z'}. Recimo, da se ta nova tocka 2’ nahaja na podintervalu
[zk_1,2k]. Naj my infimum funkcije f na intervalu [xg_1,zx], m' infimum
na intervalu [xg_1,2] in m” infimum nA intervalu [z, x;]. Velja m’ > my
in m” > my. Zato je

s(D") = s(D) — myp(xpy1 — xp) + m' (2" — zp) + m" (zp — 27)

= s(D) + (m' —my) (2’ — ) + (m" —my)(xx — 2") > s(D).

Analogno dokazemo S(D’) < S(D). O

TRDITEV 3.1.4. Naj bo f : [a,b] — R omejena funkcija in D, D" poljubni
delitvi intervala [a,b]. Potem velja

8<D1) < S(DQ)

DoxkAz. Naredimo novo delitev D' = Dy U Dy. Ta delitev je finejsa od

obeh delitev Dy in Dy. Iz prejsnje trditve sledi
s(Dy) < s(D') < S(D") < S(Dy).
O

Vzemimo sedaj omejeno funkcijo f : [a,b] — R. Spodnje Darbouxove

vsote so navzgor omejene, saj za vsako delitev D velja s(D) < S(D'), pri

¢emer lahko vzamemo za D’ katero koli delitev. Lahko npr. vzamemo
D’ = {a, b}, in tako dobimo

s(D) < M(b— a), M = sup f.
Podobno so vse zgornje Darbouxove vsote navzdol omejene z npr.
S(D) > m(b—a), m = inf f.
Zato lahko oznac¢imo
I = sup{s(D), D poljubna delitev [a,b]}
I, = inf{S(D), D poljubna delitev [a,b]}.
Seveda velja
L < I,
saj je s(D) < s(D') za poljubni delitvi D, D’. Vrednosti [ in I imenujemo
spodnji oziroma zgornji integral funkcije f na intervalu [a, b].
DEFINICIJA 3.1.5. Omejena funkcija f : [a,b] — R je (Riemannovo)
integrabilna na intervalu [a, b], ¢e velja
I = Is.

V tem primeru oznaé¢imo vrednost I;(= I3) =z

/abf(:r)dx

in ji reCemo Riemannov oziroma doloceni integral funkcije f na intervalu

[a, b].

TRDITEV 3.1.6. Omejena funkcija f : [a,b] — R je integrabilna na [a, b]
natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja delitev D intervala [a,b], da velja

S(D) — (D) < e.
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Doxkaz. Predpostavimo najprej, da je f integrabilna na [a,b]. Ker je I;
supremum vrednosti s(D), obstaja Di, da je s(D;) > Iy — /2. Podobno
obstaja delitev Dy, da je S(D) < Is—e/2. Ozna¢imo D = D1UDs. Ker je ta
delitev finejsa tako od D; kot tudi Da, velja s(D) > s(Dy) in S(D) < S(Ds3).
Ker je f integrabilna, je Iy = I in zato

S(D)—s(D)=SD)—-L+11—s(D)<e/24+¢c/2=¢.
Pokazimo Se obrat. Naj bo € poljuben. Potem obstaja delitev D, da je
S(D) —s(D) < e.
Zato velja
|Io — 1| < S(D) — s(D) < e.
Ker je € poljuben, je Iy = I;. O
IZREK 3.1.7. Vsaka zvezna funkcija na intervalu [a,b] je integrabilna.

DokAz. Ce je f na [a,b] zvezna, je na [a, b] enakomerno zvezna. Naj bo
€ > 0 in naj bo ¢ tak, da bo [f(z) — f(2)| < 3= ¢e le velja |z — 2'| < 4.
Naj bo D = {zg,x1,...,z,} poljubna delitev, katere dolzina najdaljsega
podintervala je manjsa od §. Naj bosta my in My infimum (minimum) in
supremum (maksimum) na intervalu [zy_1, zx]. Potem velja M —m;, < 5=
in velja

oo n
S( Z Mk—mk k—.%'kfl) < ﬁz<l‘k—$k,1):€
k=1 k=1
Torej je f integrabilna na [a, b]. O

PosLEDICA 3.1.8. Naj bo funkcija f : [a,b] — R omejena in zvezna na
(a,b). Potem je f integrabilna na [a,b).

DokAz. Naj bo & > 0 in naj bo §' < M=) kjer je M = supj, ;) [ in
m = infl, y f. Funkcija f je zvezna na [a + ¢, b d], zato je tu integrabilna
po zgornjem izreku. Naj bo D’ delitev intervala [a + §',b — '], tako da je
S(D") — s(D'") < /2. Potem je D = D" U {a,b} delitev intervala [a,b], in
velja

S(D) —s(D) <2(M —m)§ +8(D')—s(D) <e/2+¢e/2=c¢.
Torej je f integrabilna po trditvi 3.1.6. O
IzZrREK 3.1.9. Vsaka monotona funkcija na [a,b] je integrabilna.
DokAz. Predpostavimo, da je f narastajoca (analogno dokazemo za

padajoce funkcije). Naj bo € > 0 poljuben in D = {xq, z1,...,2,} poljubna
delitev, za katero je dolzina najdaljSega podintervala manjsa od m.
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Potem velja

Torej je f integrabilna. O

Naslednji izrek navedimo brez dokaza. Dokaz je ociten za zvezne funk-
cije, saj v tem primeru tudi kompozitum zvezna funkcija.

IzZrREK 3.1.10. Naj bo f integrabilna funkcija na [a,b] in g zvezna funkcija
na [m, M|, kjer je m = inf f in M = sup f. Potem je go f integrabilna na
[a,0].

PRIMER 3.1.11. Izraéunajmo doloceni integral funkcije f(z) = z? na

intervalu [0,1]. Ker je funkcija zvezna, je integrabilna. Naj bo D, =
{0, 1 = n, ..., 1} delitev intervala [0, 1]. Velja

=3 () 5 - n32k2 L

k=1
in
n
B 1 12 nn+1)2n+1
S(Dn)) = pot <n) n_ Z 6n3
Ker velja
. . 1
32, 5(Dn) = Jim, S(Dn) = 5
je

1
1
/ 22dr = =.
0 6

Seveda je takSno racunanje integrala neprakticno. Kasneje bomo videli,
kako je doloceni integral povezan z nedoloCenim, kar nam bo omogocalo
lazje rac¢unanje podobnih integralov.

Poglejmo si Se primer funkcije, za katero integral ne obstaja.

PRIMER 3.1.12. Definirajmo

ra={ 5 Teg

Za vsako delitev D intervala [a,b] velja s(D) = 0 in S(D) = b — a. Torej
doloceni integral funkcije f ne obstaja na nobenem intervalu [a, b].



3.2. LASTNOSTI DOLOCENEGA INTEGRALA 32

3.2. Lastnosti dolocenega integrala

TRDITEV 3.2.1. Naj bosta f in g integrabilni na [a,b] in A € R. Potem
velja
(i) f+g integrabilna na [a,b] in velja f;(f(m)—l-g(x)) dx = f; f(z) dz+
fab g(x)dx.
(ii) Af je integrabilna na [a,b] in velja f: A(x)dx = )\ff f(x) dx.

(iii) fg je integrabilna na |a,b].

Doxkaz. (i) Najbo D = {zg,z1,...,x,} poljubna delitev intervala [a, b].
Naj bodo my, = inf{f(z) + g(z),z € [zp_1,2x]}, m}, = inf{f(z),z €
[k—1,2%]}, mi = inf{g(z),x € [rp_1,2]}. Potem velja my > mj + mj
in zato

n n
sp(D) +s4(D) = > mi(wy — xp1) + > mj(wg — z1)
k=1 k=1

M=

<y mp(xr — wp-1) = sp4g(D),

b
Il

1
kjer smo z s¢(D), s4(D) in s¢44(D) oznacili spodnje Darbouxove vsote pri-
padajocih funkcij. Podobno velja
S5(D) + 8,(D) = Sy1,(D)
in skupaj

S§(D) + Sg(D) = Sf14(D) = sp44(D) 2 s5(D) + s4(D).

Naj bo D’ taka delitev, da je f; f(z)dz—s¢(D') <ein Sf(D’)—f;’f(a:) dr <
e in D" taka, da je f:g(:v) dz —s4(D') <ein Sy(D') — f;g(x) dr < € in naj
bo D = D' UD". Potem je |sfi4(D) — [° f(z)dx — [”g(x)dz| < S§(D) +
Sg(D)—s¢(D)—s4(D) < 2¢ in podobno \Sf+g(D)—fab f(x) dm—f;g(az) dz| <
S§(D)+S4(D)—s(D)—s54(D) < 2e. Ker je € poljuben, je f+g integrabilna,
in velja zgornja formula.

(ii) Predpostavimo najprej, da je A > 0. Naj bo D = {xg,x1,...,2p}
poljubna delitev, my = inf{f(z),x € [xg_1,z%]} in M} = sup{f(z),z €
[€g—1,xk]}. Ker je supAf = Asup f in inf \f = Ninf [ je

sxf(D) = Asp(D),  Sap(D) = AS¢(D)

dobimo tocko (ii).
(iii) Ce sta f in g zvezni, to sledi iz dejstva, da je tudi fg zvezna. Ce pa
sta zgolj integrabilni, pa uporabimo formulo fg = 1((f + ¢)? — f* — ¢%) in
dejstvo, da je za integrabilno funkcijo tudi njen kvadrat integrabilen, kar
sledi iz izreka 3.1.10.

O

TRDITEV 3.2.2. Ce sta f in g integrabilni na [a,b] in velja f(z) < g(x)
za vsak © € [a,b], potem velja

/a ' fla)de < / ' o) da.
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DoxkAz. Pri vsaki delitvi D intervala [a,b] velja sf(D) < s4(D). Zato
velja

b b
/ Flehds =supsy(D) < 3 sy(D) = | st o
O

TRDITEV 3.2.3. Ce je f integrabilna na [a,b], je na [a,b] integrabilna | f|

in velja
b b
/ f(x) de| < / ()] da.

Doxkaz. Da je |f| integrabilna sledi iz izreka 3.1.10. Naj bo D =
{0, x2,...,z,} poljubna delitev [a,b]. Naj bosta my ter M} infimum in
supremum funkcije f na [xx_1, 2] in mj, M}, infimum in supremum funkcije
|f| na tem intervalu. Velja

[sp (D) = | > mu(ar — wr1)| <D My, — 21-1) = S)p(D).
k=1 P

/abf(:z:) dx

IZREK 3.2.4. Naj bodo a < ¢ < b. Potem je funkcija f integrabilna na
[a, b] natanko tedaj, ko je integrabilna na la,c] in [c,b] in velja

/abf(at)dx :/:f(a;) dar+/cbf(:v) da.

Doxkaz. Naj bo € > 0 in D taka delitev intervala [a,b], da je S(D) —
s(D) <e. Najbo Dy = (Dnla,c]) U{c} in Dy = (D N|c,b]) U{c}. Potem
sta Dj in D9 zaporedoma delitvi intervalov [a, c] in [c, b] in velja

> S(D) — S(D) > S(Dl U Dg) — S(D1 U Dg)
= (S(D1) = s(D1)) + (5(D2) — s(D2)).
Zato velja S(D1) — s(D1) < e in S(D3) — s(D2) < € in je f integrabilna na
[a,c] in [c,b]. Dokazimo Se obrat. Naj bosta Dj in Dy delitvi zaporedoma
intervalov [a, c] in [c, b], da velja S(D1)—s(D1) < €/21in S(D2)—s(D2) < €/2.
Naj bo D = D1 U Ds. Potem je
S(D) —s(D) = S(Dy)+ S(D2) — s(D1) — s(D3) <e/2+¢/2=¢.

Dokazimo Se enakost. Velja

Zato je

b
=sup |s(D)| SinfSﬂ(D):/ |f(z)| dx.

O

b
/ f(z)dx =sups(D) =sup s(D U{c})

c b
=sups(D’) +sups(D") = / f(z) dx —I—/ f(z) dx,

kjer smo z D oznacili delitve intervala [a,b], z D’ delitve intervala [a, | in
D" delitve intervala [c, b]. O
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TRDITEV 3.2.5. Naj bo f integrabilna na [a,b] in naj bo m = inf f in
M =sup f. Potem velja

b
m(b—a) < / (@) dz < M(b— a).

Doxkaz. Dokaz je ociten, saj za vsako delitev D = {zg,x1,...,z,} velja

m(b—a) =3 mw, —21) <
k=1

n n
ka(:vk—xk,l) < M({Ek—fl‘kfl) :M(b—a).
k=1 k=1
Torej velja tudi
b
m(b—a) <sups(D) = / f(z)de < M(b— a).
D a
U
PosLEDICA 3.2.6 (Izrek o povprecni vrednosti). Naj bo f zvezna na

[a,b]. Potem obstaja & € [a,b], da velja

b
1O =y [ Fa)de

DokAZ. Iz zgornje trditve sledi

1 b

kjer je m = miny, ) f, M = max,p f. Ker zvezna funkcija zavzame vse
vrednosti med minimumom in maksimumom, obstaja tak £ € [a, b, da velja

b
1O =5 [ fde

3.3. Osnovni izrek integralskega racuna

V tem razdelku bomo pogledali, kaksna je povezava med dolo¢enim in
nedolo¢enim integralom.

IzrREK 3.3.1 (Osnovni izrek integralskega ra¢una). Naj bo f : [a,b] — R
zvezna funkcija. Definiramo

F(z)= / f(t)dt.
Potem je funkcija F : [a,b] = R odvedljiva in velja F'(x) = f(x).
DokAz. Naj x € (a,b) poljuben in h majhen. Potem je

F(a+h) = F(x) _ ;™" f(0)de = [} f(t)dt
h h
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kjer je & neko stevilo med x in x + h (posledica 3.2.6). Ko gre h proti 0 gre
seveda & proti z. Ker je f zvezna v x zato velja

. F(zx+h)—F(x)
lim - = lim f(¢) = f(x).

V primeru, ko je x = a 0z. x = b na enak nacin vidimo, da obstajata desni
oz. levi odvod funkcije F in sta enaka f(a) oz. f(b). O

OpPOMBA. Osnovni izrek integralskega racuna velja tudi v bolj strogi
obliki: Naj bo f integrabilna na [a, b] in zvezna v tocki xg. Potem je

0= [ s

zvezna na [a, b] in odvedljiva v ¢ in velja F'(xg) = f(z¢). Dokaz te trditve
ne nekoliko bolj zahteven.

Osnovni izrek integralskega racuna ima naslednji dve neposredni posle-
dici.

PoOsLEDICA 3.3.2. Naj bo f : [a,b] — R zvezna. Potem je funkcija

0= [ s

nedoloceni integral funkcije f. Torej ima vsaka zvezna funkcija nedoloceni
integral.

PosLEDICA 3.3.3. Naj bo f : [a,b] — R zvezna in F : [a,b] — R ne-
doloceni integral funkcije f. Potem wvelja

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

DokAZ. Naj bo G(z) = [T f(t)dt. Ker sta tako F kot G nedolocena

a

integrala funkcije f velja F(z) = G(z) + C. Tako je
b a b
F() = Fla) = 60) ~ 6la) = [ st~ [ st = [ fla)do

PRIMER 3.3.4. Ker je (23/3)" = 22 je

3.4. Zamenjava spremenljivk in per-partes v dolo¢enem integralu

IZREK 3.4.1 (zamenjava spremenljivke). Naj bo f : [a,b] — R zvezna
funkcija in ¢ : [, f] = R zvezno odvedljiva, pri éemer velja ¢(a) = a in
©(B) = b. Potem velja

b B
/ f() do = / Fo ()¢ (Bt
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Dokaz. Naj bo F' nedoloceni integral funkcije f. Le ta obstaja, saj je
f zvezna funkcija. Naj bo G(t) = F(p(t)). Ker velja G'(t) = F'(p(t))¢'(¢),
je G(t) nedoloceni integral f(p(t))¢'(t). Zato velja

b
/f mmmwzF@ﬂwz/f@wx

PRIMER 3.4.2. Izracunajmo integral

1
/ V1—22dz.
0

V integral uvedimo substitucijo x = sint. Potem velja

w/2 /2
/ V1 —sin?tcostdt = / cos? tdt.
0 0

Ta integral bi sicer lahko naprej z malo truda izra¢unali tako, da bi najprej
izrac¢unali nedoloceni integral.Lahko pa se lotimo takole. Ker je plos¢ina pod
grafom funkcije sin?¢ in cos? t enako med ¢ = 0 in ¢ = 7/2 velja

w/2 /2
/ sin?dt = / cos® dt
0 0
in ker je

/2 /2 /2 /2
/ sin? dt + / cos® dt = / sin® + cos® dt = / dt = 7/2,
0 0 0 0

/2
/ cos® tdt = /4.
0

Ker je graf funkcije f(z) = /1 — 22 predstavlja del kroznice s srediséem v 0
in radijem 1, ki lezi v pravem kvadrantu, smo s tem izracunali, da je ploS¢ina
kroga z radijem 1 enaka 7.

je

IZREK 3.4.3 (per-partes). Naj bosta f in g zvezno odvedljivi funkciji na
intervalu [a,b]. Potem velja

b
/f mw@—mww—/fwmmm

DokAz. Velja

(f(x)g(x)) = f'(2)g(z) + f(2)g ().

/:(f(:v)g(w))/dx = /ab f(x)g(x) dx + /ab f(2)d (z) dz

Zato je

oziroma
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PRIMER 3.4.4. Izracunajmo integral

w/2
I, = / sin” z dzx.
0
Ce uporabimo per-partes formulo, dobimo
w/2
I, = / sin” ! zsinz dz
0
9 /2
= —(sin”_lxcosx)|g/ —I—/ (n — 1)sin" 2z cos z cos x dz

0

/2
=0+ (n—1) / sin" 2 z(1 — sin’ z) dx
0

/2 w/2
=(n— 1)/ sin" 2z de — (n — 1)/ sin" z dx
0 0
=n-1Il—2—(n—1I,

Zato velja

Ce je n sod, dobimo

n—l)(n—3)~‘1[ _ (n—Dlr
nn—2)---2 ° nll 27

w/2
Iy :/ dx = 7/2.
0

In:(

saj je

Ce je n lih, dobimo

(n—1)(n—3)---2 (n—1)1
In = Il = )
nn—2)---3 n!!
saj je
/2
Ilz/ sinz dr = 1.
0
Ker velja
sin?—1 4 > sin?* > sinZkt1 4
velja
Dgy1 > Iog > Iog
oziroma,

@R @k—1)  (2k—2)!
kDI S @R 2 S @k

Ce malo premecemo, dobimo oceno

1 2 \? 1 1 (2k)11 2
2k:+1<(2k:—1)!!) <2<2k:((2k:—1)!!> '
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Ker velja
1/ @R N\ (261 \?
2k \ (2k — 1)!! 2%k +1 \ (2k — D!!
1 @)\ 7/2 koo
= = 0
(2k)(2k+1)<(2k—1)!!) Sk Y
velja

, 1 k) \? «
lim = —.
koo 2k 4+ 1\ (2k — 1)1! 2

3.5. Izlimitirani integral

Ze iz definicije Riemannovega sledi, da mora za integrabilnost funkcija
biti omejena. Prav tako definicija zahteva, da je interval, na katerem funkcijo
integriramo omejen. V tem razdelku bomo pogledali, kako lahko razsirimo
definicijo integrala tudi na primere neskonc¢nih ali pol neskoné¢nih integralov
ter neomejenih funkcij.

DEFINICLJA 3.5.1. Naj bo f: (a,b] — R zvezna neomejena funkcija. Ce

obstaja limita
b

lim f(x)dx

e—0+ ate

jo imenujemo izlimitirani integral funkcije f na intervalu (a,b], recemo da
integral konvergira in limito oznac¢imo z

leﬂ@dx

Ce limita ne obstaja, re¢emo, da integral divergira.

Podobno definiramo izlimitirani integral zvezne neomejene funkcije f :
[a,b) — R kot

b—e
/f daz—hm f(x)dx

¢e limita seveda obstaja. Poglejmo si nekaJ primerov.

PRIMER 3.5.2. Poglejmo si integral

1
1
/ —dx,
0

kjer je s < 1.
b 1-s
1 1 1 1
lim ~dz = lLim — |3: = lim - i = )
e—0+ ), x° =0+ (1 —s) =0+l—s (1-s)—5— 1-s

saj je 1 —s > 0. Torej izlimitirani integral obstaja in je enak

1
1 1
/dm: .
0 x° 1-s

Poskusimo sedaj izra¢unati
1
1
/ —dx.
o T
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V tem primeru je
b

lim —dr = lim Inz|! = lim 0—Ine.
e—=0+ Jo T e—0+ e—0+

Ker ta limita ne obstaja, integral

1

1
/dm
o L

divergira, kar pomeni, da ne obstaja. Ker za s > 1 na intervalu (0, 1) velja
x—ls > %, integral
1
1
—dx
0o r°
divergira za vsak s > 1.

Posplositev zgornjih dveh primerov je naslednji izrek, ki ga navedimo
brez dokaza.

IZREK 3.5.3. Naj bo f zvezna na intervalu [a,b]. Izlimitirani integral

obstaja, ce je s < 1. Ceje s> 1 in f(a) # 0, ta integral divergira.
DEFINICLJA 3.5.4. Naj bo f : [a,00) — R zvezna funkcija. Ce obstaja
limita

lim / ) de

b—o0

jo imenujemo izlimitirani integral funkcije f na intervalu [a, 00), re¢emo da
integral konvergira in limito oznac¢imo z

/a ” fa) de.

Ce limita ne obstaja, re¢emo, da integral divergira.
Podobno definiramo integral funkcij na (—oo, al.

PRIMER 3.5.5. Poglejmo si integral

kjer je s > 1.

b

1 1 1 1 1
li —dr=1lm-——— "= = )
pm [ osde = im — gl = i S T T s

Torej za s > 1 izlimitirani integral obstaja in je enak

1 1
/ —dx = .
1 x8 s—1

Poskusimo sedaj izra¢unati
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V tem primeru je
b1
lim —dz = lim Inz|} = lim Inb.
b—oo J1 X b—oo b—o0

Ker ta limita ne obstaja, integral

*1
/ —dx
1 xr

divergira, kar pomeni, da ne obstaja. Podobno potem za vsak s < 1 integral
[° & dx divergira.

Zopet brez dokaza navedimo bolj sploSen izrek

IZREK 3.5.6. Naj bo f zvezna in omejena na intervalu [a,00). Izlimiti-
rant integral

@),

s
a X

obstaja, ¢e je s > 1. Ce je s > 1 in |f(a)| > & za vse x > m, ta integral
divergira.

V primeru, ko imamo na integracijskem obmocju ve¢ problemov, moramo
vsakega obravnavati posebej. Poglejmo si dva primera.

PRIMER 3.5.7. Poglejmo si konvergenco integrala

> 1
/ @
1 v -1
Za obstoj integrala imamo tezavo pri 1 in v co. Integral zato razdelimo na
dva integrala

1 S| 1
/'mz/m+/dm

1 axva?—1 1 xva?—1 2 xvar?-—1
Prvotni integral bo obstajal natanko tedaj, ¢e obstajata vsak od integralov.
Poglejmo prvi integral

1
/OOld:E:/OO VIt g,
1 zvr?—1 1 Vr—1

Ker je funkcija z\/iﬁ zvezna na [1, 2] integral obstaja, saj imamo v imeno-

valcu (z — 1)% Prav tako obstaja drugi integral, ker je

22

/mlcmZ/mVﬂAdx
9o zvzri-1 9 2
272

Nl omejena. Prvotni integral torej obstaja.

in je funkcija
PRIMER 3.5.8. Za katere o obstaja integral
oo
t
/ arctan x d?
0

xOL
Problem obstoja tega integrala je tako v 0 kot seveda v co. Zato integral
razbijemo na dva integrala, in vsakega obravnavamo posebej

 arctan Larctan z  arctan
——dx = ——dx+ —dx.
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Obravnavajmo najprej prvi integral.

1 1
arctan x arctanx)/x
[y, [t
0 x> 0 T

Oznacimo g(x) = (arctanx)/x. Ker velja lim, o g(z) = 1, lahko razumemo
g kot zvezno funkcijo na [0, 1], ki v 0 nima nicle. Zato integral obstaja, ce
in samo ¢e velja @ — 1 < 1, oziroma a < 2. Poglejmo si Se drugi integral

 arctanx
— dx.
1 x

Ker je funkcija arctan x omejena in velja lim,_,~ arctanz = m/2 # 0, inte-
gral obstaja ¢e in samo ¢e velja o > 1. Prvoten integral obstaja natanko
tedaj, ko obstajata oba integrala, torej, ko je 1 < a < 2.

Eulerjeva I' funkcija. Kot primer izlimitiranega integrala si poglejmo
definicijo funkcije I', ki je ena pomembnejsih funkcij v matematiki.

DEFINICIJA 3.5.9. Eulerjeva I' funkcija je funkcija, definirana na (0, 0o)
S zapisom

Poglejmo si najprej, da integral dejansko obstaja za vsak s > 0. Ker je
tezava tako v 0 kot v co zapiSemo

[e'e) 1 00
/ e ¥ dr = / e dr + / e dx.
0 0 1

Prvi integral zagotovo obstaja natanko tedaj, ko je s > 0. Da ugotovimo
obstoj drugega integrala, piSimo

00 o0 ,.s+1,—x
1 e
/ z*le zd:c:/ ——5—dux.
T
1 1

Ker je limy 0 251e™ = 0 pri katerem koli s, integral obstaja. Funkcija
['(s) je torej dobro definirana za vsak s > 0. Velja

1) = / e fdr=—e"F =1
0

Poglejmo si se I'(3).

1 0 U=+/T b >
I'(;) = / zhe~? dz 2" 2/ e du = / e du.
2 0 0

—0o0
Zadnjega integrala Se ne znamo izracunati. Preprost izracun je mogoc¢ z
uporabo dvojnega integrala. Velja pa

/ e du = VT,

torej je

TRDITEV 3.5.10. Za vsak s > 0 velja
I'(s+1) = sI'(s).
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DokAz. Formulo dokazimo s pomocjo integracije po delih.

b
I'(s+1) = lim x%e” " dx

b—o0 0
b
= lim (—z% "% +s [ z*le¥da
b—oo 0
_}S b
= lim —- + s lim ¥ e dx
b—oo € b—oo Jg
= sI'(s).

O

Trditev nam omogoca, da preprosto izracunamo vrednost I" funkcije za
naravna Stevila.

Fn)=n—1DI'n—1)=(n—-1)(n—-2)I'(n —2)
=-.=Mn-1)n-2)---11(1) = (n = 1)\

Eulerjeva I' funkcija je torej nekaksna posplositev pojma fakulteta na po-
zitivna realna Stevila. Funkcija I' ima mnogo zanimivih lastnosti, katerih
izpeljava pa obic¢ajno zahteva tehnike veckratne ali pa kompleksne integra-
cije. Omenimo Eulerjevo zrcalno formulo

T(s)P(1—s) = ——

sin(rs)’

ki velja za 0 < s < 1.

3.6. Uporaba integrala v geometriji

Plos¢ina med grafoma. Naj bosta funkciji f in g (kosoma) zvezni na
intervalu [a, b] in naj velja f(z) < g(x) za vsak x € [a,b]. Potem je ploi¢ina
med grafoma funkcij f in g nad intervalom [a, b] enaka

b
p= [ (ofe) - 1) do
9(x)

pl

(z)

S
(o

SLIKA 3.2. Plos¢ina med grafoma

PRIMER 3.6.1. Izra¢unajmo ploséino lika, ki ga omejujeta grafa funkcij
f(z) = 22 —z in g(z) = x. Grafa se sekata v tockah, kjer velja f(z) = g(x),
kar pomeni 2 — x = x oziroma z = 0 in z = 2.
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Dolzina grafa funkcije. V tem razdelku bomo izpeljali formulo za
dolzino grafa zvezno odvedljive funkcije. Naj bo torej f : [a,b] — R zvezno
odvedljiva. Izberemo delitev D = {xg,x1,...,2,} intervala [a,b] in graf
funkcije f aproksimiramo s poligonsko ¢rto z ogliséi (zo, f(zo)), (1, f(z1)),

T (xm f(xn))

(@)

o T1 T2 T3 T4 T5 T

Dolzino grafa funkcije nato aproksimiramo z dolzino te poligonske ¢rte:

L=V (o — a0+ (Fa) — for1)?
k=1

=" Von— a)? + () (@ — ar1)?
k=1

= > VI (FE)P (o~ mi)
k=1

kjer so & neke tocke na intervalih [zj_1,2x] (uporabili smo Lagrangeov
izrek). Naj bosta

mr = min /14 (f'(x))?, M= max 1+ (f'(2))?

[zr—1,2k] [Tk—1,7k]
za vsak 1 < k < n. Ker je mp < /14 (f'(&))? < My, velja
> mlar — we1) > V1H (&) (@k — 2ke1) < Y My(zr — z1).
k=1 k=1 k=1

V limiti torej dobimo

b
= / VIt (F@)? da
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PRIMER 3.6.2. Izracunajmo dolzino grafa funkcije f(x) = 5% — % med
x =1 in x = e. Integrirati moramo funkcijo

1 T 2 1
2y - -
V1+(f'(x dx—\/ 9 2) \/1-|- 2+42

5_5

Torej je dolzina grafa enaka

C/lx 1 22 Inz\|¢ e2-3
| = ———)dz=— - — .
[ G-2)e=(5-%)

., 4

Volumen in povrs§ina vrtenine. Najbo f : [a,b] — R zvezna funkcija
in naj bo f > 0 na (a,b). Ce zavrtimo graf funkcije f okrog x-osi dobimo
rotacijsko telo, ki mu reCemo vrtenina. Izpeljimo formulo za volumen te
vrtenine. Naj bo D = {xg,z1,...,2,} poljubna delitev intervala [a,b]. Naj
bo my = miny, | 1 f in My =miny, | ., f. Za volumen Vi vrtenine nad
intervalom [x_1, zx| dobimo oceno

mmp(z — Tp—1) < Vi < TME(z) — Tp1),

saj je nad tem intervalom vrtenina v celoti vsebovana v valju okrog [zj_1, z]
z radijem M}, in v celoti vsebuje valj okrog tega intervala z radijem my. Zato
je

M§

mek (v — k1) <V xk—a:k_l).
k=1

k=1

Leva vsota je spodnja Darbouxova vsota za funkcijo 7(f(z))?, desna vsota
pa zgornja Darbouxova vsota za to funkcijo pri delitvi D. Torej je

msupsp2(D) <V < minf Sp2(D)

in ker integral f2 obstaja, dobimo

b
V= 7r/ (F(2))? da.

Ce je f zvezno odvedljiva lahko podobno, a malo bolj zapleteno, izpeljemo
formulo za povrsino vrtenine

b
P = 277/ f(@)V14 (f(x))?dx.

V tem primeru povrsine nad podintervali poljubne delitve D aproksimiramo
z deli plas¢ev stozcev in postopamo podobno kot pri izpeljavi dolzine grafa.

PRIMER 3.6.3. Izrac¢unajmo volumen in povrsino vrtenine, ki jo dobimo
z vrtenjem grafa funkcije f(x) = chz okrog x osi med z = 0 in z = a.
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-1

f>)

SLIKA 3.3. Rotacijsko telo funkcije f(z)

Volumen izra¢unamo po formuli

a a /, x —z\ 2
Vv :7r/ (chz)? de = 7T/ (i> dx
0 0 2

a
- %/0 (e +2+e Tde = % (/2 + 20 — e /2)[g

- %(m +sh(2a)).
Povrsina je
p :27r/0a(ch33) 1+ (ch'z)2dr = 27r/0a chzv/1+ sh?z do
- QW/Oach:s\/de - 27r/0ach2mdm
- g(Qa +sh(2a)).

45



POGLAVJE 4

Funkcijska zaporedja in funkcijske vrste

4.1. Konvergenca in enakomerna konvergenca

Funkcijsko zaporedje ni ni¢ drugega, kot zaporedje funkcij fi, fo, fs, .. -,
ki so vse definirane na neki mnozici D C R. V tem razdelku bomo obravna-
vali dva razli¢na pojma konvergence takih zaporedij, konvergenco po tockah
ter enakomerno konvergenco.

DEFINICIIA 4.1.1. Funkcijsko zaporedje {f,}°°, konvergira po tockah
na D proti funkciji f: D — R, ¢e za vsak = € D velja

Funkciji f recemo limita zaporedja {fn}02 ;.

PRIMER 4.1.2. Naj bodo f, : [0,1] — R definirane s predpisom f,(x) =
a". Za vsak x € [0, 1] velja

lim f,(z)= lim 2" =0,
n—oo n—oo

medtem ko je
lim f,(1)= lim 1=1.
n—oo n—oo
Limita zaporedja {f,}72 je torej funkcija

0 ,0<z<1

f(x):{ 1 ,z=1.

Kot vidimo, limitna funkcija f : [0,1] — R ni zvezna na [0, 1], ¢eprav so
tam zvezne vse funkcije f,,. Zveznost torej ni lastnost, ki bi se ohranjala pri
konvergenci po tockah.

Bolj uporabna kot konvergenca po tockah je v analizi enakomerna kon-
vergenca.

DEFINICIIA 4.1.3. Funkcijsko zaporedje { f,}5°, konvergira enakomerno
na D C R proti funkciji f : D — R, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak ng, da
je |fu(z) — fz)| < € za vsak © € D in vsak n > ng. Funkciji f retemo
enakomerna limita zaporedja {f,}°2 ;.

Ce funkcijsko zaporedje { o2, enakomerno konvergira proti funkciji
f, potem proti tej funkciji konvergira tudi po tockah. Pri obi¢ajni limiti
po tockah namre¢ zahtevamo, da za vsak x € D obstaja tak ng, da velja
|fn(x) — f(x)| < e e n > ng. Prirazlicnih tockah = € D so take vrednosti
ng lahko razlicne. Pri enakomerni limiti pa dodatno zahtevamo, da tak ng
lahko izberemo neodvisno on tocke x, zato je ta pogoj strozji.

46
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PRIMER 4.1.4. Poglejmo si zopet zgornji primer f,, : [0, 1] — R definirane
s predpisom fy,(z) = 2". Naj bo z € [0, 1]. Potem je [z — 0] < ¢, e velja
nlnx < Ine, oziroma n > llnfs Ker je In1 = 0 je lim,_,;- 11;1; = 00.
Zato noben no ni zadosti dober na vsem [0,1]. Zaporedje {f,} 2, torej
ne konvergira enakomerno na [0, 1]. Zaporedje {f,}7> torej konvergira po

tockah, ne konvergira pa enakomerno.

Naslednji trije izreki nakazujejo razlog, zakaj je enakomerna konvergenca
precej boljsa kot le konvergenca po tockah. Nobeden od teh izrekov namrec
ne velja, ¢e enakomerno konvergenco zamenjamo s konvergenco po tockah.

IZREK 4.1.5. Naj zaporedje { fn}°>; konvergira enakomerno na D proti
funkciji f : D — R. Ce so vse f, zvezne v tocki a € D, potem je [ zvezna v
a. Posebej, ¢e so vse f,, zvezne na D je na D zvezna tudi f.

DoOKAZ. Izberimo poljuben ¢ > 0 in naj bo ng tak, da velja |f,(z) —
f(z)] < e€/3 ¢e n > ng. Naj bo ¢ tak, da velja |fn,(z) — fn,(a)| < /3, ¢im
je |z —a| < 0. Potem za |z — a| < § velja

[f(@) = f(a)] = [f(2) = fao (%) 4 fro () = fno (@) + fno (a) — f(a)]

S Nf(@) = fro ()] + [ fro (2) = fro (@) + [ fno (@) — f(a)]
<e/3+¢/34+¢/3=c¢.
Ker za vsak ¢ lahko izberemo tak §, je funkcija zveza v a. O

IZREK 4.1.6. Naj bodo f, zvezne funkcije, ki enakomerno konvergirajo
proti funkciji f na intervalu [a,b]. Potem velja

/:f(:r) dr = lim /ab fo(@) do

Doxkaz. Naj bo € > 0 poljuben in naj bo ng tak, da je | f,(z) — f(x)] <
5 za vsak x € [a, b] in vsak n > ngy. Potem velja za vsak n > ny

da:—/f ) dz

/ (fulz) — f(2)) da

/\fn ~ f(@)| da
:/ab_admzs.

S tem je izrek dokazan. O

PRIMER 4.1.7. Naj bodo f, : [0,1] — R definirane z f,(z) = n2ze ""*".
Za vsak z € [0, 1] velja

7”L21'

lim n’ze = lim ——5 =0,
n—00 n—oo enN”T

—n2x? _

zato je fn(x) po tockah konvergira proti funkciji f(z) = 0. Po drugi strani
pa velja

2 2

1 n
_m2,.2 u=n2g2 1 _ 1 _ 2
/ n?re T dx "= / e du=——e"1_o =
0 0 2

o |
N =
()
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in zato
1 1
lim fn($) = —.

Seveda pa je
1
/ f(x)dx =0.
0
Problem je seveda v tem, da konvergenca ni enakomerna.

IZREK 4.1.8. Naj bodo f,, zvezno odvedljive funkcije, ki na odprtem inter-
valu I konvergirajo proti zvezni funkciji f. Naj odvodi f] enakomerno kon-
vergirajo na I proti funkciji g. Potem je f odvedljiva in velja f'(x) = g(z).
Drugace napisano, velja

( lim fn) — lim f'.
n—oo n—oo

Dokaz. Naj bo a € I poljubna tocka. Po zgornjem izreku velja
[ atnde= i [ g0t = Y (1)  fula)) = f@) - Fla).
Torej je f(x) nedoloceni integral funkcije g oziroma g = f. O

4.2. Funkcijske vrste

Funkcijska vrsta je formalna vsota oblike

> fula),
n=1

kjer so f, funkcije, definirane na neki podmnozici D C R. Podobno, kot
pri stevilskih vrstah nas tudi tu zanima konvergenca (vsota vrste), vendar
pa, tako kot pri funkcijski zaporedjih, lahko gledamo razli¢ne nacine kon-
vergence.

DEerINICIIA 4.2.1. Funkcijska vrsta
o0
> fn
n=1
konvergira proti funkciji f na D C R, ¢e za vsak x € D velja

f@)y= Y fal@).

n=0%toco

Ce za vsak z € D konvergira vrsta

> 1 fal@)]
n=1

recemo, da funkcijska vrsta konvergira absolutno proti f(z). Funkcijo f
imenujemo vsota funkcijske vrste.

Naj bo Y >, f, funkcijska vrsta. Podobno kot pri obic¢ajnih stevilskih
vrstah oznac¢imo n-to delno vsoto vrste

s(x) = fi,
k=1
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ki je v tem primeru seveda funkcija s, : D — R. Vrsta konvergira na D proti
f natanko tedaj, ko proti f po tockah konvergira funkcijsko zaporedje delnih
vsot {sp}n_;. Tako je dokaj jasno, kaj naj pri vrstah pomeni enakomerna
konvergenca.

DEFINICIJA 4.2.2. Funkcijska vrsta
oo
> fn
n=1

konvergira enakomerno proti funkciji f na D C R, ¢e zaporedje delnih vsot
{sn}1_;, vrste konvergira enakomerno proti f(x).

IZREK 4.2.3 (Weierstrassov M test). Naj za funkcije f,, velja |fn(z)| <
M, za vsak x € D, kjer so M,, pozitivna Stevila. Ce vrsta

oo

> My

n=1
konvergira, potem funkcijska vrsta

oo

> fn

n=1
konvergira enakomerno in absolutno na D.

DokAz. Da vrsta konvergira absolutno je posledica primerjalnega kri-
terija. Naj bo torej f = lim,, vsota vrste, kjer so s,, delne vsote. Pokazimo,
da je konvergenca enakomerna. Naj bo ¢ > 0 poljuben. Ker vrsta > > | M,
konvergira, obstaja tak ng, da velja ZZO:nH M, < e, cejelen > ng. Za
tak n velja

o o
F@) =)= 3 fal@) < S My <e.
k=n+1 k=n+1
Zato s, enakomerno konvergirajo proti f in zato vrsta konvergira enako-
merno. O

PRIMER 4.2.4. Pokazimo, da vrsta

oo

> e

n=1
konvergira enakomerno na (a, 00), kjer je a > 0 poljuben. Uporabimo Wei-
erstrassov M test. Velja e "V?* < ¢="Va, Vrsta

£ £ ()

je konvergentna geometrijska vrsta, torej je nasa vrsta enakomerno konver-
gentna.

IZREK 4.2.5. Naj funkcijska vrsta > o, fn konvergira enakomerno na
D C R innajbo f : D — R vsota vrste. Ce so vse funkcije f, zvezne v tocki
a € D, je va zvezna tudi funkcija f. Posebej, ée so fn zvezne na D, je na
D zvezna tudi funkcija f.
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Dokaz. Dokaz sledi iz analognega dokaza za funkcijska zaporedja. Naj
bodo s, delne vsote vrste. Ker so s, zvezne v a in ker po predpostavki
konvergirajo enakomerno proti f, je v a zvezna tudi f. U

PRIMER 4.2.6. Izra¢unajmo vsote vrste

Z x"(1—2a")
n=0

na [0,1]. Ali vrsta konvergira enakomerno na tem intervalu? V primeru, ko
je = € [0,1) lahko pisemo

00 ) ) 1 1 .
n ny __ n 2ny\ __ —

D oatl=at) =) @t = aM) =t i =

n=0 n=0 n=0

saj obe vrsti tam konvergirata. Ce je z = 1, je vsota vrste enaka 0. Ker
vsota vrste

. 0<z<l1

o) ={ 7

ni zvezna funkcija, konvergenca ne more biti enakomerna na [0, 1].

,x=1

IZREK 4.2.7. Naj funkcijska vrsta > o fn konvergira enakomerno na
intervalu [a,b] in naj bo f : [a,b] — R wvsota vrste. Naj bodo f, zvezne na
[a,b]. Potem velja

b o b
/a f(x) dx:;/a fu(z) dz.

DokAz. Naj bodo s, delne vsote vrste. Ker zaporedje delnih vsot ena-
komerno konvergira proti f, iz analognega izreka za funkcijska zaporedja
velja

b b b
lim Y [ fulz)dr = lim [ sp(z)dr= / f(x) dz,
k— a

n—oo a
kar je ravno vsebina izreka. O

1ZREK 4.2.8. Naj bodo f, zvezno odvedljive na odprtem intervalu I. Naj
funkcijska vrsta Y o2 | fn na I konvergira proti f : I — R in najy .oy f1,
konvergira enakomerno na I proti g : I — R. Potem je f odvedljiva na I in
velja f' = g.

DoxkAaz. Naj bodo s, delne vsote vrste Y " | f, in o, delne vsote vrste
>0, fh. Potem o, konvergirajo enakomerno proti g in s, konvergirajo
proti f. Ker je s}, = oy, iz analognega izreka za funkcijska zaporedja sledi

=g O
4.3. Potencne vrste
DEFINICIJA 4.3.1. Potencna vrsta centrirana v a € R je vrsta oblike
o0
Zan(:fc —a)" =ap+a1(z —a) + az(x —a)* + az(x —a) + - --

n=0
kjer so ag, a1, as, ... poljubna realna stevila.
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Vsaka potencna vrsta centrirana v a zagotovo konvergira v tocki z = a.
Lahko se zgodi, da je to edina tocka, v kateri vrsta konvergira. Primer take

vrste je
oo
Z nlz™.
n=0

|(n+ 1)l2"|
|(n+ Dla"| = (n+ 1)z
vidimo, da je |(n + 1)z > |(n + 1)!z"], ¢e je le (n + 1)|z| > ﬁ Sami
¢leni vrste torej pri nobenem x # 0 ne konvergirajo proti 0.
1ZREK 4.3.2. Naj bo

Ker namrec velja

Z an(z —a)”
n=0

potenéna vrsta, centrirana okrog a € R. Potem obstaja tak R € [0,00], da
vrsta konvergira na intervalu (a — R, a+ R) in divergira za vsak |z| > R. Se
vec, za vsak r < R vrsta konvergira enakomerno in absolutno na [a—r,a+7].
R imenujemo konvergencéni radij vrste, in velja

1

R limsup v/ |ay|.

n—oo

DokAz. Brez izgube za splosnost lahko predpostavimo, da je a = 0.
Naj bo A = limsup,,_,., /|an|. Predpostavimo najprej, da je 0 < A < oo
in naj bo |z| < 1/A. Potem je 1/|xz| > A + ¢ za nek pozitiven ¢ in ker je A
najvecje stekalis¢e mnozice { ’\L/|an|} obstaja tak ng, da je

n\/ ’an’ <A+e, n=nop.

Zato je za n > ng

VNanz"| = Vlanlla] < (A+e)z] < 1
in vrsta > .2, a,z" konvergira pri  po korenskem kriteriju. Naj bo seda]
|| > 1/A. Sedaj je 1/|x| < A — e za nek . Ker je A stekalis¢e mnozice

{%/]an|}, za neskonéno mnogo indeksov n velja {/|a,| > A —¢. Pri takem
n je

Viana"| = ¥/lanlla] > (A =)z > 1
in zato vrsta y - a,z™ ne konvergira pri takem z, saj ¢leni a,z™ ne kon-
vergirajo proti 0. Zrlo podobno obravnavamo tudi primera A = 0in A = cc.
Pokazimo 8e, da vrsta konvergira enakomerno in absolutno na vsakem [—r, r],
kjer je r < R. Naj bo r < zg < R. Ker vrsta pri x = x¢ konvergira, velja
limy, 00 apz{ = 0 in zato obstaja tak M > 0, da je |a,zy| < M za vsak n.
Naj bo |z| < z¢ poljuben. Potem velja
n

:E8<M

n|_

T
lan® |an|
T

Zato velja
o0

Z lanz™| < iM
n=0

xr
T
n=0 0
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in ker je i

< 1 vrsta po Weierstassovem M testu konvergira enakomerno

in absolutno na (—xg,xo) in zato tudi na [—r,r]. O

PRIMER 4.3.3. Poglejmo si vrsto > 2, % Velja

hm Sup Vlan| = lim =1,
n— \f
zato je konvergen¢ni radlj R = 1. Vrsta torej konvergira na (—1,1) in
divergira za |z| > 1. Edini tocki, za kateri nismo prepriéani sta x = 1 in
z = —1. Pri 2 = 1 dobimo divergentno vrsto 3 n = 1%°1 ~, pri x = —1 pa

dobimo > n = 1o0 (21" 1) , ki po Leibnizovem kriteriju konvergira.

Naj bo sedaj
oo
Z an(z —a)”
n=0

poten¢na vrsta s konvergen¢énim radijem R € [0, o). Ce vrsto ¢lenoma
odvajamo, dobimo vrsto

o0
Z nan(z —a)" "t
n=1
Njen konvergené¢ni radij je prav tako enak R, saj velja

limsup "\/nla,| = nh_}n;o C/ﬁlin;sup Vlan| = limﬁsup Van|.
n—oo n—oo

n—o0

Podobno ima ¢lenoma integrirana vrsta

> a
n n+1
n=0

tudi konvergencni radij enak R. Vse tri vrste torej enakomerno konvergirajo
na [a—r,a+r], da vsak r < R. Zato z uporabo izrekov 4.2.7 in 4.2.8 dobimo

1ZREK 4.3.4. Naj bo
oo
= Zan(xfa)", z € (a—R,a+ R),

kjer je R konvergenéni radij vrste. Potem je f odvedljiva na (a — R,a + R)

in velja
oo
= Z nan(z —a)" L
n=1
ter

00 an, .
/f(x)dx:C—i—nz:Om(x—a) +1

kjer je C neka konstanta.

PosLeEDICA 4.3.5. Naj bo

:Zan(x—a)”, z € (a—R,a+ R),
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kjer je R konvergencni radij vrste. Potem je funkcija f neskoncéno krat
odvedljiva na (a, R,a + R).

Brez dokaza navedimo Se Abelov izrek

IZREK 4.3.6 (Abelov izrek). Naj bo
f(z) = Zanx”, x € (—1,1),
n=0
Ce vrsta Y on2 o an konvergira, velja

lim f(z)= Zan.
n=0

r—1—

Izrek nam pove, da ¢e vrsta konvergira tudi v kaksni robni toc¢ki konver-
gencnega intervala, se vsota potencne vrste s to vrednostjo na robu razsiri
do zvezne funkcije.

PRIMER 4.3.7. Pri |z| < 1 velja

—l+z+a®+a3+--,

1—=2
saj imamo opravka z geometrijsko vrsto. Po zgornjem izreku imamo
1
r_ _ 2 3

in ta vrsta ima prav tako konvergencni radij R = 1. Hitro lahko preverimo,
da v 1 in —1 divergira. Ce geometrijsko vrsto integriramo, dobimo

1 2 3
/1xda}=—ln(1—x):0+x+x2_|_g;_|_...'

Ker je In(1) = 0 je C' = 0 in dobimo

2 3
T x
n(l-2)= —p — — — 2 _ e
n(l—x) T = 3
Ta vrsta ima konvergenc¢ni radij zopet enak 1. Pri x = 1 vrsta divergira, pri
x = —1 pa konvergira. Z uporabo Abelovega izreka dobimo
1 1 1
Inl—-(-1)=mn2=1—-=-+-—-—+4---.
n(l—(-1))=In 5 + 371 +
PRIMER 4.3.8. Velja
1
=1-a?4a2* -2+ |z <1
1+ a2

saj gre zopet za geometrijsko vrsto, tokrat v —z2. Ce obe strani integriramo,
dobimo
1 o S B
dr=arctanz =C+2x— —+ — — — +---.
/ 1+ a2 3 ) 7

Ker je arctan0 = 0, je C = 0. Vrsta za arctanz konvergira za |z| < 1,
konvergira pa po Leibnizovem kriteriju tudi v & = 1. Z uporabo Abelovega
izreka tako dobimo

1= =1+, 1 1,
I n = - = —_ - _— —
arcta 1 375 7
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4.4. Taylorjeva vrsta

V prejsnjem razdelku smo videli, da je vsota potencne vrste neskonéni
krat odvedljiva funkcija. V tem razdelku se bomo vprasali nekaksen obrat.
Kdaj lahko neskonéno krat odvedljivo funkcijo razvijemo v potenéno vrsto?
Naj bo torej

f@)=> an(x—a)", z€(a—R,a+R)
n=0

kjer je R > 0 konvergencni radij. Seveda velja f(a) = ag. Ce odvajamo,
dobimo po izreku 4.3.4

o0

f'(a) = Znan(x — a)"_l\xza =a.

n=1

Postopek lahko nadaljujemo

f"(a) = Zn(n — Dan(z —a)" 2|pma = 209
n=2
in Se splosno
fB@) =>"nn-1)(n—k+1an(x — )" |o=q = klay.
n=k

Torej je edini mozni kandidat za vrsto centrirano v a, ki predstavlja ne-
skonéno krat odvedljivo funkcijo f v okolici tocke a vrsta

" (n)
fl@) + f'(a)(z — a) + fz(!“) (w—ap+.-L n!(“) (@—a)"+-
To vrsto imenujemo Taylorjeva vrsta funkcije f v okolici tocke a, polinomu
" (n)
T(@) = f0) + F@)—a)+ a4 LD e

pa rec¢emo n-ti Taylorjev polinom funkcije f v okolici tocke a. Vprasanje, ki
nas zanima lahko torej preformuliramo kot

VPRASANJE. Ali za dano funkcijo f(z), definirano v okolici tocke a njena
Taylorjeva vrsta v okolici a konvergira proti f(z)? Oziroma analogno: Ali
zaporedje Taylorjevih polinomov T), v okolici tocke a konvergira proti f(z)?

Odgovor na naslednje vprasanje se glasi: Ne vedno. To lahko vidimo iz
primera.

PRIMER 4.4.1. Naj bo

o e~ 1/ ,x #0

Funkcija f je neskonéno krat odvedljiva v 0 in velja (™ (0) = 0 za vsak n.
Torej je Taylorjeva vrsta funkcije f v okolici tocke 0 enaka 040z +0x24 - - -,
in zagotovo ne konvergira proti f(z) nikjer, razen v tocki x = 0.
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IZREK 4.4.2 (Taylorjev izrek o ostankih). Naj bo f (n+1)-krat odvedljiva
na odprtem intervalu I in naj bosta a,b € I. Potem obstaja tak & med a in
b, da velja

_ / f"(a) 2 f(a) A3 nt1
f(®) —f(a)—&—f(a)(b—a)—i-T(b—a) e (b—a) +m(b—a) +
Dokaz. Oznacimo
" (n)
L) = f(a) + £(@)(e — a) + T30 a4 LW gy

n-ti Taylorjev polinom, in naj bo K tako stevilo, da velja
f(b) = Tn(b) = K(b—a)"".
Definirajmo
F(z) = f(x) = Ty(z) — K(z — a)"™*".

Polinom T, (x) je definiran tako, da velja TP (a) = f¥)(a) za vsak k < n
in zato F*)(a) = 0 za vsak k < n. Nadalje velja F(a) = F(b) = 0, zato
obstaja po Rolleovem izreku tak &, da velja F'(&) = 0. Po Rolleovem
izreku nadalje obstaja tak & med a in &, da velja (F') (&) = F”(&) = 0.
Postopek lahko nadaljujemo, in dobimo tak £ = &, 11, da velja F("1(¢£) = 0.

Ker je Ténﬂ) = 0 to pomeni
FOrDE) = (n+ 1)IK.
Torej je
FrD(g) (n+1)
= T(b) + "2 (b — a) "),
1(6) = Tof) + oy (0 =)
kar smo zeleli pokazati. O

Naj bo sedaj f neskon¢no krat odvedljiva funkcija na (a — R,a + R) in
naj bo T, (x) n-ti Taylorjev polinom funkcije f okrog tocke a. Ozna¢imo z
Ry (z) = f(x) = Tn(x)
n-ti ostanek. Po Taylorjevem izreku velja
F(e)
(n+1)!
kjer je £ neka tocka med a in z. Taylorjeva vrsta bo pri x konvergirala proti

f(x) natanko tedaj, ko bo veljalo

lim R, (z) = 0.

n—o0

Rn(x) — )n+1

(x—a

)

Poglejmo si sedaj nekatere Taylorjeve vrste funkcij.

flz) = ﬁ Velja ™ (0) = n!. Zato je Taylorjeva vrsta funkcije f ravno
geometrijska vrsta

l+z+a®+a®+..
ki konvergira proti funkciji f za vsak |z| < 1.

f(x) =1In(1 — x). Taylorjeva vrsta funkcije f je vrsta
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ki konvergira proti funkciji f za vsak |z| < 1. Vrsto lahko dobimo s pomocjo
integracije zgornje vrste.

f(z) = e®. Velja f(™(0) = 1 za vsak n, zato je Taylorjeva vrsta za e® enaka

2 .%‘3 .’IJ4

€T
TR TR TR

Naj bo najprej = > 0. Za ostanek R, (z) velja

& n+1_x

e X €7 n—oo
R = < — 0.
Ba@)l =015 < )

Ce je z < 0 velja

13 n+1.,0

e x € n—oo
R = < — 0.
Bl = | G301 < G

Taylorjeva vrsta torej konvergira proti e® za vsak = € R.

f(x) = sinzx. Taylorjeva vrsta funkcije f je vrsta

3 5 7

x> oz w
ST T
Ker je |f"(z)| < 1 za vsak n in vsak z, velja

’x‘nJrl

Taylorjeva vrsta torej konvergira proti sin x za vsak z € R.

f(z) = cosx. Taylorjeva vrsta funkcije cosz je vrsta

2?2 2t 2

S IR TR

Podobno kot pri sinz vidimo, da vrsta konvergira za vsak x € R.

f(z) = sinhz. Velja

xZ —X

e — €
A
simn x 9
1 1
:§(I+x+x2/2!+x3/3!+--~)—5(1—x+m2/2!—x3/3!—|—---)

=z 42331+ 2°/5! + 2T /T + - -

Vrsta konvergira za vsak € R, ker tam konvergirata vrsti za e in e™*.

f(z) = coshz. Velja

xT —X
coshg = & T¢
2
1 1
:5(1+x+x2/2!+x3/3!+---)+5(1—x+x2/2!—x3/3!+---)

=1+4+22/20 4+ 2 /4 4+ 2%/6! + -
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Vrsta konvergira za vsak x € R.
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