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1 Stevila

Definicija. Mnozica je matemati¢ni objekt, ki predstavlja skupino elementov. Ce element a pripada mnozici A,
piSemo a € A, sicer pa a ¢ A. Mnozica B je podmnoZica mnoZice A, piSemo B C A, ¢e Vb € B : b € A.
Presek B in C oznafimo BN C = {z;2 € BAz € C}. Unijo B in C oznatimo BUC = {x;2 € BV € C}.
Razliko/komplement ,,B manj/brez C* oznac¢imo B\ C := {zx;x € BAxz ¢ C}.

1.1 Realna stevila

Mnozico realnih $tevil oznac¢imo R. V njej obstajata binarni operaciji seStevanje a + b in mnozenje a - b.

1.1.1 Lastnosti seStevanja

Aksiom 1. Komutativnost: Va,b e R:a+b=1>b+ a.

Aksiom 2. Asociativnost: Ya,b,c €ER:a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢, torej je a+ - -+ z dobro definiran izraz.
Aksiom 3. Obstoj enote: 30 e RVa € R:a+ 0 = a.

Aksiom 4. Obstoj inverzov: Ya e RIbe R > a+b=0.

Trditev. Inverz je enolicen.
Dokaz. Najboa,b,ce Rina+b=0ina+c=0. Tedajb=0+0=b+a+c=0+c=c. O

Posledica. Inverz je funkcija in aditivni inverz a oznacimo z —a. Pri zapisu a + (=b) obicajno + izpustimo in
pisemo a — b, cemur pravimo odstevanje b od a.

Trditev. Ya € R: a = — (—a).

Dokaz. Najbob=—ainc=—b= —(—a). Tedajveljac—a=c+b=—(—a)—a=0ina=0+a=c—a+a=
c+(—a)+a=c+0=c=—(—a). O

Trditev. —(b+c¢) = —-b—c

Dokaz. Veljab+c+ (=b—c)=b+c+ ((=b) +(—¢c)) =b+ (=b) + ¢+ (—¢c) = 0, torej je b+ c inverz od (—b — ¢),
torej je — (b+¢) = —b—c. O
1.1.2 Lastnosti mnoZzenja

Aksiom 5. Komutativnost: Ya,b € R : ab = ba.

Aksiom 6. Asociativnost: Ya,b,c € R : a(bc) = (ab) ¢, torej je a---z dobro definiran izraz.

Aksiom 7. Obstoj enote: 31 € RVa € R : al = a.

Aksiom 8. Obstoj inverzov: Va € R\ {0}3Fb e R\ {0} 2:ab=1

Trditev. Inverz je enolicen.
Dokaz. Naj bo a,b,c € R\ {0} in ab=1in ac = 1. Tedaj b = bl = bac = lc = c. O

Posledica. Inverz je funkcija in multiplikativni inverz a oznacimo z a™'.

pigemo a/b, cemur pravimo deljenje a z b za neniceln b.

Pri zapisu a - b~ lahko - izpustimo in



1.1.3 Skupne lastnosti v R

Aksiom 9. 1#0

Aksiom 10. Distributivnost: Ya,b,c € R: (a+b)c = ac+ be

Urejenost R Realna Stevila delimo na pozitivna Ry = {z € R;z > 0}, negativna R_ := {z € R;x < 0} in ni¢lo
0. Ce je z € Ry U {0}, piSemo = > 0, ¢e je z € R_ U {0}, piSemo z < 0.

Aksiom 11. Ce je a # 0, je natanko eno izmed {a,—a} pozitivno, imenujemo ga absolutna vrednost a (pisemo
la]), in natanko eno negativno, pisemo — |aj.

Definicija. 0] = 0.
Definicija. Za a,b € R se |a — b| imenuje razdalja.
Aksiom 12. Va,beR:a,b>0= (a+b>0)A (ab>0).

Definicija. Za a,b € R: a je veCje od b, oznaka a > b < a — b > 0. a je manjSe od b, oznaka a < b < a—b < 0.
Podobno < in >.

Trditev. Trikotniska neenakost. Va,b € R: [|a| — |b]| < |a + b| < |a] + |b].

Dokaz. Dokazimo desni neenacaj. Vemo ab < |ab| in |a| = Va2. Naj bo a2 4 2ab+ b% < |a|® + 2 |a| |b| + |b]?, torej
(a+b)* < (Ja| + |b])?, korenimo: |a + b| < |a| + |b]. O
1.1.4 Intervali

Definicija. Naj bo a < b. Oznacimo odprti interval (a,b) := {x € R;a < x < b}, zaprti [a,b] .= {z € R;a < z < b},
polodprti (a,b] :== {z € R;a < < b} in podobno [a,b). (a,0) = {z € R;x > a} in podobno [a, c0).

1.2 Temeljne stevilske podmnozice
1.2.1 Naravna Stevila N

Definicija. N:=={1,1+1,1+14+1,1+1+1+1,...}

Matemati¢na indukcija Ce je A C Nin veljal e A (baza) ina € A = a+ 1€ A (korak), tedaj A = N.

Trditev. 1+2+3+~--+n:@.

Dokaz. A = {n € N;velja trditev za n}. Dokazimo A = N.

e Baza: 1 =12 =1

e Korak: Predpostavimo 1 4+2+3+---+n = w Pristejmo n + 1:

n(n+1)
2

1) = n(n2+1) N 2(n2—i—1) _ (n+2)2(n+1)

142434 +n+(n+1)=

1.2.2 Cela stevila Z

Mnozica N je zaprta za seStevanje in mnozenje, torej Va,b € N: a+b € NAab € N, ni pa zaprta za odStevanje, ker
recimo 5 — 3 € N. Zapremo jo za odstevanje in dobimo mnozico Z.

Definicija. Z := {a — b;b,a € N}



1.2.3 Racionalna Stevila Q
Najmanj$a podmnozica R, ki vsebuje Z in je zaprta za deljenje, je Q.
Definicija. Q :={a/bja € Z,b € Z\ {0}}.
VeljaNCZ cCcQ CR.
Trditev. Zaa € Q, b ZQ veljaa+b¢Z Qina # 0= ab ¢ Q.

Dokaz. PDDRAA a+b€ Q. Tedaja+b—a € Q, tedaj b € Q, kar je =—. PDDRAA ab € Q. Tedaj %b € Q, tedaj
b€ Q, kar je —<. O

1.3 Omejenost mnozZic

Definicija. Naj bo A C R. A je navzgor omejena < Im € RVa € A : a < m. Takemu m pravimo zgornja meja.
Najmanjsi zgornji meji A pravimo supremum ali natanéna zgornja meja mnozice A, ozna¢imo sup A. Ce je zgornja
meja A (m) element A, je maksimum mnoZice A, ozna¢imo m = max A. Ce mnoZica ni navzgor omejena, piSemo
sup A = oo.

Ce s =supA € R, mora veljati Va € A:a < sinVe > 03b € A >: b > s — ¢, torej za vsak nenifeln ¢ s — € ni
ve¢ natanéna zgornja meja za A.

Definicija. Naj bo A C R. A je navzdol omejena < Im € RVa € A : a > m. Takemu m pravimo spodnja meja.
Najve¢ji spodnji meji A pravimo infimum ali natan¢na spodnja meja mnozice A, oznac¢imo inf A. Ce je spodnja
meja A (m) element A, je minimum mnoZzice A, oznafimo m = min A. Ce mnoZica ni navzdol omejena, piSemo
inf A = —o0.

Definicija. Mnozica A C R je omejena, ¢e je hkrati navzgor in navzdol omejena.
Aksiom 13. Dedekind. Vsaka navzgor omejena mnozica v R ima natancno zgornjo mejo v R.

Pripomba. Za Q aksiom ne velja. Ce B C Q, se lahko zgodi, da sup B ¢ Q. Primer: B = {q €Q;¢® < 2}.
sup B =2 ¢ Q.

Zgled.

1.4 Decimalni zapis

Definicija. Vz € RT3!m € NU {0},dy,ds,--- € {0..9}, ki Stevilo natanéno dolo¢ajo. Pifemo x = m,dids....
Natan¢no doloc¢itev mislimo v smislu:

e m<x<m+1—stem se izognemo dvojnemu zapisu 1 = 0,9 in 1 =1,0.

e [m,m+ 1) razdelimo na 10 enako dolgih polodprtih intervalov Iy, ..., Iy. = leZi na natanko enem izmed njih,
indeks njega je d;. Nadaljujemo tako, da I;, razdelimo zopet na 10 delov itd.

Stev}la x € R™ piSemo tako, da zapiSemo decimalni zapis Stevila —z in predenj zapiSemo —. L
Ce se decimalke v zaporedju (d,),, .y ponavljajo, uporabimo periodi¢ni zapis, denimo 5,01763 € Q.
1.5 Kompleksna stevila
Definicija. Vpeljimo &tevilo i z lastnostjo i> = —1, da je i reSitev enacbe 22 + 1 = 0.
Trditev. © ¢ R
Dokaz. Sicer bi veljajo i2 > 0, kar po definiciji ne velja. O

Definicija. Kompleksna $tevila so C := {a + bi;a,b € R}. bi je Se nedefinirano, zato za kompleksna Stevila defini-
rano seStevanje in mnoZenje za z = a + bi in w = ¢ + di:

e zt+w:=(a+c)+(b+d)i
o 2w = (a+ bi) (c+ di) = ac + adi + bic + bidi = ac + adi + bic — bd = (ac — bd) + (ad + bc) i



Definiramo 8e konjugirano vrednost z € C: Z := a — bi in oznac¢imo |z\2 = 2Z.

Trditev. zZ2 =a®>+b> >0 za z = a + bi.

Dokaz. (a+ bi) (a — bi) = a® + abi — bia — bibi = a? + b O
Velja, da je R C C v smislu identifikacije R z mnozico C: R = {a + 0i;a € R}, torej smo R razsirili v C, kjer

ima vsak polinom vedno resitev.

1.5.1 Deljenje v C

Za w,z € C,w # 0 i8¢emo x € C >: wx = z. Lo¢imo dva primera:

e w € R\ {0}: definiramo z = £ := & 4 2
e w e C\ {0} (splosno): wz = z L8 wiw = 25 = wi?z = 2w = 2 = Ifﬁz’ z |lw|® pa znamo deliti, ker je

realen.

1.5.2 Lastnosti v C
+ in - sta komutativni, asociativni, distributivni, 0 je aditivna enota, 1 je multiplikativna.

Definicija. Za z = a + bi vpeljemo Rz = a in Sz = 0.
Z2—Z
5=
Pripomba. C si lahko predstavljamo kot urejene pare; a + bi ustreza paru (a,b). Tako C enafimo/identificiramo z
R? := {(a,b);a,b € R}, s ¢imer dobimo geometri¢no predstavitev C kot vektorje v R

Pripomba. Opazimo Rz = 252, Sz =

Definicija. Za z = a + bi, predstavljen z vektorjem s komponentami (a, b), velja a = |z| cos ¢ in v = |z| sin p. Kotu
 pravimo argument kompleksnega Stevila z, oznaka arg z.

Posledica. z =|z| (cosp +isinyp). Vel]ﬂ (cos @ +isinp) (cosy +isine) = cos (v + 1) +isin (¢ + ), zato lahko
pisemo €'¥ = cosp +isin . MnoZenje kompleksnh $tevil z = |z| €% in w = |w|e™ vrne §tevilo zw, za katero velja:

o |zw| = |z][w]

e argzw = arg z + argw (do periode 2w natanéno)

2 Zaporedja
Definicija. Funkcija a : N — R se imenuje realno zaporedje, oznaka (a,), cy- an je funkcijska vrednost pri n.
Zgled. a, =n: 1,2,3,...; a, = (—1)"n*% —1,4,-9,16,-25,...; a,, = cos (§n) = 0,-1,0,1,0, -1,

Zaporedje lahko podamo rekurzivno. Podamo prvi ¢len ali nekaj prvih ¢lenov in pravilo, kako iz prejsnjih ¢lenov
dobiti naslednje.

Zgled. a; = 0,a,41 = a,+n da zaporedje a,, = w ao =0, ant1 = Vb + a, da zaporedje 0, Vb, /b + Vb, \/ b+ Vb+ Vb, ...

Fibbonacijevo zaporedje: a; = as = 1,a,4+1 = a, + a,—1 da zaporedje 1,1,2,3,5,8, ...

2.1 Posebni tipi zaporedij

Definicija. Zaporedje (a")nEN je aritmeti¢no, ¢e 3k € RVn € N: a1 — a, = k. Tedaj ap41 = an + k = a1 + nd.
Definicija. Zaporedje (a,),, oy je geometritno, e IN € RVn € N : apqq = apA. Tedaj a, = A" a
(a

Definicija. Zaporedje ) v je navzdol oz. navzgor omejeno, ¢e je mnozica vseh ¢lenov tega taporedja navzgor
oz. navzdol omejena (glej . Podobno z mnozico ¢lenov definiramo supremum, infimum, maksimum in infimum
zaporedja.

Zaporedje je naraScajoce, ¢e Vn € N : a,+1 > a,, padajoCe, ¢e Vn € N : a1 < a,, strogo narascajoce, Ce
Vn € N:a,+1 > a,, strogo padajofe podobno, monotono, ¢e je nara$¢ajoce ali padajoce in strogo monotono, ¢e je
strogo naraScajoce ali strogo padajoce.

1TODO DOPISATI ZAKAJ (v bistvu e jaz ne vem). ne razumem.




2.2 Limita zaporedja

Definicija. Mnozica U C R je odprta, ¢e Vu € UIr > 03: (u—r,u+7r) CU.
Definicija. Mnozica U C R je zaprta, ¢e je U :== R\ U odprta.

Trditev. Odprt interval je odprta mnozica.

Dokaz. Za poljubna a,b € R, b > a, naj bo u € (a,b) poljuben. Ustrezen r je min{|r —al,|r —b|}, da je
(u—r,u+r)CU. O

Trditev. Zaprt interval je zaprt.

Dokaz. Naj bosta a,b € R poljubna in b > a. Dokazujemo, da je [a, b] zaprt, torej da je [a, b]c = (—o00,a) U (b,0)
odprta mnozica. Za poljuben u € [a,b]° velja, da je bodisi € (—oc,a) bodisi (b, 00), kajti (—oo,a) N (b, 00) =
Po prejsnji trditvi v obeh primerih velja 3r > 0 2: (v —r,u +7) C U, torej je [a, b]c res odprta, torej je [a,b] res

zaprta. O

Definicija. Mnozica B je okolica tocke t € R, & vsebuje kakino odprto mnozico U, ki vsebuje ¢, torej t € U°P C
B CR.

Definicija. L € R je limita zaporedja (a,),cp < Ve > 03ng € NVn € N:n > ng = |a, — L| < . ZDB VV okolica
L € RIng € NVn € N:n > ng = a, € V, pravimo, da (a,),y konvergira k L in piSemo L = lim, .o a, ali
drugace a,, —> L. Ce zaporedje ima limito, pravimo, da je konvergentno, sicer je divergentno.

n—oo

Trditev. Konvergentno zaporedje v R ima natanko eno limito.

Dokaz. Naj bosta J in L limiti zaporedja (ay),,_, - Toreﬂ po definiciji Ve > 0dng € NVn € N : n > ng =
lan, —L| < e Alan, —J| < e. Velja torej Ve > 0 : |J—L| < e. PDDRAA J # L. Tedaj |J — L| # 0, naj bo

|J — L] =k. Tedaj 3e > 0: |J — L| £ €, ustrezen ¢ je na primer |J5L|. [

Trditev. Konvergentno zaporedje v R je omejeno.

Dokaz. Naj bo L = lim,_,o a,. Znotraj intervala (L —1,L+ 1) so vsi ¢leni zaporedja razen kon¢no mnogo
({a1,---,an,}). {an},cy je unija dveh omejenih mnozic; (L —1,L +1) in {ai,...,an,}, zato je tudi sama ome-
jena. O

Izrek. Naj bosta (ay),cy i (bn),cy konvergentni zaporedji v R. Tedaj so tudi (an * by), oy konvergentna in velja
lHmy, o0 @y * by, = limy, 00 Gy * limy, 00 by, za % € {4, —,-}. Ce je lim, o0 b, # 0, isto velja tudi za deljenje.

Dokaz. Naj bo a, — A in b, — B oziroma Ve > 03nq,ne 3: (n > ny = la, — Al <e) A(n>ng = |b, — B| < ¢),
torej Ve > 03ng = max {ny,n2} 3:n > ng = |a, — 4| < e A |b, — B| < . Dokazimo za vse operacije:

+ Po predpostavki velja Ve > 03ng 3: n > ng = |a, — 4| + |a, — B| < 2¢. Oglejmo si sedaj
[(an +bn) — (A+ B)| = [(an — A) + (bp — B)| < |an — A| + |bn, — B|

in uporabimo $e prejsnjo trditev, torej V2eIng 3: |(an, + by) — (A + B)| < 2¢, s ¢imer dokaZzemo (a,, + by,) —
A+ B.

— Oglejmo si
[(an = bp) = (A= B)| = |an — by — A+ Bl = [(an — A) + (= (bn — B))| < |an — Al + |b,, — B

in nato kot zgoraj.

2Ko trdimo, da obstaja ng, e ne vemo, ali sta za L in J ta ng ista. Ampak trditev Se vedno velja, ker lahko vzamemo ve&jega izmed
njiju, ako bi bila drugaéna.



Oglejmo si
lanbn — AB| = |anb, — Aby, + Ab, — AB| = |(an, — A) by + A (b — B)| < |an — Al |bn| + |A] [bn, — BJ.

Od prej vemo, da sta zaporedji omejeni, ker sta konvergentni, zato IM > 0¥Vn € N : |b,| < M. Naj
bo & > 0 poljuben ni,ns € N taka, da n > ny = |a, — - B| < 2&'. Tedaj
za ng = max{ny,na} veljala,b, — AB| < |an — A |bn| + |A] |bn, — B| < 2MM + |A| sra7 = & skratka
|anb, — AB| < €, s ¢&imer dokazemo (a, + b,) - A+ B.

/ Ker je B # 0, Ing € NVn > ng : |b,| > @ > 0. ZDB vsi ¢leni zaporedja razen kon¢éno mnogo so v
| |

poljubno majhni okolici | B]. Ce torej vzamemo tocko na polovici med 0 in |B|, to je 51, bo neskon¢no

mnogo absolutnih vrednosti ¢lenov vecjih od ‘B . Pri razumevanju pomaga Stevilska premica. Nadalje

uporabimo predpostavko z € = | | , torej jezan >ng : |B—0b,| < ‘ in velja

trik. neen. predp |B‘ |B|
bul = 1B = (B=bo)l =B+ (= (B=b)| = (1B =B = ball = [BI-B ~ b "= Bl =
skratka |b,| > @. Ce spet izpustimo konéno zacetnih ¢lenov, velja
Qp, A ClnB - Abn pristejemo in odstejemo ¢len (Cln - A) B+ A (B - bn) 1 A/B
n_ L _Im n = =—(ap,— A B-1b,
b, B i Bb, b, (2 AT )

sedaj uporabimo na obeh straneh absolutno vrednost:

a, A 1 A 1 |A| 2‘A|

n 20| e, — A+ (B-b)| < —a, — A B—b,| < —|a, — A+ B-B,

b,  B| |b, (an = A) + an( n)| < Ibn] lan |+\B||bn| | nl < B o = Al+ B2 2 | |
A 2/A| 2)4]

|B — B,|. Opazimo, da % in

nista odvisna od n. Sedaj

2
s — 4] < fBylan — Al + 25
vzemimo polJuben € > 01in ny,ny € N taksna, da velja:

1B

. n>n1:>|aan|<E‘B|

.n2n2:>|bn B|<€‘B|

Tedaj iz zgornje ocene sledi za n > max {ng,n1, no}:

s ¢imer dokazemo a, /b, — A/B.

Zgled. Naj bo a > 0. Izra¢unajmo

a je torej limy, o0 Ty, kjer je zg = 0,21 = Va,z2 = a+ vVa,z3 = \/a+Va++a,...,xn11 = Va+x, Iz

1+v1+4a
—5

Opcija z minusom ni mogoca, ker je zaporedje (), oy 0Citno pozitivno. Ce torej limita obstaja (€esar Se nismo

dokazali), je enaka V120 V21+4“, za primer a = 2 je torej \/2 +4/24+ V244 =2

Pripomba. Lahko se zgodi, da limita rekurzivno podanega zaporedja ne obstaja, ¢eprav jo znamo izrac¢unati, ¢e bi
obstajala. Na primer y; = 1, y,+1 = 1 — 2y, nam da zaporedje 1,—1,3,—5,11,..., kar ocitno nima limite. Ce
bi limita obstajala, bi zanjo veljalo  =1—-28 o0z. 38 =1, § = % Navedimo torej nekaj zadostnih in potrebnih
pogojev za konvergenco zaporedij.

zadnjega sledi 22 | = a+x,. Ce torej limita « := lim z,, obstaja, mora veljati o? = a+ a oziroma oy 5 =




Izrek. Konvergenca monotonega in omejenega zaporedja. Naj bo (an), cy monotono realno zaporedje. Ce narasca,
ima limito lim,_,o a, = sup{a,,n € N}. Ce pada, ima limito lim,_, o a, = inf{a,,n € N}. (sup in inf imata
lahko tudi vrednost oo in —oo — zaporedje s tako limito ni konvergentno v R).

Dokaz. Denimo, da (a,), y narasca. Pisimo s := sup,,cy an. Vzemimo poljuben € > 0. Tedaj s — € ni zgornja meja
72 (an), ey, 2ato Ing € N 3: 5 — e < ap,. Ker pa je (ay),ynarascajoce, sledi ¥n > ng : a,, > an, > s —¢. Hkrati
je an < s, saj je s zgornja meja. Torej Vn > ng : a, € (s —¢€,8] C (s —e,s +¢€), s ¢imer dokaZemo konvergenco.
Denimo sedaj, da (a,),cy pada. Dokaz je povsem analogen. Pi§imo m = inf,cy a,. Vzemimo poljuben & > 0.
Tedaj m + ¢ ni spodnja meja za (an),,cy, zato Ing € N 3: m+e > an,. Ker pa je (a,), .y padajoce, sledi ¥n > ng :
an < an, < m+e. Hkrati je a,, > m, saj je m spodnja meja. Torej Vn > ng : a, € [mym—+e) C (m—e,m+¢e). O

Posledica. Za monotono zaporedje velja, da je v R konvergentno natanko tedaj, ko je omejeno.

Zgled. Naj bo, kot prej, a > 0 in g = 0,241 = /a+z,. Dokazimo, da je (x,), konvergentno. Dovolj je
pokazati, da je naras¢ajoce in navzgor omejeno.

e Narascanje z indukcijo: Baza: 0 = 29 > x1 = 1/a. DokaZimo 41 — z, > 0.
(Tnt1 — 2n) (Tpy1 +2,) = x?wrl - ﬁi =(a+x,) —(a+Tp1) =Tp —Tn1
Ker je zaporedje pozitivno, je 41 + z,, > 0. Desna stran je po I. P. pozitivna, torej tudi x,,41 — x, > 0.

e Omejenost: Ce je zaporedje res omejeno, je po zgornjem tudi konvergentno in je sup,,ey Trn = limy 00 Ty =

2
1+V21+4“ < 1t 1+24a+4a2 — LV @) + a. Uganili smo neko zgornjo mejo. Domnevamo, da Vn € N :
Ty, < 1+ a. Dokazimo to z indukcijo: Baza: 0 =z9g <1+ a. Pol. P. x, > 1+ a. Korak:

mn+1:\/xn—|—a§\/l+a+a:\/1+2a<\/1+2a—|—2a2:1+a

S tem smo dokazali, da lim,, _, o z,, = @~
1+vIfda

To lahko dokaZemo tudi na alternativen nacin. Vidimo, da je edini kandidat za limito, ¢e obstaja L = % 5
in da torej velja L? = a + L. Preverimo, da je L res limita:

. _L:m_L:(\/a—i—xn—L)(\/a—l—xn—i—L):(a+mn)—L2:(a+xn)—(a+L): T, — L
et " vatz,+L Va+z,+ L Va+z,+L Vatz,+L

Vpeljimo sedaj y,, == x, — L. Sledi |y,+1| < % < % Ker je |yo| = L, dobim oceno |y,| < ﬁ oziroma

|zn — L| < 7. Ker iz definicije L sledi L > 1, je L™ — 0o za n — 0o, torej smo dokazali, da |z, — L| eksponentno
pada proti 0 za n — co. Eksponentno padanje |z,, — L| proti 0 je dovolj, da reemo, da zaporedje konvergira k

Trditev. lim,,_,~ sinn in lim,_, ., cosn ne obstajata.

Dokaz. Pigimo a,, = sinn in b, = cosn. Iz adicijskih izrekov dobimo a1 = sin (n + 1) =sinncos1+ cosnsinl =

ap cosl+ b, sinl. Torej b, = %aqctml Torej ¢e Ja := lim, o0 G, a € R, potem tudi 3b = lim,,_, o, by, b € R.
Podobno iz adicijske formule za cos (n + 1) sledi a,, = %, torej ¢e Jb, potem tudi Ja. Iz obojega sledi, da

Ja < 3b. Posledi¢no, ¢e a in b obstajata, iz zgornjih obrazcev za a,, in b, sledi, da za

1—cosl
=——-2¢€(0,1
sin 1 €0.1)
velja b = A\a in @ = —Ab in zato b = X (—\b) oziroma 1 = —\2, torej —1 = A2, torej A = i, kar je v protislovju z
A € (0,1). Podobno za a = —\ (\a) oziroma 1 = —\2, kar je zopet —<—. Edina druga opcija je, da je a = b = 0.
Hkrati pa vemo, da a2 + b2 = 1, zato a + b = 1, kar ni mogode za nicelna a in b. Torej a in b ne obstajata. O

= @ Zacnemo z 1 in nato vsaki¢ delimo z L.

3Za razumevanje si oglej nekaj ¢lenov rekurzivnega zaporedje yo = L, yn
4a res, vprasaj koga. ne razumem. zakaj. TODO.



2.3 Eulerjevo stevilo

Izrek. Bernoullijeva neenakost. Yo < 1,n € N wvelja (1 — )" > 1 — na.
Dokaz. 7 indukcijo na n ob fiksnem «.

e Baza: n=1: (1—a)' =1 —1a. Velja celo enakost.

e . P: Velja (1—a)">1—na

e Korak: (1—a)"™ = (1-a)(1-a)" > (1-a)l-na)=1-na—a—-na?=1-(n+1)a—na? >
1 —(n+1)«, torej ocena velja tudi za n + 1.

O
Definicija. Vpeljimo oznaki:

e Zan € Nozna¢imon! =1-2-3----- n (pravimo n—faktoriala oziroma n—fakulteta). Ker veljan! =n-(n —1)!
za n > 2, je smiselno definirati ge 0! = 1.

e Zan,k € N oznacimo e binomski simbol: (}) = ﬁlk), (pravimo n nad k).

o Ceje (ak),, neko zaporedje (lahko tudi kon¢no), lahko pisemo Y _, ai := a1 +as+- - -+ a, (pravimo summa)
in HZ:1 ag '=ay -+ - - a, (pravimo produkt).

Zgled. > t=1+3+s+ +Ltin][,_k=1-2-3-----n=nl
Izrek. Binomska formula. VYa,b€ R,n € N: (a+b)" =Y (7)a*b" ",
Dokaz. Indukcija po n.

o Basa = 1 S (a5 = (a0 + (ab! = at b= (o)’

e LP. Y o (H)abF =(a+0b)"

e Korak:

(a+0)"" = (a+0b)(a+b)" zn: ( ) afonk = kn (Z) aF ok 4 Zn: (Z) akpr=ktt =
k=0 =0 k=0

sedaj naj bo m = k + 1 v levem ¢lenu:

n+1
_ Z( _1> qmpn—(m— 1)+Z< ) akpn k+1_an+l+z K 1) + (Zﬂ aFpr—hTl gl

Sedaj obravnavajmo le izraz v oglatih oklepajih:

n ny n! n! B kn! nl(n—k+1) knl+nl(n—k+1)
(k—1>+(k>(k—l)!(n—k:+1)!+k!(n—k:)!k!(n—k—i—l)!Jrk:!(n—k—&—l)! Hin—k+ 1
o=t +1)  aln+1) (n+1)! (n+41
 kKl(n+1-k) k!(n+1—l<:)!k!(n+1—k)( k )

in skratka dobimo (,",) + (}) = ("H) Vstavimo to zopet v na$ zgornji rac¢un:

o=t Z |:<k ﬁ 1) + (Z>:| akpn—h+l 4 pntl — gntl Z (n;rl>akbnk+1 4t =
k=1 k=1

n n n+1
_ n+1 n+1 kin—k+1 n+l _  n+1l n+ 1 kin—k+1 __ n+ 1 kin—k+1
=a""" + E < i )a b +b =a"" + E E ) b = g p )@ b

k=1 k=0 k=0



Izrek. Bernoulli. Zaporedje a,, = (1 + %)n je konvergentno.
Dokaz. Dokazali bomo, da je naras¢ajo¢e in omejeno.

e Narascanje: Dokazujemo, da za n > 2 velja a,, > a,_1 oziroma

1+1 n; 1+ 1 nfl_ 7’L—1+ 1 nfl_ n nfl_ n—1 lfn_ . 1 1-n
n - n—1 “\n—-1 n-1 T \n-1 o n n n

k=0 2 =2
1 n n-1n-2 n—k+1 1 1 2 k—1
=2 —.. - - Z =92 —. d1== 1—2)..... — =
k=2 k=2
n 1k:71 ] n n 1
=2 I (1-2) <2+ <2 Y g -
k=2 j=1 k=2 k=2

Opomnimo, da je 1—% < 1, zato Hf;ll (1- %) < 1 (prvi neenacaj) ter k! =1.2-3-----k >1.2.2.....2 = 2k~1
(drugi). Sedaj si z indukcijo dokazimo Y ), gt = 1 — 5r=t:

— Baza: n = 2: 221,1:1722%1:17%:%. Velja!
—LP: Y i =1 5k

— Korak: 2225%21—%4—%%:1—2-2‘"4—2‘":1+2_"(1—2):1+2_”
In nadaljujmo z ra¢unanjem:

1 1

s ¢imer dobimo zgornjo mejo Vn € N : a,, < 3. Ker je oc¢itno Vn € N : a,, > 0, je torej zaporedje omejeno in
ker je tudi monotono po [prejsnjem izreku| konvergira.

O
Definicija. Oznadimo Stevilo e = lim,, o (1 + %)n in ga imenujemo Eulerjevo Stevilo. Velja e ~ 2, 71828.

Pripomba. V dokazu vidimo moc¢ izreka ,omejenost in monotonost = konvergenca®“, saj nam omogoca dokazati
konvergentnost zaporedja brez kandidata za limito. Jasno je, da ne bi mogli vnaprej uganiti, da je limita ravno
transcendentno Stevilo e.

Definicija. Podzaporedje zaporedja (a,) je poljubno zaporedje oblike (aw(n)) kjer je ¢ : N — N strogo

nara$cajoc¢a funkcija.

neN neN’

Izrek. Ce je L =1im,,, a,, tedaj je L tudi limita vsakega podzaporedja.

Dokaz. Po predpostavki velja Ve > 03ng € NVn € N : n > ng : |a, — L| < e. Vzemimo poljuben € > 0. Po
predpostavki obstaja ng € N, da bodo vsi ¢leni zaporedja po no—tem v (L — &, L + ). Iz definicijskega obmodja ¢
vzemimo poljuben element ny, da velja n; > ng. Gotovo obstaja, ker je definicijsko obmocje §tevno neskonéne moci
in s pogojem n; > ng onemogo¢imo izbiro le konéno mnogo elementov. Velja Vn € N :n > n; = |ay, — L] < ¢,
ker je ¢ strogo naras¢ajoca in izbiramo le elemente podzaporedja, ki so v izvornem zaporedju za ng—tim ¢lenom in
zato v (L — e, L +¢). O
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Zgled. lim, . ﬁ = lim, o = = 0 za zaporedje a, = + in podzaporedje a,,, kjer je ¢ (n) = 2n + 3.

Izrek. Karakterizacija limite s podzaporedji. Naj bo (an),cy realno zaporedje in L € R. Tedaj L = limy, o0 a, <

za vsako podzaporedje (an, ),y 2aporedja (ay), obstaja njegovo podzaporedje (a”kz)l " ki konvergira k L.
€

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco:

(=) Dokazano poprej. Limita se pri prehodu na podzaporedje ohranja.
(<) PDDRAA a, # L. Tedaj 3¢ > 0 in podzaporedje (an,),cy 2: VA € N : |a,, — K| > ¢ (¥). Po
predpostavki sedaj 3 (ank,)l N 3t limy o0 @y, = L. To pa je v protislovju z (*), torej je zaletna
1) 1e ,

predpostavka a, 4 L napac¢na, torej a, — L.

O

2.4 Stekaliscéa

Definicija. Tocka s € R je stekalis¢e zaporedje (a,),.y C R, ¢e v vsaki okolici te tocke lezi neskon¢no ¢lenov
zaporedja.

Pripomba. Pri limiti zahtevamo ve¢; da izven vsake okolice limite lezi le konéno mnogo ¢lenov.
Zgled. Primeri stekalis¢.
1. L =1lim,_, a, = L je stekalisce za a,
2. 0,1,0,1,... stekalis@ sta {0,1} in zaporedje nima limite (ni konvergentno)
3.1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,... ima neskoné¢no stekalig¢, N.
4. b, = n—to racionalno étevildﬂ ima neskon¢no stekalisé, R.

Pripomba. Limita je stakalis¢e, stekali¢e pa ni nujno limita. Poleg tega, ¢e se spomnimo, velja, da vsota konvergen-
tnih zaporedij konvergira k vsoti njunih limit, ni pa nujno res, da so stekaliS¢a vsote dveh zaporedij paroma vsote
stekalis¢ teh dveh zaporedij. Primer: a, = (—1)" in b, = — (=1)". Njuni stekalis¢i sta {—1,1}, toda a, + b, =0
ima le stekalis¢e {0}, ne pa tudi {1,—1,2, —2}.

Izrek. S je stekalisce (ay),cn < S je limita nekega podzaporedja a,.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

(<) Ocitno.
(=) Definirajmo Vm € N : U, := (S - %,S‘l’ %) Ker je S stekalisce, Vm € Nday, € U,,. Podzaporedje
(ak,,)men konvergira k S, kajti Ve > 03ng € Nvn € N:n > ng = |ag, — S| < 1 <e.
O
Posledica. Ce je L limita nekega zaporedja, je L edino njegovo stekalisce.
Dokaz. Najbo a,, — L. Naj bo S stekalisce za (an),,cy. Po izreku zgoraj je S limita nekega podzaporedja (an),,cy-

Toda limita vsakega podzaporedja je enaka limiti zaporedja, iz katerega to podzaporedje izhaja, ¢e ta limita obstaja.
Potemtakem je S = L. O

Izrek. Bolzano-Weierstraf$. Eksistencni izrek. Vsako omejeno zaporedje v realnih Stevilih ima kaksno stekalisce v
R.

5Racionalnih §tevil je Stevno mnogo, zato jih lahko linearno uredimo in ostevil¢imo.
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Dokaz. Oznacimo my = infpenan, My = Sup, ey an, lo = [mo, Mp]. O¢itno je Vn € N : a, € Iy. Interval I
razdelimo na dve polovici: Iy = [mo, mo'gMO] U [mo'gMO,Mo}. Izberemo polovico (vsaj ena obstaja), v kateri
lezi neskon¢no mnogo ¢lenov, in jo oznacimo z I;. Spet jo razdelimo na pol in z I oznac¢imo tisto polovico, v
kateri lezi neskon¢no mnogo ¢lenov. Postopek ponavljamo in dobimo zaporedje zaprtih intervalov (I,,), oy in velja
IpD>I1 DI D--- ter ‘In| =2" |IO|

Oznacimo sedaj I, =: [l,,d,]. Iz konstrukcije je ocitno, da (l,),cy narasca in (dn), oy pada ter da sta obe
zaporedji omejeni. Posledi¢no Al := lim,, o0 I, d == lim,, oo dy. 1z 1, <1 <d<d, sledi ocenad—-1<1, —d, =
|I,| = 27™ |Ip], kar konvergira k 0. Posledi¢no d = 1.

Treba je pokazati Se, da je d = [ stekaliiCe za (an)neN. Vzemimo poljuben ¢ > 0. Ker je | = lim,, oo I, =
ng e N2:l,, >l —¢cinker jed = lim,00d, = Ing € N 3:d,, < d—e. Torej [ln,,dn,] C (I —¢,d+¢e).

Torej za ng = max{ny,na} velja I,, = [lng,dn,] C (I —¢e,d+¢€). Ker I,, po konstrukciji vsebuje neskon¢éno
mnogo elementov, jih torej tudi (I —e,d 4 €) oziroma poljubno majhna okolica d = I, torej je d = I stekalis¢e za
(a”ﬂ)nGN' O

Posledica. Ce je s € R edino stekalisce omejenega zaporedja (an) tedaj je s = limy, 00 A, -

neN’

Dokaz. Naj bo s stekalisce (an), . PDDRAA a,, # s. Tedaj 3¢ > 0 >: izven (s — ¢, s +¢) se nahaja neskon¢no
mnogo ¢lenov zaporedja. Ti €leni sami zase tvorijo omejeno zaporedje, ki ima po [B.-W] izreku stekalisCe. Slednje
gotovo ne more biti enako s, torej imamo vsaj dve stekalis¢i, kar je v je v —<— s predpostavko. O

Definicija. Pravimo, da ima realno zaporedje:

e stekalis¢e v 0o, ¢e VM > 0 : (M, 00) vsebuje neskonéno mnogo ¢lenov zapopredja

e limito v oo, ¢e VM > 0: (M, o0) vsebuje vse ¢lene zaporedja od nekega indeksa dalje
in podobno za —oo.

Pripomba. Povezava s pojmom realnega stekalis¢a/limite: okolice ,tocke* oo so intervali oblike (M, o00). To je
smiselno, saj biti ,blizu oo pomeni bizi zelo velik, kar je ravno biti v (M, co)za poljubno velik M. ,Okolica tocke
o0 80 torej vsi intervali oblike (M, 00).

2.5 Limes superior in limes inferior

Definicija. Naj bo (ay), cyrealno zaporedje. Tvorimo novo zaporedje s, = sup {ax; k > n}. Ocitno je padajoce
(s1 > s > s3 > ---), ker je supremum mnoZice vsaj supremum njene stroge podmnozice. Zaporedje (5n)pen
ima limito, ki ji reCemo limes superior oziroma zgornja limita zaporedja (an),cy in oznagimo limsup, . a, =
limy, 00y = lim, o S, in velja, da lezi v R U {—o00,00}. Podobno definiramo tudi limes inferior oz. spodnjo
limito zaporedja: liminf, o an = lim, @y = limy, o0 (infi>p ar) = sup, ey (infr>n ar).

Pripomba. Za razliko od obicajne limite, ki lahko ne obstaja, lim sup in lim inf vedno obstajata.

Trditev. limsup,, ., an je najvecje stekalis¢e zaporedja (a,),,cy in liminf,, o, najmanjse.

Dokaz. Oznadimo s = limsup,,_,., @n. Za liminf je dokaz analogen in ga ne bomo pisali. Dokazujemo, da je s
stekalisée in V¢ > s : ¢t ni stekalis¢e. Lo¢imo primere:

seR Naj bo € > 0 poljuben. Kelﬁje s = infs,, Ing € N 3: 5, € [s,5+¢). Ker (s,),y pada proti s, sledi
VneN:n>ny= s, €[s,s+¢). Po definiciji s, velja Vn € NIN (n) > n >: s, — € < an(y,). Torej
imamo s — & <5, —€ < ay() < Sp < 5+ ¢ (zadnji neenacaj za n > ng), skratka aN(n) — $ < € oziroma
Vn > ng : lanm) — s| < e. Ker je N (n) > n, je {N (n);n € N} neskonéna mnozica, torej je neskonéno
mnogo ¢lenov v poljubni okolici s.

Treba je dokazati Se, da Vt > s : t ni stekaliS¢e. Naj bo ¢t > s. Oznadimo § ==t — s > 0. Po deﬁnicijiE]

sdn; € N3:s< sy, < s—l—g < s+t. Ker (s,),cy pada proti s, sledi Vn > n; : s < s, < s—&—%. Po
deﬁnicij sp slediVn > nq 1 a, < s+ g. Za takSne n je |[t —ap| =t —a, >t — (s+ %) = g. Torej v

g—okolici tocke t lezi kvedjemu kon¢éno mnogo ¢lenov zaporedja oziroma ¢leni (a1, aq,...,an,—1). Torej

t ni stekalidce za (an), -

6Infimum padajoZega konvergentnega zaporedja je o&itno njegova limita.
7s je limita zaporedja (5n)nen> 2ato v poljubno majhni okolici obstaja tak sn,. sn, torej tu najdemo v [s, s + %)
85y, je supremum Elenov od vkljuéno n dalje
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s =00 Naj bo M > 0 poljuben. Ker je s = infs,, velja Vn € N : s, = oo. Po definiciji s, = oo velja
Vn € NIN (n) : an(,) > M. Ker je N (n) > n, je {N (n);n € N} neskon¢na mnozica, torej je neskonéno
mnogo ¢lenov v (M, 00) za poljuben M, torej je s = oo res stekalisce.

Vecjih stekalis¢é od oo oc€itno ni.

s = —oo Najbom < 0 poljuben. Ker je s = infs,, Ing € N 3: s, € (—00,m) Ker (s,,),,cy pada proti s = —oo,
sledi Vn € N:n > ng : s, € (—o0,m). Po definiciji s, velja Vn € N : a,, € (—oo,m). Ker je za poljuben

m neskon¢no mnogo ¢lenov v (—oo,m), je s = —oo res stekalisCe.
O

2.6 Cauchyjev pogoj

Definicija. Zaporedje (an),,cy ustreza Cauchyjevemu pogoju (oz. je Cauchyjevo), ¢e Ve > 03ng € N 3: Vm,n €
N:m,n > ng = |am — an| < e. ZDB Dovolj pozni ¢leni so si poljubno blizu.

Trditev. Zaporedje v R je konvergentno < je Cauchyjevo.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

(=) Ce a, — L, tedaj |am — an| = [(@m — L) + (L — an)| < |am — €| + |an — |- Cauchyjev pogoj sledi iz
definicije limite za 5.

(<) Ce je zaporedje Cauchyjevo, je omejeno: Ing € N 3: Vm,n € N: m,n > ng = |am —a,| < 1. V
posebnem, m = ng, |an, — an| < 1 oziroma Vn € N : n > ng = a, € [an, — 1,an, +1]. Preostali
¢leni tvorijo konéno veliko mnozico, ki ima min in max, torej je {ax;k € N} = {a1,a2,...,an,-1} U

{ax; k € N,k > ng} tudi omejena. Po fizreku od prej| sledi, da ima zaporedje stekalis¢e s. DokaZimo, da
je s = lim, .o an. Vzemimo poljuben € > 0. Ker je (a,), .y Cauchyjevo, Ing € N >: Vm,n € N :
13

m,n > ng = |am — ap| < 5. Po definiciji s Iny > ng 3: |a,, —s| < 5. Sledi Vn > ng : |ap, — 5| =

|an =5+ 5 —ap,| <lan =8| +]s—an|<§5+5=¢
O

Pripomba. Mo¢ izreka je v tem, da lahko konvergenco preverjamo tudi tedaj, ko nimamo kandidatov za limito.

3 Stevilske vrste

Kako sesteti neskonéno mnogo $tevil? Nadgradimo pristop kon¢nih vsot na neskonéne vsote!

Definicija. Imejmo zaporedje (ax), oy, ar € R. Izraz Zj’;l a; se imenuje vrsta s ¢leni a;. Pomen izraza opredelimo
na naslednjo naéin:

Tvorimo novo zaporedje, pravimo mu zaporedje delnih vsot vrste: s; = a1, s3 = a1 + az, s3 = a1 + as + as, ...,

n ~ . .
Sp=a1+as+---+a, = ijl aj — §tevilu s, pravimo n—ta delna vsota.

Vrsta je konvergentna, ¢e je v R konvergentno zaporedje (sy,),cy. Stevilu s = lim,, . s, tedaj pravimo vsota
vrste in piSemo s =: Z;’;l a;j. Pojem neskonéne vsote torej prevedemo na pojem limite pridruzenega zaporedja
delnih vsot. Véasih vrsto (kot operacijo) enafimo z njeno vsoto (izidom operacije).

Ce vrsta ni konvergentna, re¢emo, da je divergentna. Enako, ¢e je s € {f00}.

Zgled. Primeri vrst.

1. a, = %, torej zaporedje %7 i %,.... Ali se seSteje v 17 Velja s = lim,, 00 2?21 aj. PiSimo g = %, tedaj
an =¢q" in
It+tg++-+q"")(1-0

sn=q+q +¢+ " =q(l+qg++ - +q") =g¢ Ty =

(I4+g+P+-+¢" )= (@+@P+F++4¢")  1-¢" ¢

- (1-4q")

0
Izracunajmo lim, o S, = lim, o0 %ﬂq <1 — gf) = l%q (velja, ker ¢ € (—1,1)), torej je s = o0 ¢" = qu.
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2. Geometrijska vrsta (splosno). Naj bo ¢ € R. Vrsta Z;)io ¢’ se imenuje geometrijska vrsta. Velja s =
limy, oo D5 o¢) 08 =14+q+¢>+¢° +---+¢™ Ce je g =1, je s, = n+ 1, sicer mnozimo izraz z (1 — q):
(I+q+++d")A—q)=(Q+q++ - +¢") = (¢++ +-+ ) =1-¢""!

1_1(17#13 v R. To pa se zgodi natanko za ¢ € (—1,1),

. 1—gnt?l . . ..
torej s, = 1q_q in vrsta konvergira < ¢ # 1 in lim,,

takrat je lim,_ o #: 1iq'

3. Harmoni¢na vrsta. Je vrsta Z(;il % Velja % — 0, toda vrsta divergira. Dokaz sledi kmalu malce spodaj.

J—00

Vprasanje. Kako lahko enostavno dolo¢imo, ali dana vrsta konvergira?

3.1 Konvergenc¢ni kriteriji

Izrek. Cauchyjev pogoj. Vrsta Z 1 a; je konvergentna < delne vrste ustrezajo Cauchyjevemu pogoju; Ve > 03ng €
NVn,m € N:n,m > ng = |$m — $n| = ‘Zj:nH aj‘ <e.

Posledica. Ej 1 @; konvergira = lim;_, a; = 0.

Dokaz. Uporabimo izrek zgoraj zan =m — 1: Ve > 03ng e NVn € N:n > ng = |8, — Spt1| = |an| < e O

Zgled. Vrsti Z;‘;l cosn in Z;il sin n divergirata, saj smo videli, da ¢leni ne ene ne druge ne konvergirajo nikamor,
torej tudi ne proti 0, kar je potreben pogoj za konvergenco vrste.

Zgled. Harmoni¢na vrsta divergira. Protiprimer Cauchyjevega pogoja: Naj bo ¢ = i. Tedaj ne glede na izbiro ng
najdemo:

—_

2n

S — Sn = = R R J— - = =
B I AR SR 2n " 20 2n on 2

Dokaz divergence brez Cauchyjevega pogoja: son = a1 + Z?:I (825 = 855-1) > 14 5 in limy, 500 1 +

(SIE

Izrek. Primerjalni kriterij. Naj bosta Y oo | an in > o, b, vrsti z nenegativnimi cleni. Naj bo Vk > ko : aj, < by,
(od nekod naprej) — pravimo, da je Y.~ | b, majoranta za Y., a, od nekod naprej.

o Ce >0 | bn konvergira, tedaj tudi Y, a, konvergira.

n=1

o Ce Y% a, = oo, tedaj tudi Y05 | b, = oo.
Zgled. Videli smo, da " | 1 divergira. Kaj pa Y ;- 727 Preverimo naslednje in uporabimo primerjalni kriterij:

1.Vk€N:k—12< 7Raéunajmok227k(k2+1)Nkz%wgz

ﬁ. Velja, ker k € N.

1
5

oo 2 : sl 1 k4l k 1
2. Vista) ., 5o konvergira? Opazimo ¢ — 5 = 755y~ resD) — k(k+1) Za delne vsote vrste Y-, D

i LI o 8 S N DR | o

—~k(k+1) Z\k k+1) = n+lnos’’
toreJ Yooy k(k+1) = 2. Posledi¢no po primerjalnem kriteriju tudi >, ; k2 konvergira. Izkaze se Y -, % =
? ~ 1,645.

velja:

Izrek. Kvocientni oz. d’Alembertov kriterij. Za vrsto s pozitivnimi ¢leni Y~ ; an definirajmo D,, == agﬂ
1. 3ng e N,q € (0,1)Vn>ng: D,, <q=>Y .~ a, < 0o (vrsta konvergira)
2. 3dng eNVn>ng: D, >1= > a, = oo (vrsta divergira)
3. 4D =lim, oo D, € R =

(a) D<1= > a, <oo (vrsta konvergira)
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(b) D>1= %" a, =00 (vrsta divergira)

(¢) D =1= s tem kriterijem ne moremo dolociti konvergence.
Dokaz. Razlaga.

1. Vn > ng : Dy < g, torej 2 < g ~ a,41 < ga, in hkrati Z:ﬁ

Qani1 < qqan = ¢%ap, sledi qnio < ¢%an in Yk € N : gy < ¢*a,. Visto smo majorizirali z geometrijsko
vrsto, ki ob ¢ € (0, 1) konvergira po primerjalnem kriteriju, zato tudi nasa vrsta konvergira.

< g~ Gni2 < qapni1, torej skupaj anpo <

2. Vn > ng : % > D > 1, torej an4+1 > ap in hkrati an49 > an41, torej skupaj an4+2 > ay, sledi vk € N :
Gn+k > Gn. NaSa vrsta torej majorizira konstantno vrsto, ki ocitno divergira; Z,;“;no ap > Z;":no a, = 0.
Potemtakem tudi naSa vrsta divergira. Poleg tega niti ne velja ay, k—> 0, torej vrsta gotovo divergira.

—00

3. Enako kot 1 in 2.

Zgled. Za x > 0 definiramo e® = Z,;“;O %’: Vrsta res konvergira po tocki

7(957::)' 2" 1n! x
D, =~ = = — 0
& 2" (n+ 1) n+1n-o
Izrek. Korenski oz. Cauchyjev kriterij. Naj bo Y po, ai vrsta z nenegativnimi cleni. Naj bo ¢, == {/a,.Z

1. Ing €N,q € (0,1)Vn>ng : ¢, <q= ) 1o ar < oo (vrsta konvergira)
2. 3ng eNVn > ng:c, > 1= > 72 a, =00 (vrsta divergira)
3. de=1lim, ,oncn, ER=

(a) c <1= 372 a < oo (vrsta konvergira)
(b) ¢ >1= 37" ar = oo (vrsta divergira)
(c) c=1= s tem kriterijem ne moremo dolociti konvergence.

Dokaz. Skica dokazov.

1. Velja Vn > ng : ¢, < ¢q. To pomeni /a, < g, torej a, < ¢" in a,41 < ¢"1, torej je vrsta majorizirana z
geometrijsko vrsto Y7, ¢".

2. Velja Vn > ng : ¢, > 1. To pomeni /a, > 1, torej a, > 1, torej je vrsta majorizirana s konstantno in zato
divergentno vrsto Y > | 1.

3. Enako kot 1 in 2.

3.2 AlternirajocCe vrste

Definicija. Vrsta je alternirajoca, ¢e je predznak naslednjega ¢lena nasproten predznaku tega ¢lena. ZDB Vn € N :

-1 ;a<0
SgN Ap4+1 = — SEN Ay, Kjer je sgn: R — {—1,0,1} s predpisom sgna = < 1 ;a>0. ZDBVn € N:ayri1a, <0.
0 ;a=0

Izrek. Leibnizov konvergenéni kriterij. Naj bo (an), oy padajoce zaporedje in limy, o a,, = 0. Tedaj vrsta - -, (—l)lC ay

konvergira. Ce je s =Y o, (=1)"ay, in s, = Yooy (=1)* ay,, tedaj |s — Skl < apgq-

Dokaz. Skica dokaza. Vidimo, da delne vsote sy, padajo k s” in delne vsote so,_1 naraic¢ajo k s’. Toda ker
Son — 821 = G2y, velja ' = s”. Limita razlike dveh zaporedij je razlika limit teh dveh zaporedij, torej s’ = s = s.
s je supremum lihih in infimum sodih vsot. |s — s,| < |Sp41 — Sn| = Gny1- O

Zgled. Harmonic¢na vrsta 1+ % + % + i + ... — o0, toda alternirajo¢a harmonicna vrsta 1 — % + % — i +--- —log 2.
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3.3 Absolutno konvergentne vrste
Definicija. Vrsta ) ° | a, je absolutno konvergentna, ¢e je Y - | |a,| konvergentna.

n=1

Izrek. Absolutna konvergenca = konvergenca.

Dokaz. Uporabimo [Cauchyjev pogoj za konvergenco vrst|in trikotnisko neenakost.

m m
[Sm — su| = E aj| < E laj| <&
Jj=n+1 Jj=n+1
za m,n > ng za nek ng. O

Pripomba. Obrat ne velja, protiprimer je alternirajo¢a harmonicna vrsta.

3.4 Pogojno konvergentne vrste
Y02 =Yool # >0, (2 - 1), temvet oo — oo = nedefinirano.

Vprasanje. Ross-Littlewoodov paradoks. Ali smemo zamenjati vrstni red seStevangja, e imamo neskoncéno mnogo
sumandov?

Najprej vprasSanje natancneje opredelimo in vpeljimo orodja za njegovo obravnavo.

Definicija. Naj bo M C N. Permutacija M je vsaka bijektivna preslikava 7 : M — M. Ce je M = {ay,...,an}
kon¢na mnozica, tedaj m oznac¢imo s tabelo:

Zgled.
1 2 3 4 5
71— =
5 3 1 4 2
Definicija. Vrsta ) a, je brezpogojno konvergentna, ¢e za vsako permutacijo 7 : N — N vrsta Y > 7 (a,)
konvergira in vsota ni odvisna od 7. Vrsta je pogojno konvergentna, Ce je konvergentna, toda ne brezpogojno.

Zgled. 1 — % + % — % + % — .-+ je pogojno konvergentna, ker pri seStevanju z vrstnim redom, pri katerem tiso¢im
pozitivnim ¢lenom sledi en negativen in njemu zopet tiso¢ pozitivnih itd., vrsta ne konvergira.

Izrek. Absolutna konvergenca < Brezpogojna konvergenca

Izrek. Riemannov sumacijski izrek. Ce je vrsta pogojno konvergentna, tedajVa € RU{%o0} 3 permutacija 7 : N —
N =: 220:1 Ur(n) = . ZDB Koncna vsota je lahko karkoli, ce lahko poljubno spremenimo vrsini red sestevanja.
Prav tako obstaja taka permutacija 7, pri kateri ZSLO=1 ar(n) nima vsote ZDB delne vsotee ne konvergirajo.

Zgled. Y00 U0

n

4 Funkcijske vrste

Tokrat poskuSamo seStevati funkcije. V prejSnjem razdelku seStevamo le realna Stevila. Funkcijska vrsta, ¢e je
(an),cy zaporedije funkeij X — R in = zunanja konstanta, izgleda takole:

Z an, ()

Definicija. Naj bo X neka mnozica in ® = {¢, : X = R,n € N} druZzina funkcij.
Pravimo, da funkcije ¢,, konvergirajo po totkah na X, ¢e je Vo € X zaporedje (¢, (z))
Oznacimo limito s ¢ (x). ZDB to pomeni, da

nen konvergentno.

Ve>0,z€ X :3Ing=mnp(e,z) eNYn e N:n>ng=|o, () —p(x)] <e.
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Pravimo, da funkcije ¢,, konvergirajo enakomerno na X, ¢e

Ve>0ang=no(c) e NVx e X,neN:n>ng=|p,(x) —px)] <e

oziroma ZDB

Ve > 03ng=ng(e) e NVn € N:n > ng = sup |¢, () — p(z)| <e.
z€X

Poudariti je treba, da je pri konvergenci po tockah ng lahko odvisen od ¢ in x, pri enakomerni konvergenci pa
le od €.

Opomba. Ocitno enakomerna konvergenca implicira konvergenco po tockah, obratno pa ne velja.

Zgled. Za n € N definiramo ¢,, : [0,1] — [0, 1] s predpisom ¢, (x) = z™. Tedaj obstaja ¢ (z) = lim, . ¢n () =

0 ;2€][0,1)

1 ;z=1
velik pas okoli ¢ () bodo Se tako pozne funkcijske vrednosti ¢, (z) od nekega z dalje izven tega pasu. Ce bi
©n — @ enakomerno, tedaj bi za poljuben ¢ € (0,1) in dovolj pozne n (vecje od nekega ng € N) veljalo Vz € [0,1] :
lon () — ¢ (x)] < e. To je ekvivalentno Vo € (0,1) : [2"| < e & nlogz < loge & n > llggi Toda lim, llggi =
zato tak n ne obstaja.

Torej po definiciji velja ¢, — ¢ po tockah, toda ne velja ¢, — ¢ enakomerno. Za poljubno

b

Definicija. Naj bo X neka mnozica in (f; : X — R)jEN dano zaporedje funkcij. Pravimo, da funkcijska vrsta
Z;L f; konvergira po toc¢kah na X, ¢e Vo € X : Z;i1 fj () < 0 (3tevilska vrsta je konvergentna). ZDB to
pomeni, da funkcijsko zaporedje delnih vsot s,, == Z?Zl f; konvergira po to¢kah na X.

Funkcijska vrsta s = 2;11 konvergira enakomerno na X, ¢e funkcijsko zaporedje delnih vsot s, = 2?21 fi
konvergira enakomerno na X.

Funkcija oblike x Z;il fj (z) se imenuje funkcijska vrsta.

Vaja. Dokazi, da Ziozl x™ ne konvergira enakomerno! Vrsta konvergira po tockah le na intervalu x € (0,1), za
z(1—z™)
l1—x

druge x divergira. Ko fiksiramo zunanjo konstanto, gre za geometrijsko vrsto. Delna vsota Z;Zl ) =

z(1—z™)

0
Velja lim,, oo = xlimn_)oodxz 2. Sedaj prevedimo, ali Ve > 03ng € NVz € (—1,1),n > ng :

11—z 1—x 11—z
mq:;n) — %| < e. Za zaletekk si oglejmo le z > 0. Ker je tedaj % < %, je % - =
= = w(}:zn) = ”"f‘ljinﬂ. Racunajmo sedaj ’clj; <em~a"l <e(l—z)~ (n+1)logx < log(c(1—z)) ~
n+1> % ~n > w — 1. Ker je n odvisen od x, vsota ni enakomerno konvergentna.

Poseben primer funkcijskih vrst so funkcijske vrste funkcij oblike f; = b; - 27, torej potence (monomi).
Definicija. Poten¢na vrsta je funkcijska vrsta oblike Z;’il bj - x7, kjer so a <bj)jeN dana realna Stevila.
Izrek. Cauchy-Hadamard. Za vsako potencno vrsto obstaja konvergencni radij R € [0, 00] 3:

o wrsta absolutno konvergira za |r| < R,

o wrsta divergira za |x| > R.
Velja + = limsup;,_, Y/br], kjer vzamemo Fi=o00in = =0.
Dokaz. Rezultat ze poznamo za zelo poseben primer Vj € N : b; = 1 (geometrijska vrsta). Ideja dokaza je, da
konvergenco vsake potenc¢ne vrste opiSemo s pomocjo geometrijske vrste.

e Konvergenca: Za x = 0 vrsta oc¢itno konvergira, zato privzamemo = # 0. Definirajmo R s formulo iz definicije
(R=——1——). Naj bo z tak, da |z| < R < oo (sledi R > 0). Naj bo ¢ > 0. Tedaj po definiciji R
limsupy,_, o V/|bk|

velja W < % + € za vse dovolj velike k. Za take k sledi

i " < ((; +s> |x>k.

Opazimo, da je desna stran neenacbe ¢len geometrijske vrste, s katero majoriziramo vrsto iz absolutnih

vrednosti ¢lenov naSe vrste. Preverimo, da desna stran konvergira. Konvergira, kadar (% +¢) |#| < 1 oziroma

e < ‘%‘ — %. Po [primerjalnem kriterijul torej nasa vrsta absolutno konvergira.
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e Divergenca: Vzemimo poljuben ¢ > 0. Po definciji R sledi, da je ¥/|bg| > % — ¢ za vse dovolj velike k. Za

take k sledi
1 k
ettt = (5 <) lel) -

Opazimo, da je desna stran neenacbe ¢len geometrijske vrste, ki je majorizirana z vrsto iz absolutnih vrednosti

¢lenov nase vrste. Desna stran divergira, ko (% — 5) |z| = 1 oziroma e = % — ﬁ, zato tudi nasa vrsta divergira.

O
Zgled. Primer konvergenc¢nega radija potencne vrste od prej: Z;’il /. Velja Vj € N : bj = 1, torej R =

-
limsup, o 4/[0x|

lahko e preverimo, da divergira tudi v {—1,1}.

= 1, torej po zgornjem izreku vrsta konvergira za x € (—1,1) in divergira za z ¢ [—1,1]. Ro¢no

5 Zveznost

Ideja: Izdelati Zelimo formulacijo, s katero preverimo, ¢e lahko z dovolj majhno spremembo z povzro¢imo majhno
spremembo funkcijske vrednosti.

0 ;0<z<1

Zgled. Primer nezvezne funkcije je f (x) = {1 )
T =

Definicija. Najbo D CR,a € Din f: D — R. Pravimo, da je f zvezna v a, ¢e Ve > 030 > O0Vx € D : |z —a| <
d=|f(z)— f(a)] <e. f je zvezna na mnozici x C D, &e je zvezna na vsaki to¢ki v D.

Izrek. Karakterizacija zveznosti z zaporedji. Naj bodo D, a, f kot prej. Velja: [ zvezna v a < ¥ (an),cy,an € D :
lim, oo a, = a = lim,, o, f (a,) = f (a) ZDB f je zvezna v a, ¢e za vsako k a konvergentno zaporedje na domeni
velja, da funkcijske vrednosti élenov zaporedja konvergirajo k funkcijski vrednosti a.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

(=) Predpostavimo, da je f zvezna v a, torej Ve > 030 > 0Vz € D : |t —a| < 0 = |f (z) — f(a)| < e. Naj
bo (@n),cy poljubno zaporedje na D, ki konvergira k a, se pravi Ve > 03ng € Nvn € N:n > ny =
|a — an| < e. Naj bo e poljuben. Vsled zveznosti f velja, da je |f (an) — f (a)| < € za vse take a,, da
velja |a, —a| < 0 za neko § € R. Ker je zaporedje (a,), oy konvergentno k a, so vsi ¢leni po nekem ng v
d—okolici a, torej velja pogoj |a, — a| < 4, torej velja | f (a,) — f (a)| < € za vse n > ng.

(<) PDDRAA f ni zvezna v a. Da pridemo do protislovja, moramo dokazati, da 3 (an),cy,an € D 3:
lim,, o a, = a, a vendar lim,_, f (a,) # f(a). Ker f ni zvezna, velja, da 3¢ > 0V§ > 03z € D >:
|l —al < § A|f(z) — f(a)| > e. Izberimo Vn € N : §, == 1. Tedaj Vn € N3z > 0,2 € D = z,, >
lzn —a|l < 2 A|f(zn) — f(a)] > &. S prvim argumentom konjunkcije smo poskrbeli za to, da je nase
konstruiramo zaporedje (), oy konvergentno k a. Konstruirali smo zaporedje, pri katerem so funkcijske
vrednosti za vsak ¢ izven e—okolice f (a), torej zaporedje ne konvergira k f (a).

O

Izrek. Karakterizacija zveznosti s pomocjo praslik odprtih mnoZic. Naj bo f : D — R. f je zvezna na D < za
vsako odprto mnoZico V. C R je f=1 (V) spet odprta mnoZicﬂ.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

(<) Predpostavimo, da za vsako odprto mnozico V' C R je f=* (V) spet odprta mnozica. Dokazujemo, da
je f zvezna na D. Naj bosta a € D,e > 0 poljubna. Naj bo V := (f (a) — ¢, f (a) + €) odprta mnozZica.
Po predpostavki sledi, da je f~' (V) spet odprta. Ker je a € f~1(V), je a € V. Ker je V odprta,
>0 (a—d,a+d)eV. TorejVx € D : |[x —a| <= |f(x) — f(a)] <e, torej je f zvezna na D.

(=) Predpostavimo, da je f zvezna na D, to pomeni Ya € DVe > 036 > OVz € D : |z —a| < § =
|f () — f (a)] < e. Naj bo V poljubna odprta podmnozica R in naj bo a € f~! (V) poljuben (torej
f(a) € V). Ker je f(a) € V, ki je odprta, 3¢ > 0 3: (f(a) —e, f(a) +¢) C V. Ker je f zvezna v a,
3§ >0z e D:|r—al <d=|f(x)— f(a)| <e, torej je tudi neka odprta okolica f (a) v f~1 (V). Ker
je bil a poljuben, je f~! (V) odprta, ker je bila V poljubna, je izrek dokazan.

9Za funkcijo f: D — V za X CV definiramo f~! (X) = {z € D; f(z) € V} C D.
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O

Izrek. Naj bosta f,g: D — R zvezni va € D. Tedaj so v a zvezne tudi funkcije f +g,f —g,f - g in f/g, slednja
le, ée je g(a) # 0.

Dokaz. Ker je f zvezna v a po fizreku o karakterizaciji zveznosti z zaporedji| velja za vsako (an), ey, V0 € N:a, C
D,lim, 00 @, = a tudi lim, o f (a) = f(a). Po lizreku iz poglavija o zaporedjibh| velja, da f (ay) * g (an) —
(f*g)(an) za x € {+,—,+,/}. Zopet uporabimo izrek o karakterizaciji zveznosti z zaporedji, ki pove, da so tudi
f*xgzaxe{+,—, -/} zvezne v a. Pri deljenju velja omejitev f (a) # 0. O

Izrek. Ce sta D,ECR inf:D—FEing: E—R, jego f: D — R. Hkrati pa, ée je f zvezna v a in g zvezna v
f(a), je go f zvezna vam

Dokaz. Vzemimo poljubno (a,),.y € D, da a, — a € D. Zopet uporabimo |izrek o karakterizaciji zveznostil

ker je f zvezna, velja f(a,) — f(a) in ker je g zvezna, velja g (f (an)) — ¢(f (a)). Potemtakem
(go f)(an) — (go f)(a) in po istem izreku je g o f zvezna na D. O

Izrek. Vsi polinomi so zvezni na R.

Dokaz. Vzemimo p (z) = ZZ:O arpk®. Uporabimo prejénji izrek. Polinom je sestavljen iz vsote konstantne funkcije,
zmnozene z identiteto, ki je s seboj n—krat mnozena. Ker vsota in mnozZenje ohranjata zveznost, je treba dokazati
le, da je f (x) = x zvezna in da so Ve € R : f (x) = ¢ zvezne.

fr)=2 Ali velja Ve > 03§ > 0 >: Ve € R: |z —a|] < § = |f(z) — f(a)] < €? Da, velja. Vzamemo lahko
katerokoli § € (0, ].

f(z) =c¢ Najbo c € R poljuben. Tuje |f (z) — f (a)] = |c— ¢| =0, torej je desna stran implikacije vedno resni¢na,
torej je implikacija vedno resnicna.

O

Izrek. Vse elementarne funkcije so na njihovih definicijskih obmodjih povsod zvezne. To so: polinomi, potence, ra-
cionalne funkcije, koreni, eksponentne funkcije, logaritmi, trigonometriéne, ciklometricne in kombinacije neskoncno
mnogo nastetih, spojenih s +,—, -, /,0.

Dokaz. Tega izreka ne bomo dokazali. O
Zgled. f(z):=log (sin®z + 1)+ é/% je zvezna povsod, kjer je definirana.

Definicija. Najboe >0,a € Rin f: (a —e,a+¢)\ {a} — R. Pravimo, da je L € R limita f v tocki a (zapiSsemo
L =1lim, , f (x)), ¢e za vsako zaporedje (an), cx , @n € (a —&,a + )\ {a}, za katero velja a,, — a, velja f (an) — L
ZDB¢eVe>030 >03: |z —a|<d=|f(zx)—L|<e

ZDB ¢eza f: (a —¢e,a+¢) — R s predpisom f (z) := é(x) i 2 (a-¢a+e)\{a} velja, da je zvezna v a.
;T Ea

Opomba. Vrednost f (a), ¢e sploh obstaja, nima vloge pri vrednosti limite.
Posledica. Nagjboae D CRin f: D — R. f je zvezna v a < limy_, f () = f (a).

Zgled. Kvadratna funkcija f (z) = 22 je zvezna. Vzemimo poljuben a € R,e > 0. Obstajati mora taka § > 0 >:
VeeR:|x—al|<d=|f(z)— f(a)| <e.

Podan imamo torej a in ¢, Zelimo najti 8. Zelimo priti do neenakosti, ki ima na manjsi strani |f (z) — f (a)| =
|22 — a?| in na vegji strani nek izraz z |z — a|, da ta |z — a| nadomestimo z § in nato ve€jo stran enadimo z ¢, da
izrazimo ¢ v odvisnosti od 4 in a.

Racunajmo: |z% — a?| = |z — al |z + a|. Predelajmo izraz |z + a| = |(z — a) + 2a| < |z — a| + |2a], torej skupaj
|22 — a®| < |z — a| (|z — a| + |2a|). Sedaj nadomestimo |z — a| z 6: 2% — a?| < § (6 + |2a). Is¢emo tak ¢, da velja
|22 — a®| < ¢, zato enacimo 6 (§ + |2a|) = € in dobimo kvadratno enatbo 6% + |2a|§ — & = 0, ki jo resimo z obrazcem

za nicle:
—2lal £ \/4|a)® — 4 5
= —Jol +/Jal

2

(5172 = — &

OVelja (go f) (z) = g (f (z)).
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Toda ker is¢emo le pozitivne 4, je edina reSitev

3 5 Vl0al> = —|a (\/ |a|2—5—|a> (\/ |a|2—5—|—|a> .
5= —lal+/lof? — e = \/laf? - o] = Y = 2 - —
Vial =+ 1a VIaP =+ 1a

Definicija. Najbo D C R,a e R2: Ve > 0: DN(a,a+e)#0. Najbo f: D — R. Stevilo Ly € R je desna
limita funkcije f v tocki a, ¢e V (an),cy C DN (a,0) : an — a = f(a,) = Ly ZDB &e za vsako k a konvergentno
zaporedje s ¢leni desno od a velja, da funkcijske vrednosti ¢lenov konvergirajo k Ly. Oznaka Ly =lim,_, .+ f (z) =
limz o f (z) = f (a+0). Podobno definiramo tudi levo limito L_ = lim, ,,- f () = lim, », f () = f (a —0).

Izrek. Najbo D CR ina € R da veljaVe >0: DN (a,a—¢) ZOADN(a,a+¢)#D. Najbo f: D — R. Velja
Alim, ., f (2) & Flim, 7, f(2) ATlimen o f (2) Alimy »g f (2) = lima o f () V tem primeru velja limg_,, f (z) =
hmx/‘a f ({E) = limz\a f (.’E)

Definicija. Oznac¢imo limg~, f (z) =t f(a+0),limg », f (z) = f(a—0). Ce 3f(a+0) in If (a — 0), vendar
f(a+0)# f(a—0), pravimo, da ima f v tocki a ,skok".

Zgled. lim,_,q He%/f ne obstaja. Zakaj? Izra¢unajmo levo in desno limito:

1
lim ———— =0, lim ———— =
ml\H%Jl—&—el/”” ’m%1+e1/ff

Toda Flim, . f (2) © Ilim, ~, f () A Flimg o f(2) Alimg g f(2) = limg, f ().

Definicija. Funkcija f je na intervalu D odsekoma zvezna, Ce je zvezna povsod na D, razen morda v konéno mnogo
tockah, v katerih ima skok.

Zgled. Naj bo f:R\ {0} — R s predpisom x — % Zanima nas, ali obstaja lim,_,o f (). Grafi¢ni dokaz.
TODO XXX FIXME SKICA S TKZ EUCLID, glej ZVZ III/ANA1P1120/str.8
Slika 1: Skica.

O¢itno velja AABD C krozni izsek DAB C AABC, torej za njihove plos¢ine velja

sin x T T tanzx 2
<—rx=-< /=
2 21 2 2 sinx
T 1 .
1< — < / lim
sinz ~ coszx z—0
lim 1 < lim — < lim
z—0 z—0 sInx z—0 COS X
1 < lim — <1
z—0 SIn
. T
lim — =1
z—0 sin x

Da na$ sklep res potrdimo, je potreben spodnji izrek.
Izrek. Ce za f,9,h: D — R velja za a € D:
o e>0Wre(a—egat+e)\{a}: f(x) <g(z)<h(x)in hkrati

o Jlimy, . f(2),limyq b (2) in limg—q f(2) = limg—q b (z) = L, tedaj tudi Ilim,_,q g (z) in lim,, g (x) =
L.

Dokaz. Najbo A= A(x) =max{|f(z) — L|,|h(z) — L|}. Velja

e g(z) —L<h(z)—L<|h(z)—L| <A(x)in

o L—yg(@)<L—f(z) <I[f(z) - L] < A().
Posledi¢no |g () — L| < A(x). Naj bo sedaj € > 0 poljuben. Tedaj velja 361 > 03: |z —a| < d; = |f(x) —L| <¢
in 302 > 03: |[x —a| <d2 = |h(z) — L| <e. Za § = min {d1, 02} torej velja |z —a|] < d = |g(x) — L| <e. O
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5.1 Zvezne funkcije na kompaktnih mnozicah

Definicija. Mnozica K C R je kompaktna < je zaprta in omejena ZDB je unija zaprtih intervalov.
Izrek. Naj bo K C R kompakina in f: K — R zvezna. Tedaj je f omejena in doseZe minimum in maksimum.
Zgled. Primeri funkcij.

1. fi(x)= % na I1 = (0,1]. f; je zvezna in lim,_,¢ f1 () = oo, torej ni omejena, a I ni zaprt.
0 ;2=0 . . .. . . e . .
2. fo(z) = 0.1] ni omejena in je definirana na kompaktni mnoZici, a ni zvezna.
T e
3. f3(xz) =z na z € (0,1). Je omejena, ne doseze maksimuma, a D, ni kompaktna (ni zaprta).

Dokaz. Naj bo K C R kompaktna in f: K — R zvezna.

;2 €(0,1)

. Velja su = 1, ampak ga ne doseze, a ni zvezna
wefo1) Y D fa pak g

[N

e Omejenost navzgor: PDDRAA f ni navzgor omejena. Tedaj Vn € Nz, € K 3: f(z,) > n (*). Ker je
(7n),,cny Omejeno zaporedje (vsi ¢leni so na kompaktni K'), ima stekalide, recimo mu s € R. Vemo, da tedaj
obstaja podzaporedje (T, ),cy 3t 5 = limg 00 T, Ker je K tudi zaprta, sledi s € K. Ker je f zvezna na
K, velja f(s) = limg— o0 f (2, ). Toda po (¥) sledi limy oo f (25, ) = 00, zato f (s) = oo, kar ni mogoce, saj
je f(s) € R. —+. Torej je f navzgor omejena.

e Omejenost navzdol: PDDRAA f ni navzdol omejena. Tedaj Vn € N3z, € K 3: f (z,) < —n (¥). Ker je
(7p),,cny Omejeno zaporedje (vsi ¢leni so na kompaktni K'), ima stekalide, recimo mu s € R. Vemo, da tedaj
obstaja podzaporedje (T, ),cy 2t 8 = limg 00 T, . Ker je K tudi zaprta, sledi s € K. Ker je f zvezna na
K, velja f(s) = limp—oo f (zn,). Toda po (*) sledi limy_yo0 f (Sn,,) = —00, zato f(s) = —oo, kar ni mogoce,
saj je f(s) € R. —<—. Torej je f navzgor omejena.

e Doseze maksimum: Ozna¢imo M := sup,cx f (2). Ravnokar smo dokazali, da M < oco. Po definiciji supre-
muma Vn € N3¢, € K >: f(t,) > M — % Ker je K omejena, ima (t,), stekalis¢e in ker je zaprta, velja
t € K, zato 3 podzaporedje (tnﬂ')jeN it =limj 00 tp,;. Ker je f zvezna, velja f (t) =lim; o f (tnj). Toda

ker f(tn,) > M — Li] > M — ;, velja f (t) > M. Hkrati po definiciji M velja f (t) < M. Sledi M = f (t) in

zato M = max,ex f ().

e Doseze minimum: Oznafimo M = inf,.cx f (z). Ko smo dokazali omejenost, smo dokazali, da M > —oo. Po
definiciji infimuma Vn € N3t,, € K >: f (t,) < M + % Ker je K omejena, ima (t,),, stekalise in ker je zaprta,
velja t € K, zato 3 podzaporedje (tn],)jeN S:t = limj o0 by, . Ker je f zvezna, velja f (t) = lim; o f (tnj).
Toda ker f (t,,) < M — 1711 < M — 3, velja f (t) < M. Hkrati po definiciji M velja f (t) > M. Sledi M = f (t)
in zato M = mingcx f ().

O

Izrek. Naj bo f : [a,b] = R zvezna in f (a) f (b) < 0. Tedaj 3¢ € (a,b) >: f (&) = 0.

Dokaz. Interval Iy = [a, b] razpolovimo. To pomeni, da pogledamo levo in desno polovico intervala Iy, torej [a, “TH’}
in [C‘T'H’,b]. Ce je f (‘%b) = 0, smo nasli iskano tocko &, sicer z I; oznac¢imo katerokoli izmed polovic, ki ima
0, 28] (@) £ (342) <0
3 [52.0] f(52) F0) <0
nadaljujemo. Ce v kon¢no mnogo korakih najdemo &, da je f(£) = 0, fino, sicer pa dobimo zaporedje intervalov
I, = [an,by] C [a,b] = Iy >:

f v krajis¢ih razli¢no predznacene funkcijske vrednosti. Torej I, = { S postopkom

1. VneN:|L,| =2""|]| in
2. VneN: L1 ClI,, torej any1 > an Abpy1 < by, in

3. ¥neN: f(ay,) f(by) <0.
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Ker sta zaporedji (an ), cy in (bn), <y Omejeni in monotoni, imata po [izreku o konvergenci monotonih in omejenih|
limiti o == limy,—y00 @y = SUP, ey @y in B = lim, o0 = Sup,cy by in o, B € Iy, ker je Iy zaprt.
SlediVn e N: |a— 8| =0—a <b, —a, = |I,| = 27" |Iy|, torej lim,, yo0 | — | =0=a— 3 =0.
Ker je f zvezna in ay,b,,& € Iy, sledi lim, o0 f (an) = f (@) = f(§) = [ (B) = limy—00 f (by).
Po tocki [ velja f (a) f (8) < 0. Ker pa £ (a) =  (8), velja f (a) = £ (8) = £ (€) = 0. O

Posledica. Naj bo I = [a,b] omejen zaprt interval € R in f: I — R zvezna. Tedaj Jx_,xy € [ 2:Vzx €1 : f(x) €

F(e2),f (ey)] in Yy € [f (z), f (e:)) 32 € I 5y = f (2) ZDB f(I) = [ (&) ./ (4)] ZDB avezna funkcija na
zaprtem intervalu [a,b] doseze vse funkcijske vrednosti na intervalu [f (a), f (b)].

Dokaz. Dokaz posledice. Naj bo y poljuben. Ce je y = f(z-), smo nasli x = x_. Cejey = f(z4), smo nasli
x=x4. Sicer paje f(z_) <y < f(zy4). Oglejmo si funkcijo g (z) == f(x) —y. Kerjeg(z_)=f(z_) —y < 0 in
g(xzy)=f(zy)—y > 0in g zveznana [x_ —y, x4 — y|, torej po prejénjem izreku Iz € [z_ —y, x4 —y] D: g (x) =

kar pomeni ravno f (z) = y. D

Izrek. Naj bo I poljuben interval med a,b € RU{—o00,00} in f: I — R zvezna in strogo monotona. Tedaj je f (I)
interval med f (a+0) in f (a —0). Inverzna funkcija f=! je definirana na f (I) in zvezna.

Zgled. f := arctan, I := (—00,00), zvezna. Naj bo y € f(I) poljuben. Tedaj !z € I >: y = f (x) in definiramo
x = f~1(x). f~! obstaja in je spet zvezna.

Dokaz. Ne bomo dokazali. O

5.2 Enakomerna zveznost

Definicija. f:I — R je enakomerno zvezna na I, ¢e
Ve> 030> 0Ve,yel:|lz—y|<d=|f(z)—f(y) <e.
Opomba. Primerjajmo to z definicijo f : I — R je (nenujno enakomerno) zvezna na I, ¢e
Ve >0,a€ I >0ael:|z—al<d=|f(z)—f(y)|<e.

Pri slednji definiciji je § odvisna od ¢ in a, pri enakomerni zveznosti pa le od e.

Zgled. f (z) = ; ni enakomerno zvezna, ker je § odvisen od a. Ce pri fiksnem ¢ pomaknemo tisto pozitivno tocko,
v kateri preizkuSsamo zveznost, bolj v levo, bo na neki tocki potreben o7ji, manjsi ¢

Izrek. Zvezna funkcija na kompaktni mnoZici je enakomerno zvezna.

Dokaz. Naj bo f : K — R zvezna, kjer je K kompaktna podmnozica R. PDDRAA f ni enakomerno zvezna.
Zanikajmo definicijo enakomerne zveznostit Je > OV§ > 03zs,y5 € I : |as —ys| < O A|f (zs) — [ (ys)| > €. z,y sta
seveda lahko odvisna od ¢ in ¢, zato v subskriptu piSemo ¢, ki ji pripadata. Ker smo dejali, da to velja, si oglejmo
Vn eN:§, = % in pripadajo¢i zaporedji (Jcl/n) n (yl/")nEN' Ker je K kompaktna, ima zaporedje (xl/n)

neN
ki konvergira k x. Podobno obstaja podzaporedje

i
neN
stekalisée v «x € K, torej obstaja podzaporede (xl/"k)kew
(yl/nkl )l , ki konvergira k y € K. PiSimo sedaj x; = T1/py, in gy, = Y1/, -

€N

Velja torej & — = in y; — y. Sledi | —y| < limyoo (Jo — 2| 4+ |21 — yi| + |yt — y|)- Levi in desni ¢len sta
v limiti enaka 0 zaradi konvergence zaporedja, srednji pa je manjsi od % zaradi naSe predpostavke (PDDRAA),
potemtakem je x = y.

Zato limy_oo (f (z1) — f (1)) = Hmy—oo [(f (1) = f (2)) + (f (2) — f (y)) + (f (y) — f (x1))]. Levi in desni ¢len
sta v limiti enaka 0 zaradi konvergence zaporedja in zveznosti f, srednji pa je tudi 0, ker x = y, potemtakem
f(x) — f(y) — 0, kar je v protislovju z |f (x;) — f (y1)] > € za fiksen ¢ in VI € N. —4, f je enakomerno

zvezna. 0
Posledica. En zaprt interval % bo enakomerno zvezen, % sama po sebi kot (0,00) — R pa ni definirana na kompaktni

mnoZici. Prav tako arcsin in x — \/x.
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6 Odvod

Najprej razmislek/ideja. Odvod je hitrost/stopnja, s katero se v danem trenutku neka koli¢ina spreminja.

TODO XXX FIXME SKICA S TKZ EUCLID (ali pa — bolje — s ¢im drugim), glej PS zapiski/ANA1P FMF
2023-12-04.pdf

Slika 2: Skica.
Radi bi dolo¢ili naklon sekante, torej naklon premice, dolo¢ene z x in neko bliznjo toc¢ko x + h na grafu funkcije,

ki je odvisen le od z, ne pa tudi od izbire h. Bliznjo tocko posljemo proti zacetni — h posljemo proti 0. Naklon
fz+h)—f(z)

izra¢unamo s izrazom ——————.
Definicija. Odvod funkcije f v tocki z oznac¢imo f’ (z) = limy, ¢ w Ce limita obstaja v tocki z, pravimo,

da je funkcija odvedljiva v z. Pravimo, da je f odvedljiva na mnozici I C R, ¢e je odvedljiva na vsaki t € I.

Zgled. Primeri odvodov preprostih funkeij.
F@)=cceR f (z) = limy_, o L=t _ g

h
f(.’L') = f/ (3’,‘) = 1imh~>0 M — limh—)o W -1
f@)=a? f(a) = limy oo TR = timy, o SE2IE=2 = Jimy, o 22050 = Jimy, 0 20+ h = 20
Trditev. Odvod potence. Za poljuben n € N so funkcije f (z) = 2" odvedljive na R in velja f’ (z) = na" 1.
Dokaz.

i fl+h) —f@)=(@+h)"—2"=>]_ (Z)hkx”_k — " =2+ nha" + Y, (Z) hlgn—k_g= B
h—0 h o

= lim nha" 7 + 2222 (Z)hkm"—k = lim % (nx"—l + ZZZQ (:)hk_lx"_k) = lim [ nz" '+ Zn: " pl—lpn—k | —
h—0 h h—0 )3 h—0 = \k

n
_ . n _ _
=nz" ! + lim 2k = !
h— k
k=2

O
Trditev. sin’ = cos, cos’ = —sin
Dokaz. Najprej dokaZimo sin’ = cos.
I sin (x + h) — sin (z) = sinx cosh + sinhcosx — sinz = sinx (cosh — 1) + sinh cos x
m =
h1~>oo h
. ) cosh—1+ sin h I ) (COSh—l)(COSh—l—l)ZCOSQh—IZ—Sin2h+ sin h
= lim | sinzt——— + cosx = lim ( sinx cos T =
h—0 h h h—0 h(cosh+1) h
1
. . —sinh sin h n sin h . sin .
= lim ( sinx . cosz—— | = lim cosx —sinx = cos T
h—0 h cosh+1 h h—0,/h
Sedaj dokazimo e cos’ = — sin.
cos (x + h) —cos(x) = coszcosh —sinxsinh — cosx = cosx (cosh — 1) —sinzsinh
m =
h—0 h
) cosh—1 sinh ) (cosh —1) (cosh+1) =cos’h —1 = —sin®h . sinh
= lim [ cost———— —sinx = lim ( cosx —sinx =
h—+0 h h h—0 h(cosh+1) h
1
. —sinh sin h . sinh . sin /OS% . .
= lim [ cosx . —sinz = lim —cosa——— —sinx = —sinx
h—0 h cosh+1 h h—0 h cosh+1
O
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Dejstvo. Od prej vemo lim,,_, (1 + %)n = e (limita zaporedja). Velja tudi lim,_, o (1 + %)I = e (funkcijska
limita). Ne bomo dokazali.

Trditev. Odvod eksponentne funkcije. Naj bo a > 0 in f (z) = a®. Tedaj je f' (z) = a” Ina.

Dokaz.
f(x+h)— f(z)=a"a" —a” . a —1

lim = lim am = ...
h—0 h h—0 h

Sedaj pisimo % = a" — 1. Ulomek “’—h_l namre¢ ni odvisen od x. Sedaj

_In (% + 1)
N Ina
Nadaljujmo s prvotnim rac¢unom, lo¢imo primere:

a>1,h\, 0 Potemtakem a” — 1\, 0, torej % N 0, sledi z 7 o0.

1 1
= =1In 1 1
o =a” lim —%— =a" lim Zl =a” limizaac 1imyzaxlna
2—00 1n(§+1) z—00 In (; ) z—00 In (l + 1) z—o0 Ine
Ina #
a>1,h /0 Potemtakem a" —1 0, torej % A0, sledi 2\ —oo.

1 1

=" lim —e =¢® lim — o —a%lna

z——o00 |n (% + 1) z——00 IHW
Kajti lim, o0 (1 4+ £)" = P

€ (0,1] Podobno kot zgodaj, bodisi z ,* oo bodisi z \, —o0.

Trditev. Ce je f odvedljiva v toc¢ki z, je tam tudi zvezna.

Dokaz. Predpostavimo, da obstaja limita limp_.q M Zelimo dokazati f (z) = limy—,, f (¢). RaCunajmo:

f(x) =Tim f(t)

0= Jim f (1)~ / (x)
0= Jim f (z+ 1)~ f (x)

. : fx+h)—f(x)
0%&(f(x+h)f(:c))hm< h)

h—0 h

Limita obstaja, ¢im obstajata limy_,q w, ki obstaja po predpostavki, in limy_,oh, ki obstaja in ima

vrednost 0. 0
Zgled. f (z) = |x| = V2. Je zvezna, ker je kompozitum zveznih funkcij, toda v 0 ni odvedljiva, kajti lim,_,o M =
limy,_,q |h|h_0 = limy 0 sgn h. Limita ne obstaja, ker —1 = limy, ~osgn h # limy,\ gsgnh = 1.

Izrek. Naj bosta f,g odvedljivi v x € R. Tedaj so f+ g, f —g,f - 9g,f/g (slednja le, de g(x) # 0) in velja
(f+9) =f+g,(f9) =9+ fd, (flg) = L&A

24



Dokaz. DokaZimo vse Stiri trditve.
f+g  Velja(f +g)(z)=f(z)+g ().

(f+g)/(x):%ig})(f+g)(x+h)*(f+g)(x):ff(Lx+h)+g(m+h)*f(r)*g(I) _

:}1}3%) (f(:c—kh})L—f(x) N g(x—|—h})b—g(x)> — @) 4 g ()
—f  Najbog=—f. g (x) = limpo LRI = limy o “HEFPEED = —limy, o FEREHE = —f (),
zato
(f=9) (@) = +(=9) (@) = [ (&) + (=9) (&) = ' (z) = ¢/ (x)
fg Velja (fg) (z) = f (z) g (). PriStejemo in odStejemo isti izraz (v oglatih oklepajih).
roy o f9)@th)—(fg)(@)=Fflx+h)gl@+h) —f@)g@) +[f(x)gx+h)—fx)gx+h)]
(f9)' (&) = Jim - -
o G ()~ @) () (gl ) g (@)
h—0 h
x —f(z () g(x —g(z
= i LEENZTD iy i SEIDZIE) ) 1y g ) 4 ) 1 )
flg Velja (f/g) () = f (x) /g (z). Pristejemo in odstejemo isti izraz (v oglatih oklepajih).
(o) (@) =t 19 @M = 19 () = S5 — 565 = St — st = T g
h—0 h
_ oy L@t g@) — f@)gl@zth)=Fflzt+h)g(@)—fl@)gleth)+[f(z)g(z)— flz)g(@)] _
h—0 hg () g (x + h)
(LI o) grrie S
h—0 h g@)g(z+h) h g(z)g(z+h)
e 1 flz+h)—f(x) _gl@th) —g(@) . ) _
i ((geserm) (e )
Ll @) @) @) (@)
0
Zgled. tant (z) = (822)) = shClentelosnteleod o) _ eolatan’ el _ oo (),

Izrek. Odvod kompozituma. Naj bo [ odvedljiva v x in g odvedljiva v f (x). Tedaj je g o f odvedljiva v = in velja
(go f)(z) =9g'(f(x))- [ (x) (opomba: (go f)(z) =g (f (2))).

Dokaz. Oznagimo a = f (z) in oy :== f (x + h) — f (z), torej f (x+h) :=a+ 5 (h).

i Yo @+ h)—(gof)(@)=g(f(x+h) —g(f(x) =glatdn)—g(a) On
h—0 h h—0 o, h

Cglatd)—gl@) farh)-f)
h—0 5h h

Ker je f odvedljiva v z, je v x zvezna, zato sledi h — 0 = J;, — 0, torej

=g @) @) =g (f @) f (@)
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Zgled.( f)(x) =sin (2%) = (go f) (z), f (z) = 2%, g (z) = sinz in velja ¢’ (z) = ¢’ (f (2)) f' (z) = sin’ (2?) (2?)" =
2z cos (z7).

Zgled. v (x) =sin® (z) = (go f) (x), f (x) = sin, g (v) = 22 in velja ¢’ (z) = ¢’ (f (x)) f' (¥) = 2sinx cosx = sin 2z
(sinus dvojnega kota)

Zgled. ¢’ (z) = sin (6”2) = sin (e($2)) =(gohof)(z),g(z)=sinz, h(zx)=e* f(x) =22 & (x) = cos (6”2) e 2,
kajti (%) = e®.

Definicija. Funkcija f: I C R — R je zvezno odvedljiva na I, ¢e je na I odvedljiva in je f’ na I zvezna.

z?sind ;2 #0 . . . D L
Zgled. f(z) = 0 z je na R odvedljiva, a ne zvezno. Odvedljivost na R\ {0} je o€itna, preverimo Se
jT =
odvedljivost v 0:
h) =0 hsin 1 1
/ _ 1 L — 1. h — 1. . i
PO =l = =iy =~ imheing =0

ker h pada k 0, sin% pa je omejen z 1. Velja torej

2rsini —cosi ;x#0
/x _ xT xT )
ro-{; S

Preverimo nezveznost v 0. Spodnja limita ne obstaja.

1 1
lim <2/:z:m{1/ cos ) = — lim cos —
z—0 x x z—0 x

Izrek. Odvod inverza. Naj bo f strogo monotona v okolici a, v a odvedljiva in naj bo f' (a) # 0. Tedaj bo inverzna
funkcija, definirana v okolici b = f (a) v b odvedljiva in veljalo bo (f’l)/ (b) = ﬁ = W.

Dokaz. Ker je |zvezna in strogo monotonal na okolici a, inverz na okolici f (a) obstaja in velja f(z) = s & o =
f1(2), torej f~1(f (z)) = = za v okolici a.
Uporabimo formulo za [odvod kompozituma) in velja

FrU@)) =Y @) fla) =) =1

/

—1\/ T _ 1
() @) = 7
Vstavimo z = f~! (y) in dobimo za vsak y blizu f (a):
—1\/ o ].
U@ = 5o

Zgled. Nekaj primerov odvodov inverza.

Log(a) = Vo= zv zan € Nx > 0. Velja g = f~! za f (z) = 2". Uporabimo formulo za jodvod potence| in
zgornji izrek. Velja f/ (z) = na"~tin f~! = /.
’ 1 1 1 1 1 .,

R Y ) A I E70 R

3=
3

(a) h(z) = ¥am =2% = g(2)" zan,m € N,z > 0. Uporabimo formulo za jodvod potence|in [kompozitumal
in zgornji primer. Velja ¢’ (x) = %x%’l, torej

_ m=1 1
B (z) =mg ()™ "¢ (x :m(x%) CogwTl= e el = g
@) =mg@" " g @) - "

(b) Izkaze se, da velja celo Vo > 0,a € R : (2%)" = az®~!. Mi smo dokazali le za a € Q.
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2. Logaritmi, inverz e”. Gre za [odvod eksponentne funkcije} torej (a”) = a”Ilna. Tedaj (e*) =
Uporavimo jodvod inverzﬁ torej (f_l)/ (x) = W in za g (z) = log z uporabimo g (z) = f~' (x), kjer je
/(@) = e

, _ =1 11
log' (@) = (1)) (@) = oz = =
3. g(z) = arcsinz za x € [—1,1], torej je g = f~1, kjer je f =sin za z € [5F, Z].
J (@) = 57
[ (@)
. 1
g (sinz) = p—

Ker velja sin? z + cos? z = 1, je cos? z = 1 — sin® , sledi cos z = /1 — sin® z, torej nadaljujemo:
1
2

1 —sin“x

g (sinz) =

Sedaj zamenjamo sinx s t in dobimo:

gt = = arcsin® ¢

V1—1¢2

6.1 Diferencial

Fiksirajmo funkcijo f in tocko a € R, v okolici katere je f definirana. Zelimo oceniti vrednost funkcije f v blizini
to¢ke a z linearno funkcijo — to je y (z) = Az za neki A € R. ZDB I§¢emo najboljsi linearni priblizek, odvisen od h,

za f(a+h)— f(a).
Definicija. Naj bo f definirana v okolici tocke a € R. Diferencial funkcije f v tocki a je linearna preslikava

df (a) : R — R z zahtevo
L1t h) — f (a) — df (a) ()

=0.
h—0 ‘h|

Opomba.

. fla+h)— f(a)—df (a)(h) . fla+h)—f(a) (df (a))(h)
Jim 7 — o= Jin (L= ENE)

Upostevamo linearnost preslikave

LM 1@ ) = p(0) - @) =0

= lim
h—0

f'(a) = df (a)
Torej f (a+ h) — f (a) = df (a) (h) — najboljsi linearni priblizek za f (a + h) — f (h).

Zgled. Uporaba diferenciala. a je tocka, v kateri znamo izra¢unati funkcijsko vrednost, a + h pa je tocka, v kateri
zelimo priblizek funkcijske vrednosti. Izradunajmo priblizek v/2:

.« f0)=Va
ea+h=2

e a=225h=-0,25

o fla)=va=15

o« /()= 5l fla=2,25) =1

e Preizkus: (%)2 = % =2+ ﬁ ... Absolutna napaka ﬁ.
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Definicija. Naj bo I C R interval in f : I — R odvedljiva povsod na I. Vzemimo a € I. Ce je v a odvedljiva tudi
f', pisemo f” (a) = (f (a))’. Podobno pisemo tudi vigje odvode: f) (a) = ' (a), f" 1) = (f(”))l, O (a) = £ (a),
F® (a) = " (a).

Opomba. Pomen besede ,,odvod*:
e Odvod v dani tocki: [ (a) za fiksen a € R ali

e Funkcija, ki vsaki tocki « € R priredi f’ (x) po zgornji definiciji.

Definicija. C™ (I) je mnozica funkcije f : I — R, daVe € I3f" (z), " (x), f®), ..., f™ (z)indaso f, f', f, f®, ...

zvezna funkcije na I. (seveda ¢e obstaja j—ti odvod, obstaja tudi zvezen j — 1—ti odvod). ZDB je to mnoZica
funkcij, ki imajo vse odvode do n in so le-ti zvezni. ZDB to so vse n—krat zvezno odvedljive funkcije na intervalu
1.

Oznag¢imo C* (I) :=(,_, C™ (I) — to so neskon¢nokrat odvedljive funkcije na intervalu I.
Opomba. Intuitivnﬂ velja CY(I) D> C?(I)>C3*(I)>C*(I)D---
Zgled. Nekaj primerov.

e Polimomi C C* (R).

322 x>0 6x ;x>0
-f<x>:|x|3,f'<x>={_3m2 20 s, 1 (@) = {0 _m<O:6xsgnz,f”'(a?)={

6sgna in v 0 ni odvedljiva, zato f € C? (R) a f ¢ C® (R), ker 3f” in je zvezna na R, a f"” sicer obstaja, a ni
zvezna na R. Velja pa f € C™ (R\ {0}).

Izrek. Rolle. Naj bo f :[a,b] = R za a,b € R zvezna na [a, b] in odvedljiva na (a,b).
fla)=f(b) = 3a € (a,b) 5: f'(a) =0

Dokaz. Sumimo, da je ustrezna « tista, ki je max ali min od f na I. je f zvezna na [a, b] (kompaktni mnozici),
Joq € [a,b], a2 € [a,b] 3: f (a1) = max f ([a,b]) A f (a2) = min f ([a, b]).

Ceje {a1,as} C {a,b}, je f (a1) = f (a2) in je v tem primeru f konstanta (3lc € R 3: f (x) = ¢), ki je odvedljiva
in ima povsod odvod nic.

Sicer pa {a1,as} € {a,b}. Tedaj lo¢imo dva primera: O

a1 € (a,b) To pomeni, da je globalni maksimum na odprtem intervalu. Trdimo, da je v lokalnem maksimumu

odvod 0. Dokaz: £ B — f (o)
’ T ap+hn)— flog
filan) = Jim h

Za a; (maksimum) velja f (a1 +h) — f (a1) < 0 (¢im se pomaknemo izven tocke, v kateri je maksimum,
je funkcijska vrednost nizja). Potemtakem velja

flar+h)— f(ar) <0 ;h>0
h >0 ;h<O

Ker je funkcija odvedljiva na odprtem intervalu, sta leva in desna limita enaki.

flar+h) = f(a) flai+h) = f(a1)

> 1i =1 >
0= h 5 n =0
Sledt f( h) — f (a1)
. o+ h)—floa) .
M h —r=0

as € (a,b) To pomeni, da je globalni minimum na odprtem intervalu. Trdimo, da je v lokalnem minimumu odvod
0. Dokaz je podoben tistemu za lokalni maksimum.

11Baje. Jaz sem itak do vsega skepticen.
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Izrek. Lagrange. Naj bo f : [a,b] = R za a,b € R zvezna na [a,b] in odvedljiva na (a,b).

f(b) = f(a)

Sac€ (a,0) 1 £ (0) — f (@) = 1 (@) (b —a) ~ T2

= f' ()
ZDB na neki tocki na grafu funkcije je tangenta na graf funkcije vzporedna premici, ki jo dolocata tocki (a, f (a)) in
(b, f (b))-

Dokaz. Za dokaz Lagrangevega uporabimo Rolleov izrek. SploSen primer prevedemo na primer h(a) = h (b) tako,
da od naSe splosne funkcije f odstejemo linearno funkcijo g, da bo veljalo (f —g) (a) = (f — g) (b). Za funkcijo
g () mora veljati naslednje:

e kkneR>: f(zx)=kx+n
e g(a)=0
° g(b)=r() - f(a)

Opazimo, da mora biti koeficient funkcije g enak W, vertikalni odklon pa tolikSen, da ima funkcija g v a
niclo: )
FO-f@,
b—a
_ _fO)—-f(a)
=-——7—"—""q
b—a

Nasli smo funkcijo g (z) = W (z — a). Funkcija (f — g) sedaj ustreza pogojem za Rolleov izrek, torej Ja €

[a,b] 2: (f —9) (@) = 0= ¢ (a) = f'(a) = W, kar smo Zeleli dokazati. O

Posledica. Naj bo I C R nenujno zaprt niti omejen in f : I — R odvedljiva na I. Tedaj je f Lipschitzova.
Lipschitzove funkcije so enakomerno zvezne.

Dokaz. Po Lagrangeu velja Vz,y € I3a € (z,y) 3: f(x) — f(y) = f' (o) (x — y). Potemtakem |f (z) — f (y)| =
|f" (a)] |z — y| < supge(y ) |f ( )\ |x —y|. Torej AM > OVz,y : |f () — f (y)] < M |x — y|, enakomerno zveznost
pa dobimo tako, da 0 (&) = m Racunajmo. Naj bo M = supgc; |f' (B)], ki obstaja.

Y,y |f (x) = f )l < M|z —y|

Va,y |z —y| < =>\f(x)—f(y)|Sle—y|<sBup|f’

& &
supger | (B)] |M =€
Vedd (e)Va,y i |z —y| <d(e) = |f(z) = fly)l <e
O

Opomba. Lipschnitzovim funkcijam pravimo tudi Holderjeve funkcije reda 1. f je Holderjeva funkcija reda r, ¢e
velja IM > OVa,y € 12 |f (z) — f(y)| < M |z —y|".

Trditev. Naj bo I odprti interval, f : I — R odvedljiva. Tedaj:
e fnaraséana l < f/>0nal
e fpadanal < f/<Onal
e f strogo naraiéa na I < f’ > 0 na I. Protiprimer, da ni <: f (z) = 23, ki strogo naraséa, toda f’(0) =0
e f strogo pada na I < f’ < 0 na I. Protiprimer, da ni <: f (z) = —2, ki strogo pada, toda f’ (0) = 0
Dokaz. Dokazimo le f naras¢a na I < f’ > 0 na I. Drugo tocko dokaZemo podobno. Dokazujemo ekvivalenco:

(<) f' > 0 = f narasta. Vzemimo poljubna ¢; < t2 € I. Po Lagrangeu Jo € (t1,t2) >: f (t2) — f (t1) =
/' (a) (t2 — t1). Ker je po predpostavki f'(a) > 0 in t3 —t; > 0, je tudi f (t2) — f(¢1) > 0 in zato
f(t2) > f(t1).

(=) f narascéa = f' > 0. Velja f' (z) = limy,, W Po predpostavki je f (z 4+ h) — f () > 0, ¢im je
h>0,in f(x+h)— f(x) <0, ¢im je h < 0. Torej je ulomek vedno nenegativen.

O
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6.2 Konveksnost in konkavnost

Definicija. Naj bo I C R interval in f : I — R. f je konveksna na I, ée Va,b € I daljica (a, f (a)), (b, f (b)) lezi
nad grafom f.
Enac¢ba premice, ki vsebuje to daljico, se glasi (razmislek je podoben kot pri|Lagrangevem izrekul)

g =TO T o)1 s

Za konveksno funkcijo torej velja Va,b € I : Va € (a,b) : f (z) < L8=L@ (3 _ 4) 4 f (a) oziroma

b—a

fx)—=fla) _ f(b) = f(a)

T—a - b—a

Vsak 2 na intervalu lahko zapiSemo kot z = a+t (b — a) zanek t € (0,1). Tedaj je z —a =t (b — a) in konveksnost

se glasi
f(b) = f(a)
Wt@/‘/i)’-ﬁ- f (a)

flattb—a))=flat+tb—ta)=f((1-t)a+tb) <if(b)—tf(a)+ f(a) = (1—1)f(a)+1if (D)

Konveksna kombinacija izrazov a, b je izraz oblike (1 — t)a+tbza t € (0,1). Potemtakem je ZDB definicija kon-
veksnosti Va, b € I : funkcijska vrednost konveksne kombinacije a, b je kve¢jemu konveksna kombinacija funkcijskih
vrednosti a, b.

Konkavnost pa je definirana tako, da povsod obrnemo predznake, torej daljica lezi pod grafom f ZDB Va,b €

I:f(Q—=t)a+th)> (1 —1t)f(a)+tf(b).

Zgled. f(z)=sinz, I = [—m,0]. Je konveksna. Se vidi iz grafa. Preveriti analiti¢no bi bilo tezko.
Formulirajmo drugacen pogoj za konveksnost. Naj bo spet f : I — R, kjer je I interval. f je konveksna

f@)=fla) - f(b)~fla)

T—a - b—a

VYa,beI:¥te (0,1): f(a+t(b—a)) <

& Va,b € IVx € (a,b) :

Sedaj glejmo le poljuben a. Po prejsnjem pogoju moramo gledati Se vse poljubne b, ve&je od a (ker le tako lahko
konstruiramo interval). Za b in a mora biti diferen¢ni kvocient vecji od diferen¢nega kvocienta x in a za poljuben
. Ta pogoj pa je ekvivalenten temu, da diferen¢ni kvocient z in a s fiksnim a in ¢edalje vecjim = narasca, torej je
pogoj za konveksnost tudi:

f(x) = f(a)

Va € IVx > a: g, (z) = E—— je narasc¢ajoca funkcija.
—a

Posledica. Naj bo f konveksna na odprtem intervalu I. Ya € I obstajata funkciji

(D+f)(a) = li{n go (x) = inf g, (z) (desni odvod f va)

zel,x>a

(D_f)(a) = li/r‘n go () = sup gq(x) (levi odvod f va)

zel,xz<a
i obe sta maraScajoci na I.

Dokaz. Obstoj sledi iz monotonosti g, (a), kajti lim, 4 go () = limy o w in enako za levo limito. Diferen¢ni
kvocient mora namrec biti nara$¢ajo¢. S tem smo dokazali, da je vsaka konveksna funkcija zveznﬂ

Naj bodo x1,z9,2 € I 2: 21 < x93 < x. Pomagaj si s skicﬁ Ker je f konveksna, sledi g, (z1) < g. (z2).
Ker Vs,t € R : g5 (t) = g¢(s), lahko naSo neenakost zapiSemo kot g, () < gz, (). Sledi (desni neenacaj iz

9z, () < guy (), levi neenacaj pa ker g narasca):

(D4 () (1) = _inf gy (x) < inf gp, (2) < inf gq, () = (D4 (f)) (22)

x€l,x>xq x€l,x>x0 z€l,x>xo

Podobno dokaiemdﬂ da D_ nara3ca. O

12Ni pa vsaka konveksna funkcija odvedljiva, protiprimer je f (z) = |x|.
13TODO DORISI SKICO ZVZ VII/ANA1UC/str. 13
14DOPISI KAKO! TODO XXX FIXME
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Izrek. Naj bo f : I°%? — R dvakrat odvedljiva. Tedaj je f konveksna < Vx € I : f"(x) > 0 in f konkavna
evVrel: f(z)<0.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco za konveksnost (konkavnost podobno).

(=) Po predpostavki je f konveksna in dvakrat odvedljiva, torej je odvedljiva in sta levi in desni odvod enaka,
po prejsnji posledici pa levi in desni odvod naraséata, torej f’ narasca.

(<) Naj bo f” > 0. Vzemimo z,a € I. Po Lagrangeu 3 med z ina 3: f(z) — f(z) = f' (&) (x —a). Iz
predpostavke f” > 0 sledi, da f’ narasca. Ceje z > & > a, velja f'(£) > f'(a), zato f'(€)(z —a) >
f(a)(x—a). Cejex <& <a,velja f'(§) (x—a) < f(a)(x—a).

O

6.3 Ekstremi funkcij ene spremenljivke

Definicija. Naj bo I C R odprt interal, a € I in f : I — R. Pravimo, da ima f v tocki a lokalni minimum, ¢e
360 > 0 2: min{f (z);Vz € (a —d,a+39)} = f(a). Pravimo, da ima f v tocki a lokalni maksimum, ¢e 3§ > 0 >:
max {f (z);Vz € (a—0d,a+ )} = f (a).

Izrek. Ce je f: I = R odvedljiva in ima v a lokalni minimum/maksimum, tedaj je f'(a) = 0.
Dokaz. Glej dokaz Rolleovega izreka. O
Definicija. f ima v a ekstrem, ¢e ima v a lokalni minimum ali lokalni maksimum.
Definicija. Ce je f’ (a) = 0, pravimo, da ima f v a stacionarno tocko.
Izrek. Naj bo I C R odprt interval, a € I in [ : I — R dvakrat odvedljiva ter naj bo f' (a) = 0.
e " (a)>0= vaima f lokalni minimum
e f"(a) <0= vaima f lokalni maksimum
e [ (a) =0 = nedolodeno

Dokaz. Sledi iz f” > 0 = stroga konveksnost in f” < 0 = stroga konkavnost. O

6.4 L’Hopitalovo pravilo

Kako izrac¢unati lim,_,, £ Eg ?

Ce so funkcije zvezne v a in g (a) # 0, velja limg_,4 J;Ei; = J;gzg

Ce imata funkciji v @ limito in lim,_,, g (x) # 0, velja lim,_,, f@) _ limg—q f(z)

y g(x) limg—q g(x) "
Ce lim, 4 g () = oo in je na neki okolici a f (z) omejena, velja lim,_,, % =0.
Ce limy_q f (2) = 0 in je na neki okolici a ¢ (z) navzdol omejena vec od ni¢ ali navzgor omejena manj od nié,

velja limg, 4 % =0.
Zanimivi primeri pa so, ko lim,_,, f (z) = lim,—,4 g () = 0 ali pa ko lim,_,, f () = oo in hkrati lim,_,, g (z) =

00, na primer lim, o £ ali pa lim; o “‘; ali pa lim, 0 27. Tedaj uporabimo L’Hopitalovo pravilo.
Izrek. Ce velja hkrati:

1. Eno izmed slednjega:
(a) limg_, f(2) =limy g () =0
(b) limg_,q f () = 00 in hkrati lim,_,q g (x) = 0o
(c) lim,_,, f (x) = —00 in hkrati lim,_,, g (z) = —o00
2. f,g v okolici a odvedljivi

f(z)
g(z)

Potem 3L = lim,_,, % = dlim,_.,

in ta limita je enaka L.
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Dokaz. Ne bomo dokazali. O

Zgled. Nekaj primerov uporabe L’Hopitalovega pravila.

1.

. . x . 1
hII%) xm _ hH%) elnm — hII%) ea: Inz — ehmm_mxlnx
T—r r—r T—r

Racunajmo lim, o  In x z L’Hopitalom. Potrebujemo ulomek. Ideja: mnozimo Stevec in imenovalec z x, tedaj

bi dobili lim,_,q Il% Toda v tem primeru $tevec in imenovalec ne ustrezata pogo juza L’Hopitalovo pravilo.
L'H .. 1
= limg 0 — I =

log2 z T

. . - “ . . —1 . . .
Druga ideja: mnoZimo Stevec in imenovalec z (Inx)” ", tedaj dobimo lim, o

@
(Inz)~t
. 2 . . .. o o- " .. _ .
lim,_,g —z log” z, kar je precej komplicirano. Tretja ideja: mnozimo Stevec in imenovalec z z—!, tedaj Stevec
in imenovalec divergirata k —oo.

4 -1
. Inz .. (Inx) .z .
lim — = lim ——5 = lim = lim —z =
x—0 ;Cfl x—0 (x*l) x—0 —LU72 x—0
Potemtakem lim,_,o 2% = e® = 1.

2. limg_,0 =552 Obe strani ulomkove &rte konvergirata k 0. Prav tako ko enkrat Ze uporabimo L’H.

7

2

l—cosx 1y .. Sinz LH .. COSZT 1
———— = lim 1

lim 5 = lim
z—0 €T z—0 2x z—=0 2 2

Taylorjev izrek in Taylorjeva formula

Naj bo f v okolici a dovoljkrat odvedljiva. Zelimo aproksimirati f (a + h) s polinomi danega reda n. Isfemo
polinome reda n.

n=20 konstante. f (a+ h) =~ f(a)

n=1 linearne funkeije. f(a+h) ~ f(a)+ f' (a)h

n=2 ... Zelimo najti ag, a1, as € R, odvisne le od f in a, za katere f (a + b) =~ ag + a1h + azh®. Ko govorimo

o aproksimaciji, mislimo take koeficiente, da se priblizek najbolje prilega dejanski funkcijski vrednosti, v

smislu, da
. fla+h)— (a0 + arh + azh?)
lim =
h—0 h?
ag izvemo takoj, kajti limy o f (a + h)—(ao +arh + a2h2) =0=7f (a)—(ao + 0h + th) = f(a)—ap =0,
torej ap = f (a). Za preostale koeficiente uporabimo L’Hopitalovo pravilo, ki pove, da zados¢a, da je

lim f'(a+h) = (0+ay + azh)

h—0 2h =0

Zopet glejmo Stevec in vstavimo h = 0: f’ (a) — a3 = 0= f' (a) = a;. Spet uporabimo L'H:

1
— 2
o (a+h) — (040 + 2as)
h—0 2

Vstavimo h = 0 v f” (a + h) — 2as in dobimo 2as = f” (a), torej az = f/;(a).

n=3 Ugibamo, da je najboljsi kubi¢ni priblizek

flath)xhe fla)+f (@)h+ fﬁr;a) h? + fmﬁ(@ h

Izrek. Taylor. Naj bon € N, I interval CR, a € I, f: I — R n—krat odvedljiva v tocki a. Tedaj g, : I —a —

R {1

o fla+h) =" o L2@pi 4 g, (h)h" in

n!

15[

— a pomeni interval I pomaknjen v levo za a.
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e limy 09, () =0
Sedaj pisimo x = a + h. Tedaj se izrek glasi: 3G, : [ — R >:
n @) i . n
o f@) =Y I (@ =) + g (@) (@ — )

e lim, o gn () =0

n (3)
Tedaj oznacimo Ty, 5.4 (x) = Zj 0 L nu(a) (z—

Gn () (x — a)" (pravimo ostanek/napaka,).

a)’ (pravimo n—ti taylorjev polinom za f okrog tocke a) in Ry fa(2) =

Izrek. Ce je f (n+ 1) —krat odvedljiva na odprtem intervalu I C R, a € I, tedaj Vb € I3a € I med a in x >:

(n41) (o n
Ry (b) = Lt (b— o)™+

Dokaz. Oznacimo T, (z) = f (a)+ f" (a) (v —a) + fl;(, D (x—a)’+--+ " )( ) (2 — a)™ torej n—ti taylorjev polinom
in naj bo K tako stevilo, da velja f (b) — T, (b) = K (b—a)""". DeﬁmraJmo F(z)=f(2)=T,(z)— K (z —a)""".

n 9@ pyn ) .
Velja T (a) = f (a) za k < n, kajti doim e SN JTE?)"! -1 = fU (a). Vsi &leni z eksponentom, manjsim

od k, se odvajajo v 0, to¢no pri eksponentu k se ¢len odvaja v konstanto, pri visjih ¢lenih pa ostane potencirana
spremenljivka, ki je O (tu mislimo odstopanje od a, oznaceno s h), torej se ti ¢leni tudi iznicijo.

Zato Vk < n : F®) (a) = 0. Nadalje velja F (a) = F (b) = 0, ker smo pa¢ tako definirali funkcijo F, zato obstaja
po Rolleovem izreku tak aq, da velja F’ (a;) = 0. Po Rolleovem izreku nadalje obstaja tak as med a in oy, da
velja F" (a2) = 0. Spet po Rolleovem izreku obstaja tak ag med a in as, da velja F”’ (a3) = 0. Postopek lahko
ponavljamo in dobimo tak o = a1, da velja F(**1 (o) = 0.

Ker je Vz € I : TS"™ (z) = 0 (oéitno, isti argument kot v |drugem odstavku dokazal), to pomeni f("+1) (@) =

(n+1) n n
<K (x — a)”+1) =K (n+1)!. Torej je K = % in zato f (b) =T, (b) + % (b— a)(”+1). O

Posledica. Ce je (n+ 1) —ti odvod omejen na I, t. j. AM > OVz € I : ’f(""’l) (z)| < M, lahko ostanek eksplicitno

ocenimo, in sicer |Ry, (x)] < % |z —a|" .

Kaj pa se zgodi, ko n posljemo v neskon¢nost? Iskali bi aproksimacije s ,,polinomi neskon¢nega reda‘.

Definicija. Ce je f € C° v okolici tocke a € R. Tedaj definiramo Taylorjevo vrsto f v okolici tocke a: Ty () =
(7) i
Z;Oo f J!(a) (x —a)’.
VpraSanje. Ali Taylorjeva vrsta konvergira oziroma kje konvergira? Kaksna je zveza s f (x)? KakSen je Ry o?
Oglejmo si potencne vrste (Z;io brx"®) kot poseben primer funkcijskih vrst (Z;’;O ar (z)). Vemo, da ima
potencna vrsta konvergenéni radij R. Za x € (—R, R) konvergira, za « € [—R, R]C divergira.

Izrek. Naj ima potencna vrsta f(z) = > po, bra® konvergenéni radij R. Tedaj ima tudi g (z) = >, _, kbga®™?
konvergencni radij R.

Dokaz.

R— = limsup ¥/ |kag| = hmsup Vk| |ax| = hmsup Yk lak| =

k—o0
1 0
S : - Ly, LH = i %
lim &/k] = lim kY/F = elimeoee gink 28 plimioee 5 — plimiooe g8 — 0 — 1
k—o0 k— o0
. k 1
-=limsupl- v/|ag| = —
k—o00 Rf
O
f““’( 0)

Posledica. Ce ima potencna vrsta f konvergencni radij R > 0, tedaj je f € C™ ((—R, R)) in velja aj, = )
potem velja g = f' (iz izreka zgoraj). Razlaga:

oo (*)(
f(x)= Zkzoakl’ Zk =0 ! 10) ¥
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o0 _ o *) — o ) . . .
o f'(x) =Y o kagatt =377, ka =%, f,ik g())? k=1 (k zacne z 1, ker se k = 0 ¢len odvaja v
konstanto 0)

(k) (k)
o g(x) =352, kapa™ ™t =370, fk' =2 1fk 1)' =f'(2)
Definicija. Funkcija f : J — R (J je interval C R) je realno analiti¢na, ¢e se jo da okoli vsake tocke ¢ € J razviti
O]
v potencno vrsto, torej ¢e f () = > o, ! kI(C) (x — C)k za z blizu c.

—1
Trditev. f € C*™ = f je realno analiti¢na. Protiprimer je f (z) = em

Zgled. Primeri Taylorjevih vrst.

1. f(z) = €*. n—ti tayorjev polinom za f(x) okoli 0: Ty erpo(z) = 1+ + % + —3 + .-+ 2 i in velja
e =Ty ev0 () + Rpev0 (), kjer limy, o0 Ry e» 0 () = 0. Ne bomo dokazali. Sledi e” Zk o %

2. sinx = :cf%TJr%?f' . ~+(71)k (326126:: Opazimo sode eksponente in opazimo uéinek odvajanja: cos, — sin, — cos, sin, cos,
Cleni vrste sinz v z =0so: 1,0,—1,0,1,0,—1,.... Opazimo izpadanje vsakega drugega Clena.

3. cosx=1-— E—T + ng? — e (-1 éi};!. Opazimo sode eksponente.

4. f(x) =log (1 —z). A lahko to funkcijo razvijemo v taylorjevo vrsto okoli tocke 07

k] M@ [ M) ]
0 |[log(1—2x) 0
1 - —1
71 _
2 iy 1
3 (1—x)3 —2
n | = [ -

Tabela 1: Razvijanje log (1 — x) okoli tocke 0.

Velja f (z) = log (1 —z) = Y50 | == - Digh — 3y % za |z| < 1.

8 Integrali

Radi bi definirali plos¢ino P = {(z,t) € R%x € [a,b] ,t € [0, f ()]} za funkcijo f : [a,b] — [O,oo)m
P aproksimiramo s pravokotniki, katerlh plos¢ino smo predhodno definirali takole:

Definicija. Plos¢ina pravokotnika s stranicama c in d je c - d.

Najprej diskusija. Naj bo ¢; delitev [a,b], torej a = tg < t; < --- < t, = b. Ne zahtevamo ekvidistan¢ne delitve,
torej take, pri kateri bi bile razdalje enake. Kako naj definiramo viSine pravokotnikov, katerih stranice so delilne
tocke t,,7

Lahko tako, da na vsakem intervalu [t;,¢;11] izberemo nek &;, pravokotnicova osnovnica bode t;11 — t;, nje-
gova visina pa f (§;). Plos¢ina P pod grafom funkcije je priblizno enaka vsoti ploséin teh pravokotnikov, torej

Shoi (&) (te —tim1) =R (f, t, §_>7 kjer je t delitev in gizbira toc¢k na intervalih delitve. Temu pravimo Rieman-

nova vsota za f, ki pripada delitvi ¢ in izboru E

Ce je D = {[tj+1,t;];j = {1.n}} delitev za [a,b], definiramo tako oznako |D|_ = max;_qi. 3 (t; —tj—1) =
maxzep (|1]).

Ce 3A € R 3: za poljubno fine delitve (|D|, = co™!) D se pripadajo¢e Riemannove vsote malo razlikujejo od
A, pravimo Stevilu A plos¢ina lika P.

Sedaj pa Se formalna definicija.

16TODO XXX FIXME ZAKAJ?, ne razumem
TTODO XXX FIXME skica ANA1P FMF 2024-01-09/str.3
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Definicija. Naj bodo f, D, ¢ kot prej in I € R realno stevilo. Ce Ve > 036 > 0 >:
e Vdelitev D 3: |D| < ¢
e V nabor £ = ¢&1,...,&,, pripadajoc delitvi D

velja |R (f, D,§) — I| < e = I je doloCen integral f na intervalu [a, b] in je po definiciji plos¢ina lika P.
Ce tak I obstaja, kar ni a priori, pravimo, da je f integrabilna na [a, b] in pisemo I = f: f (z) dz. Temu pravimo
Riemannov integral funkcije f na [a, b].

Definicija. Darbouxove vsote. Imamo torej delitev D = {[t;_ 1, ili7 € {l.n};to =1,t, = b} delitev za J = [a b]

in f : J — R. Imamo tudi mnozico izbranih tock £ = {&; € [t;_1,t ] je{L n}}lnR(f,D &) = ZJ L&)t —ti-).
Ocenimo f(&;): infuepy; 44,0 f (x) < f(§) < supyeqy,_, ;) f (x). Definirali smo fa f (z) dz kot limito Rieman-
novih vsot s kakrsnokoli delitvijo in izbiro &, zato lahko piSemo Vj € {1l.n} : infocp, ) f(2) = f(§) =
SUPgeft,_1.t,] ] (z). Zato lahko limito Riemannovih vsot obravnavamo neodvisno od ¢&:

s(f,D) ::Z<x1€njg f )) (t; = tj1) < R(f,D,¢) SZ(bupf )(tj—fj—l) = S(f.D)

=1 xeD

Definirali smo dva nova pojma, spodnjo Darbouxovo vsoto s(f, D) in zgornjo Darbouxovo vsoto S (f, D) in

velja s (f, D) < R(f,D,§) <S(f, D).

Definicija. Naj bosta D in D’ delitvi za interval J. Pravimo, da je D’ finejsa od D, e je ima D’ vse delilne tocke,
ki jih ima D in poleg njih Se vsaj kaksno. Oznacimo D C D’.

Izrek. Naj bo D C D' (D' finejsa od D). Oglejmo si s(f, D) in s(f,D’). Tedaj velja s(f,D) < s(f,D’), ker je

infimum po mang§i mnozici lahko le vecji — s finejso delitvijo smo vsaj neko mnoZico (delitveni interval) razdelili
na dva dela. Za zgornjo Darbouzovo vsoto velja obratno, torej S (f, D) > S (f,D’).

Izrek. Za poljubni razlicni delitvi Dy, Dy intervala J velja s (f, D1) < S (f, D2) ZDB Katerakoli spodnja Darbouzova
vsota je kvecjemu toliksna kot katerakoli zgornja.

Dokaz. Oznac¢imo z D1 U Do delitev, ki vsebuje vse delilne tocke tako D; kot tudi Ds. O¢itno velja, da sta
Dy C D1 UDy in Dy C D1 U Dy. Po prejSnjem izreku veljata leva in desna neenakost, srednja pa iz definicije
(o¢itno).

S (f7 D1) <s (f,Dl U Dg) < S(f, Dy U Dg) <S5 (f,D2)

O

Definicija. Najbo f : J — R omejena. Oznacimo s (f) := SUDyse mozne delitve p S (f5 D) IS (f) = infyse mozne delitve 0 S (f, D).
Funkcija f : J — R je Riemannovo integrabilna, ¢e s(f) = S(f) oziroma ¢e Ve > 03 delitev D na J >:

S(va)_S(va)<€

Opomba. Integrabilnost f ne pomeni, da 3D 3: s(f, D) = S(f,D). Ni namre¢ nujno, da mnoZica vsebuje svoj
supremum. Primer: za f (z) =z velja VD : S (f,D) > s(f, D)

Izrek. Vsaka zvezna funkcija je integrabilna na J.

Dokaz. Naj bo € > 0 poljuben. Po definiciji S (f, D) —s(f,D) = Z}Z:l (supmeDj [ (z) —infeep, f (x)) (t; —tj—1).
Ker je f zvezna, je na zaprtem J = [a,b] enakomerno zvezna, torej 30 > OVxl,xz €J |z —a2 <5 =
|f (x1) — f(22)] < 3=. Izberimo tako delitev D, da je Vj € {1..|D|} : t; —t;_1 < 6. Tedaj bo veljalo

> i1 (SupzeDj f (@) —infeep, f (96)) (b —tj-1) < X7y 555 (b — 1) = 9= “) =e.
Skratka dokazali smo S (f, D) — s (f, D) < € za poljuben ¢, torej je funkcija Riemannovo integrabilna po zgornji
definiciji. O

Definicija. A C R ima mero 0, ¢e Ve > 03 druzina intervalov I; 3: A C |JI; A Y |I;| < e. Primer: vse Stevne in
kon¢ne mnozice.

Izrek. Funkcija f je integrabilna na intervalu J < {x € J; f ni zvezna v 2} 9ma mero 0. ZDB ée ima mnoZica tock
z definicijskega obmocja f, v katerih f ni zvezna, mero 0 (recimo ée je teh tock koncno mnogo), je f integrabilna.
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Dejstvo. Oznacimo z I (J) mnoZico vseh integrabilnih funkcij na intervalu J. I (J) je vektorski prostor za mnoZenje
s skalarji iz R. Naj bodo f,g € I(J),A € R. Velja aditivnost f (z) + g (z) € J(I), kajti f; (f@)+gx)ds =
J2(F @) dx + 7 (g (x)) de in homogenost [*Af (z)dx = A [* f (x) da

Tzrek. Ce je f integrabilna na J = [a,b] in je ¢ € J, tedaj je f integrabilna na [a,c] in [c,b] in velja f; f(x)de
c b
[ f@)de+ [ f(x)dx

Izrek. Ce sta f,g na J integrabilni funkciji in ée je Vo € J : f(z) < g(x), tedaj f:f(a:) dr < f:f(x) dx
Posledi¢no velja ob isti predpostavki ‘fab f(x) dx‘ < f; |f (z)] dx.

Definicija. Ce je f integrabilna na J = [a, b], definiramo povprecje f na J s predpisom

b
(f); = 7f“ bfﬁxidx eR

Izrek. Velja infyey f(x) < (f), <supye, f(z). Ceje f:J — R zvezna, 3 € J 3: f(€) = (f), (izrek o vmesni
vrednosti).

Definicija. Naj bo f : J — R dana funkcija. NedoloCeni integral f je takSna funkcija F, ¢e obstaja, >: F' =
f~Vzed:F (z)=f(x). Pigemo tudi Pf ali Pf in pravimo, da je F = Pf primitivna funkcija za f. Velja
P(f+g) = Pf+ Pg (aditivnost odvoda) in P (Af) = APf (homogenost odvoda).
Nedologeni integral je na intervalu dolocen do aditivne konstante natanéno. Ce je F} = f = F} na intervalu .J
oziroma ¢e na J velja (F] — ) =0, potem F| — Fy = c oziroma F} = F5 + ¢ za neko konstanto ¢ € R.
Oznac¢imo F (z) = Pf (z) = [ f (1’) dx

Izrek. Integracija po delih ~ per partes. Velja [ f(z)g (z)dz = f(z)g(z) — [ f' (z)g(z)dx

Dokaz. Izhaja iz odvoda produkza (fg) = f'g + f¢'. O
Trditev. Naj bo f integrabilna na J. Definirajmo F (z) = [ f (t) dt. Velja |F (1) — F (z2)| =
T2 a T2
(t)dt—/ f(t)dt‘: t)dt+/ f(t)dt‘: t)dt‘: t)dt‘</ f(t)dt
a T2 Z1
Izrek. Osnovni izrek analize/fundamental theorem of calcusus. Naj bo f : [a,b] = R zvezna in F (x f f(t
Tedaj je F odvedljiva na J in velja F' (z) = f (z).
Dokaz.
x+h
F(x—i—h)—F(:c):/ Ft)dt Jih
x
x+h
Fa+h) - F@@) _ [T f@d
- h - <f>[m,a?+h]
P/ (@) = im (), 400 = F (2).

Posledica. Naj bo f : [a,b] = R zvezna in G = Pf (G' = f). Tedaj je fabf (z)dx = G (b) — G (a).

Dokaz. NanoF( =[Tf(t)dt. Kerje F' = f=G,je (F—G) =0=F—-G=ceR, toreJG():F(x)+c
slele() ()—OpodeﬁnicijiF,torejjeG(a):c. Sledi F'(z) = G(x) — G(a) in F(b) = G(b) — G(a) in
zato F (b fft O
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8.1 Iskanje primitivne funkcije

e Uganemo jo

o P(a") =237

o P(e”)=¢"

e P(sinx) = —cosx

e P(lnz)=z(lnx —1)

Izrek. Substitucija/uvedba nove spremenljivkcfﬂ. Naj bo F (x) nedoloceni integral funkcije f (x) ter ¢ (x) odvedljiva
funkcija. Potem velja

Flo) = [ 1o0)¢ (0ds
Dokaz. Formula je posledica odvoda kompozituma:

(F(o0)) =F (1) (t) =F (1) (1)
integrirajmo levo in desno stran:

/ (F (6 (1)) dt = / £ (&) (1) dt.

8.2 Izlimitirani integrali

Doslej smo rac¢unali dolo¢ene integrale omejene funkcije na omejenem intervalu, torej fab f () dz. Kaj pa neomejen

interval, torej limy_, oo ff f(z)dz?

Definicija. Naj bo f : [a,00) — R in naj bo Vm > a : f integrabilna na [a, —m]. Ce Flimum, o0 famf(:c) dz,
pracimo, da integral f;o f (z) dz konvergira, sicer pa divergira. Oznafimo faoo f(x)dz = limy, e fam f(x)dz.
Podobno definiramo [“_ f (z) dx.

Mottt 1 Mot

Zgled. Pomemben primer. [~ z%dx =?. flM ¥y = o — o7 = “agr - Lorej 3limpy oo flM xdr & o #
—1. Poglejmo, kaj se zgodi v a = —1: floo 7 lder =InM —Inl =1n M. Toda lim, o In M = oo, torej floo x~tdx
divergira.

Definicija. [ ° f (z) dz je absolutno konvergenten, e je [ |f (z)|dz < oco.
Dejstvo. Velja [ |f (z)|dz < 0= [ f(z)dz < oco. Velja |[° f (z)dz| < [ |f ()| da.
Ali je predpostavka, da je f omejena, sploh potrebna?

Definicija. Naj bo f : [a,b) — R 3>: Ve < b : f integrabilna na [a,c]. V tocki b je f lahko neomejena. Ce 3
kon¢na limita lim._,, f; f (z) dz, je integral ff f (z) dx konvergenten, sicer je divergenten. Podobno definiramo, ¢e
je funkcija definirana na intervalu (a, b].

Zgled. fol z%dz. Za o < 0 ima graf z® v = 0 pol. Ra¢unajmo

0

) 1 ' xa—i—l L ) 1 €a+1 ) 1— Ea-{-l ) 1 _M
lim z%dzr = lim [=lm|{—-——)=lim — =lim ——
e—=0 J, e=0a+1 e=0\a+1 a+1 e=0 a-+1 e—0 a+1

Pridobimo pogoj o # —1 (imenovalec) in a« +1 > 0 (da bo (a4 1)lne — —o0), torej skupaj s predpostavko
a € (—1,0).

Torej fol a®dr = 7 za a € (—1,0).

ne razumem. mogoce bom v naslednjem Zzivljenju.

18
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8.3 Uporaba integrala

e Plos¢ine: f > 0na J = [a,b] in je f € I (J), je plos¢ina lika med z osjo in grafom f definirana kot fab f(z)dz.
Ce f ni pozitivna, pa je f; f(z)dx = pl(L1) — pl (L2), kjer je Ly lik nad = osjo in Ly lik pod x osjo.

Zgled. Plos¢ina kroga: Enacba kroznice je 22 +y? = r2 za r > 0. y = v/r2 — 22. Plos¢ina kroga z radijem r je

torej 2 [ Vr? —22dz = = mr?.
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