Integral s parametrom
Naj bo f(z,t): [a,b]X[c,d] — R funkcija:
Zveznost

f(x,t) zvezna na Dy = F(x

Odvedljivost
f(a,t) zvezna in zvezno parcialno odvedljiva po « na Dy = F(z) =

fcd f(z,t)dt odvedljiva na [a,b] in velja:

d
F’(z):/ fo(z,t)dt

f f(z,t)dt zvezna na [a,b].

Integrabilnost

f(x,t) zvezna na Dy = F(x
velja:

f f(z,t)dt integrabilna na [a,b] in

/abF(m)dx - /ab(/cd Flat)dt)de = /cd(/abf(z,t)dac)dt

Integral z variabilnimi mejami

Zveznost
Naj bo f(z,t): [a,b]X[c,d] = R zvezna in u,v: [a,b] — [c,d] zvezni =
F(z) = f”g)) f(z,t)dt zvezna na [a,b].

u

Odvedljivost
Naj bo f(z,t): [a,b]X[c,d] — R zvezna in zvezno parcialno odvedljiva
po x na Dy in naj bosta u,v: [a,b] — [c,d| odvedljivi =

F(z) = f;’((;)) f(z,t)dt odvedljiva in velja:

F'(z) /U(x)
xr) =
u(x)

Izlimitirani integral s parametrom

Fo(@t)dt + ' (2) f (20(x)) — ' (2) f (2u(2)).

Integral s parametrom F(z) = faoo f(z,t)dt je enakomerno konver-
genten za x € [c,d], ¢e za Ve > 0 b > a, da velja:

/boo f(:v,t)dt' <e Vaelod.

Weierstrass M-test

Ce Hg : la,00) — R, da Velja |f(x t)] < g(t) za Vz € [c,d] in je
[ gt)dt < co = F(z) = [° f(x,t)dt enakomerno konvergenten
na [C d] V pomo¢ sta formuh

S
/ 1Tt <0 s>0 < a<l.
0

oo
/ Tt < o0 s>0 <— a>1.
S

Naj bo f(z,t): [c,d]x[a,00) — R funkcija:
Zveznost

f(z,t) zvezna na Dy in F(z) = [ f(

na [c,d] = F zvezna na [c d].

Odvedljivost

f(:c,t) zvezna in zvezno parcialno odvedljiva po x na Dy, F(z) =
[ f(x,t)dt konvergentna na [c, d] ter F(z) = [° fu(2,t)dt enakomerno
konvergentna na [c,d] = F'(z) = [° fz(z,t)dt.

z,t)dt enakomerno konvergentna

Integrabilnost
f(x,t) zvezna na Dy in F(z) = f:o
na [c,d], potem velja:

/Cd Fa)de = /Cd(/aoo Fat)dt)dz = /:o(/cd Flat)da)dt.

Gamma in Beta funkciji

x):/ooot““

1. (x4 1) =2al(z) V£ >0
2.T(n)=(n-1)!vneN
3.T(}) = v

f(x,t)dt enakomerno konvergentna

Gamma funkcija:

lemtdt € (0,00)

Beta funkcija:

1
B(p,q) =/ 11—t 'dt pg>0
0

I'(p)-I'(q)

1. B(p, q) = Tprq) - P> 0

2. 6(pa) = J5° Gl du (6= 1)

3. fOW/Q sm2p 1z cos?iladz = 1B(p,q) p,g >0 (t =sinaz?)
4. 6(Lq) =

5. B(p+1,9) = ;57 B(p.9)

6. B(p.q) = B(g:p)

Eulerjeva refleksijska formula: 3(p,1 —p) = m p € (0,1)

1 I'(p+1)I'(g+1
JozPA—a)tde =B+ la+l)= Sy
I g da = B(p+ Lg—p—1) = Tetler-l
5 LT ()

Vecéterni integral
Fubini

(1) Ce f integrabilna na [a,b]x[c,d]|C R2 in z — f(z,y) integrabilna
na [a,b] za Vy €[c,d] in y — f(z,y) integrabilna na [c,d] za Vx € [a,b],

potem:
flz 7y)dxdy—/ (/ f(z.y) dyd:c—/ / f(z,y)dz)dy
[a,b] X [c,d]

Analogno za n > 3.
(2) Naj bo @ = {(z,y,2) € R?| (z,y) € D, g(z,y) < z < b(z,y)}, potem:

f(z,y,z)dzdydz = ( 7 z,y,z)dz)dzdy
) [

(8) Fubinijev izrek v posplosenem integralu [[[ f(z,y,z)dzdydz lahko
Q

uporabimo ce:
e ) omejeno obmodcje in f omejena funkcija ali

e f pozitivna funkcija ali
o [[[1f(z,y,2)|dzdydz < oo
Q

Nove spremenljivke

Jacobijeva matrika

Naj bo f R™ — R™, flz1,...,xn) =
(filz1,---yzn)s -, fm(x1,...,xn)), Jacobijevo matriko definiramo
kot:
fiey Sl fa,
f2u,  f2u, f2a,
If(@1zn) =
Vpeljava

Naj bosta Q@ C R? in ¢ : Q — R? preslikava z zvezno odvedljivimi kom-
ponentami. Naj bo detJ, # 0 na  in naj bo f : ¢(Q) — R2 zvezna.
Potem:

//f(:p,y)dxdy:/ Flo(t5)) - [det T (t,5)| deds
»() 2

Polarne koordinate

x=rcosp y=rsing |detJ]=r r>0 ¢ €][0,27]
Cilindriéne koordinate

x=rcosp y=rsing z=z |detJ|=r r>0 ¢€[0,2n]
Sferi¢ne koordinate
= Rcospcosty¥ y= Rsinpcos?

kjer za 9 velja:

z=Rsind R>0 ¢ €0,2n]

e ¥e[-%,%] = |detJ| = R%cos¥
e 9 €[0,7] = |detJ| = R?sind

Uporaba
p(a) ... gostota v tocki a, D C RZ, Q C R3
Plos¢ina(S) ali volumen(V)

S(D) = ff dzdy V(Q) = fof dxdydz
Masa(m)
m(D)

= Jf plew)dedy m(Q) = [f] pley,)dudydz
D Q

Masno sredis¢e(a)
X = ﬁ éfac cp(zy)dedy X = m(lﬂ) fg{fw - p(z,y,2)dxdydz

y= m(lD) [fy-p(zy)dedy 5= m(lm [y p(z,y,2)dzdydz
D Q

m(lﬂ) JIf z - p(x,y,2)dxdydz
Q

Z

Vztrajnostni moment @)
okoli izhodis¢a: J(D ff 2 4 y?)

) = fff(f’CQ +9?) - p(z,y,2)dzdydz
fff(x + 22) - p(2,y,2)dxdydz
= fs{f Y2 + 22) - p(z,y,2)dzdydz

- p(z,y)dzdy
okoli z-osi: J, (2
okoli y-osi: Jy(2) =

okoli x-osi: J;(02) =



Konvergenca
[] f=
D

¢e konvergira tudi [[ |f(z
D

,y)dzdy je absolutno konvergenten,

y)| dzdy.

V primeru da [ f(z,y)dzdy konvergira, [[|f(z,y)|dzdy pa ne, prav-

imo da je integlr)al pogojno konvergenteﬁl‘

@ [S1f=
D

ten.

(2)3ff|fmy|dxdyah f dx f £

,y)| dzdy konvergenten

= f [ f(z,y)dzdy konvergen-

z,y)| dy ali f dy f If(

— o0

z,y)| dz

potem 3 fff z,y)dzdy = f dz f f(zy)dy = f dy f f(z,y)dz
—oo  —oo —00  —o0
Uporabne yrste s .
sin(z)= Z (gni)l),a@"*l:x— T+ - z€E€R
oo n
cos(:r)zz((%ll)),x :l—ﬁ-}é_... zeR
n=0
. & p2ntl 3 5
sinh(z)= 20(2n+1)! T+ G+ 5+ z€eR
e=gog =l+a+ 5 +5+5+ zE€R
S (a—1)
(1+z)*= 3 (§)a" =1+ ax+ XE g2 z e (—1,1)
n=0
e}
A= > an —l4z+a’+a z € (~1,1)
=y . 2
(1 +2)= 3 (= prtlEs —gp- g2 z e (-1,1]
n=
> n 2 3
ln(lfa:):le% =-—x— 5 -5 z e [—-1,1)
Py
Opomba: (%) = w

Integrali

Racionalne funkcije

p(x)
J q(x) dz,

p(x), q(x) sta polinoma

1. Ce je st(q(x))
2. g(x) razdelimo na linearne in kvadratne faktorje

<= st(p(x)) polinoma delimo

3. Izraz pod integralom razcepimo na parcialne ulomke

p@) _ [_Av oy Any
o@ = [zma Tt e
4. Integriramo vsakega zase
k>2  stp(z)) <2k—1

st(g(z)) <2k —3 (az? + bz + ¢)

Az + B q(z)

nerazcepen v R

I— / p(z) _ / n
(az? + bz + )k ar? +br+c (ax?+br +c)k-1

A,B, ¢(z) pois¢emo tako da enacbo odvajamo.

Korenske funkcije

1. [ f(Vaz +b)dz t=
2. [ f(Var? F b T O)da

Vvaxr+b

ga prevedemo na oblike:

f RV az2+bz+

S . dx _ :
oCeJea<0.fm—arcsmac

:mh+¢?¢ﬂ

oéejea>0:f\/d2L+
xT c

b) J B — = q(@)Vaa® $hr f e+ Af
st(p(2)) — 1 = st(q(x))

dx
Vax?2+bz+te

A, q(x) pois¢emo z odvanjanjem

3. [Va? —a%dx =z =asint dr=acostdt t=arcsinZ
4. [Va? +a%2dc x=asht de=achtdt t=arshZ

Kotne funkcije

/sin (az) sin (bz)dx = /—% [cos (a + b)x — cos (a — b)z] dx =

1 |:sin(a —bz sin(a+b)z
(a—b)

2 (a+0b)
/cos (ax) cos (bx)dz = / % [cos (a + b)x + cos (a — b)z]dx . ..

/sin (azx) cos (bx)dx = / % [sin (a + b)x + sin (a — b)z]dzx . ..

Lihe in sode kotne funkcije [ cos™ zsin™ zdx
1. eno od stevil m,n je liho (npr. m = 2k 4+ 1)

/COS2k z coszsin” xdr = /t"(l —t%)kat
t =sinx dt =cosxzdr
052z = (cos®z)F =(1 — t2)*

2. m, n sta oba soda, m = 2m1,n = 2n;

/c052m1 zsin?™ gdr = /(cos2 x)™ (sin? )" dz =

_/ 1+cos2x\™ (1—cos2z\™
= 5 5 =

= vsota integralov oblike/cosk 2xdx

kjer je k <mj +n1 = —(m-i—n) <m-+1
Ce je k lih gremo po 1 tocki
¢e je k sod ponovimo postopek

3. [R(cosz,sinz)dz (R...

racinonalni izraz)

T 1—1¢2
t=tan - cosx = ———
2 241
2t 2
sine = —— dxr=———dt
241 241
t=t !
=tanzx cosx = ——=x
VitZ +1
. t dt
SIxT = =
241 241



Tabela odvodov Izrazi Kotne funkcije
’ ' ’ 2 _ 2 2
fy(j:) f (ZJ) i fg(cm) fx(lr)( ) fix) fx(m) (a b)3 = a3 + 2a12) +b L 0° 30° 45° 60° 90°
z nx’”T a a” In(a e e a+b)® =a>+3a°b+ 3ab” £ b
L -2 Inz 1 log, = L (3 )3 2 2 0o % 1 3 5 QL Q2 Q3 Q4 S/L
D on—T p Sa Zina a® £b% = (a£b)(a® Fab+b?) NG
S — —sin n 1 n n—1 n—1 sin « 0 1 V2 V3 1 =+ -+ - - L
cscx cot(x) csc(z) | cosx sinz tanx pve n_ b = (a—b)(a N 5 5 )
. 1
oo t(ejsec(e) s cossfeots g | gy = S (e () = ik o L% % § 0 - -+ 08
Y = cos Vie | T e 14+a®>tl =1 +a)(l—a+---—a?""1 +a27) tanae 0 % 1 V3 - + -+ - L
. : 1
sinh xl coslllac cosh xl sml;x tanh xl cosh? Potence, koreni, logaritmi cotar — V3 1 ? o + - + - L
sinh™" z cosh™ x tanh™ " x > m
Vz2 1 21 —x anam — gntm nbn — (ab ) (a™)™ = g™™ an = Ygm
Znane limite (Tn —qn—m T (% a~ "= ain ab— " = sina = % cosa = % tana = % cota = %
; z _ ; T _ i @/ — n n Ya _ m /A mn m sin?a = 1 — cos? cos?a=1-—sin’a
Jdmet =0, lal <1 Jimaer =1 dmve=to(8) "= (8)" -y e TRl P
1 2n _ 2n n % — Yab 2n+1 _ 2n+1 sin2a 1+ cot”a cos2a 1 +tan”a
=lna,a>0 lim 22— limzlnz =0 (-a)*" =a Vavb= Vab (-a) a Gn® =+ /I _cosa)  tan® — sina
@0 o\ X eTreo m X z=0 loga ™ = nlogex  logpx = llgq 3 log,y=2 <= a* =y 2 = 2 2 7 1dcosa
3 Kk — em 3 T _ om Slnx:1 o 1 a _ _sina
Jim (1+4)" = lim (14 ko) = et i log, (zy) = log, (z) + log, () log, (£)=log, (x) — log, () €83 p(l+cosa)  cot 5= 2000
. 2sin? & =1 —cosa 2cos? ¢ =1+cosa
nedoloéene oblike Kompleksna stevila gin? o — L=cos2a cos? o — Ltcos2a
9(L.H.), 2 (L.H.),0 - 00,00 — 00,0°,1%°, 00" a=a+bi a=a-—bi B = (ac — bd) + (ad + be)i . 2 2 )
prevladujoéi &leni 0 ata R— ﬁ _ B85 e \a| sin 2a = 2sinacos cos2a = 2cosa — 2sina
n"™ > n!>q" (g > 1) > n® (a > 0) > In(n)® (a > 0) 2 — 2 o al? sin3a = 3sina — 4sin® a cos3a = 4cos®a —3cosa
Tabela integralov o] = Va + b arg(a) = ataﬁQ(a, b) sin (o £ B) = sin acos B = sin 8 cos &
am = |al™ ein? B = |a|8] P Tes) o
f(z) f f(z)dz f(z) ff(a:)dx f(z) ff(a:)d:c " n . " " i(ng) cos (a F B) =cosacosfS tsinasinf
o S (ns_1)] 1 In [z| o o = || (cos (np) + isin (ng)) o™ = |o|"ellne tan (o + g) = [2naktanp
n+1 T - %_ W(Cos(g 2ﬁk)+281n(¢+w)) 1Ftan o tan 3
sinx —coszT cos T sinz a® lsﬁ - (2 7 Bok n sina:tsin,@:Qsin#cos%ﬂ
n —_n (2425
ﬁ tanz sinl%: —cotx coshz sinhz Vo= ¥lalen T ko012, 1 cosa £ cosfB = QCOSQTMCOS%B
%11—12 sin~lz %11952 sinh~ 1z 14-112 arctan Kvadratna2 funkcija cos acos B = (cos (a+ B) + cos (a — B))
secrtanz secz csczeotr —cscx | tanz  In|secz| f(@) =az®+bztc  fz)=alz—z1)(z—x2) sinacos 8 = 1 (sin (a + B) + sin (a — B))
— A/b2 —
Inx zlnx — x f(gj):a(qj—p)2+q IquZW SlIlOéSlIlﬁ——E(COS(Ot-f—B)—COS(Ot—,B))
teme T(p,q): p:—2i q:—% sina—cosﬁ:—2sin(&T+B)Sin(aT_ﬁ)
f dx _ tanaz +C j‘ dx _ _cotax +C @ @
COQz az < c Sindgzm ;@ " o StoZnice Hiperboli¢ne funkcije
x —-—5 = - arctan(=) + _ z_ - z —2z
a+x nla + I+ / afta? . (a) parabola  (y —q)%2 = +2a(x —p) d(T,]]) = laztbytez_d| sinh z S— = 622 = 1_675
f \/ﬁ _ arcsm(a) +C Va2+b24c2 . +e z 2f+1 1_%_2—2:
. , 2t - 2t kromica  (y—q)® =+2a(z—p)  p-q= |p]|qcos? coshx = e T e
t=tan(§) sin(z) = 1+tt2 cos(z) = 1+t21 dz = 170 t elipsa (m,g,ﬂ n (y72q)2 _1 sinh~! z 1n(x + \/5627)
— H — — — b _
t =tan(z) sin(z) = i cos(z) = ereri = e hiperbola (9“5”2 N (y72q)2 4 cosh™ 1z In(z + V22 — 1) z>1
. N b . tanh~! z 1 ln(%) lz| <1
per partes [ J(2)g/(2)de = (o) ~ [ o) (2)da Obscgi, povisine, volumni o coth~1 Lin(ztl) ol > 1
racionalne funkcije [ q—z)dx 1p obseg povrsina | tip povrsina - volumen coshz + sinhz = e® cosh? z — sinh2z = 1
e je st(q(z)) <= st(p(z)): (1) polinoma delimo, (2) g(x) razdelimo na | krog 2mr mr? krogla 4qrr? 4% coshz — sinha — e—2
. . . . . . . 2 3 -
hnea.rne in kvadratne .faktor.Je, (3) izraz pod integralom razcepimo na | opa1 trik. 3a a AI/§ tetraeder a2V/3 a1\2/§ *ident. kotnih funkeij, vendar se pri sinh(z) * sinh(y) obrne predznak
parcialne ulomke, (4) integriramo vsakega zase ate . 5
kotne funkcije [ cos™ zsin™ zdx trapez atbtetd 2 b | valj 2mr(r + h) 7rr2h KroZne funkcije
e je eno od $tevil m,n liho, uporabimo tisti ¢len za t substitucijo deltoid 2a + 2b absina | stozec 2rr(r + s) %h sin~lz Dy =[-1]1] Zy=[-%,3]
¢e sta obe sodi, jih nadomestimo z identiteto polovi¢nih kotov *h = height, s = slant cos— Ll Dy =[~1,1] Z; = [0,7]
tan~lz Dy = (—o00,00) Zy =(-%,%)
cot~tz  Dj = (—00,00) Zy = (0,m)
sec™lz Dy =(—oco,—1]U[l,00) Z;=[0,5)U(5,7]
csclz Dy =(—oo0,—1JU[l,00) Zy=[-5,00U(0,5
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