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Konc¢ni avtomati in regularni izrazi
Lastnosti regularnih jezikov

Kontekstno neodvisne gramatike in jeziki
Skladovni avtomati

Lastnosti kontekstno neodvisih jezikov

7 Turingovi stroji
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Finite automata kon¢ni avtomati/regular exspressions regularni izrazi/context/free grammars
kontekstno neodvisne gramatike/pushdown automata skladovni avtomati/context/free languages
kontekstno neodvisni jeziki/ Turing machines Turingovi stroji/undecidability neodlocljivost/
Chomsky hierarchy hierarhija Chomskega/computational complexity raCunska zahtevnost/
intractable problems neobvladljivi problemi/approximation algorithms aproksimacijski algoritmi/
probabilistic (or randomized) algorithms verjetnostni (ali naklju¢nostni) algoritmi/parallel
algorithms vzporedni algorithmi/quantum algorithms kvantni algoritmi/
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Vaje, izpiti in priporocila

Vaje
asistenta: doc.dr. Uros Cibej, doc.dr. Luka Fiirst,
pricetek: od 17.oktobra dalje

[zpit1
Pravila za ocenjevanje bodo/so dostopna na e-Ucilnica.

Priporocila
Vseh prosojnic je ~300. Snov je relativno zahtevna. Kako uspeti?
6 Ponovite osnovno matematiko: izjavni in predikatni ra¢un, mnoZice, relacije, funkcije, metode dokazovanja.
Preberite naslednjih ~20 prosojnic vnaprej pred naslednjim predavanjem.
Poskusite razumeti in si pripravite vprasanja.
Udelezujte se predavanj, sprasujte.
Ucite se sproti.

o & o o o

Udelezujte se vaj, delajte domace naloge, sprasujte, bodite aktivni.
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Oris predmeta

Racunalnistvo lahko razdelimo v dve veji:

1 aplikativno/1inZenirsko racunalnistvo.
razvija racunalniske sisteme (strojno 1n programsko opremo)

2 teoreticno racunalniStvo
raziskuje osnovne pojme in zamisli in modele raCunanja
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Cilji teoretiCnega racunalnistva. Komu je potrebno?

¢ C(i1]j teoreticnega racunalnistva je, da analizira
kar so inZenirj1 uresnicili
kaj b1 inZenirji se [a/1ko (vsaj nateloma) uresnicili

cesa 1nzenirji ne bodo mogli (niti nateloma) 17€5711Cit1

Borut Robi¢, Computability &
Computational Complexity



Kako teoreti¢no racunalniStvo dosega te cilje?

¢ Na razne nacine:
matematicno modelira racunske probleme in njithovo reSevanje
resuje 1zbrane raCunske probleme na algoritmicen nacin (razvija algoritme)
razpoznava, kateri problemi so algoritmicno resljivi in kateri niso

ugotavlja, kolikSne so potrebne 1n zadostne kolicine virov (¢as, prostor, procesorji),
da je dani problem algoritmi¢no resljiv

¢ Pritem uporablja tudi razne modele racunanja (4. ratunske modele)
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Kaj je model racunanja?

¢ Definicija. Model raCunanja je formalna definicija osnovnih

pojmov in sestavin algoritmicnega raCunanja. Model raCunanja
strogo definira:

pojem algoritma,
okolje, ki je potrebno za izvedbo algoritma,

izvajanje algoritma v tem okolju.
¢ Modeli raCunanja omogocijo, da teoreticno raCunalnisStvo dosega svoje

cilje na strog, matematicni nacin (in se tako ogiba pastem varljive intuicije).
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Poznamo razlicne modele racunanja. Zakaj?

¢ TeoretiCno racunalniStvo ima korenine v veC podroc¢jth znanosti:

matematiki (problemi v logiki in osnovah matematike)
lingViStiki (gramatike naravnih jezikov)
elektrotehniki (preklopna vezja v razvoju strojne opreme)
biologija (modeli nevronskih mrez)

(kvantni) fiziki (kvantni algoritmi in kvantna mehanika)

¢ Na teh podrocjih so raziskovalci definirali specificne modele raCunanja.
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Nekateri modeli racunanja danes veljajo za osrednje. To so:

koncni avtomat
skladovni avtomat

Turingov stroj

Tudi drugi so pomembni. Na primer:
dvosmerni konCni avtomat, Mooreov konCni avtomat, Mealyjev koncni avtomat, ...
linearno omejeni avtomat, ...
registrski stroji (RAM, RASP, PRAM), ...
splosne rekurzivne funkcije, A-raCun, \\-rekurzivne funkcije, Postov stroj, Markovski algoritmi
celicni avtomati (Game of Life), DNA-racun, ...
podatkovno pretokovni grafi, ...
kvantni Turingov stroj, kvantna vezja, ...
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Osnovni matematicni pojmi




Vsebina

¢ Izjavni in predikatni racun
¢ Mmnozice

¢ Relacye

¢ Formalni jeziki

¢ Grafi

¢ Metode dokazovanja
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1.1 Izjavni in predikatni racun

6 IzjavniraCun

Logicni vrednosti: resnicno (true) T, neresnicno (false) L

Logicne spremenljivke: A4, B, C, ..., Z, a, b, ¢, ..., z .... imajo lahko logicno vrednost
Logic¢ni vezniki: - N\V, > e

Logicni izrazi: npr: aAb=aVb

Tavtologije: npr: de Morganov zakon: ~(a Ab) & —7aV b

é Predikatni racun
Izjavni raCun

Predikati: P, O, R, ...ima lahko logiCno vrednost
Kvantifikatorji: VvV, 3, 3! ... za vse (forall), obstaja (exists), obstaja natanko eden
Formule: npr: Vm3n: P(m,n) ... za vsak m obstaja n tako da je P(m,n) resnicno
Tavtologije: npr: 7[Vx: Alx)] & 3Ax.: " PAx)

15 Borut Robi¢, Computability &

Computational Complexity



1.2 Mnozice

Mnozica je zbirka objektov (elementov) brez ponovitev.

Koncna mnozico lahko podamo kot seznam njenih elementov
med oklepajema. Primer. {0, 1} in {a,b,c,d,ef,g,h} sta mnoZici.

Mnozico lahko podamo s karakteristicnim predikatom P :
5 {x|P(x)} ...the set of objects x such that P(x) is true
r

{x € A|P(x)} ...theset of x in A such that P(z) is true

Primer. {i € N|there is integer j such that : = 25}

{ieN|3Jj(j e N) : i =25}
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¢ Ceje vsak element mnoZice A tudi element mnoZice B,

piSemo ACB in reCemo, da je A podmnozica mnoZice B.
(B 24 pomeni isto kot ASB.)

¢ Ceje ASBin hkrati A # B, piSemo A & B (0z. A € B).
V tem primeru pravimo, da je A prava podmnozica B.

¢ Mnozici 4 in B sta enaki Ce imata iste elemente. To je,
A=B iff ASBin BCA.

(iff pomeni "Ce in samo ce” (“if and only if”).)

Borut Robi¢, Computability &
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Operacije nad mnozicami:

O

O

O

AUB, unija mnozic 4 in B, je mnozica {x|xz € A or xz € B}

ANB, presek mnoZic 4 in B, je mnoZica {z|x € A and x € B}

A B, razlika mnozic 4 in B, je mnozica {x|x € A and x ¢ B}

A X B, kartezicni produkt mnozic 4 in B, je mnozica

{(x,y)|x € Aand y € B}

24, poten¢na mnozica mnoZice 4, je mnozica {X|X C A}
(Oznaka 2(A4) pomeni isto kot 24.)

Borut Robi¢, Computability &
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¢ Mnozici A 1n B imata isto moc, Ce obstaja bijektivna funkcija f:A—B.

Koncne mnozice:

¢ Ceje A kon¢na mnoZica, je njena mo¢ naravno $tevilo (itevilo elementov).
¢ Ce sta 4,Bkon¢ni mnoZici in ACB, potem imata A4 in B razli¢ni modi.
NeskoncCne mnozice :

¢ Ce sta 4, B neskon¢ni mnozici in ACB, potem imata A in B lahko isto mo¢!

Primer. Naj bo A = SodaN in B =N. Velja ACB, toda obstaja funkcija f:4 — B,
namreC f: i — i/2, ki je bijektivna. (Torej je sodih ravno toliko kot vseh naravnih.)

¢ Neskoncne mnozice imajo /ahko razlitne moci. Primer. Nin R.

¢ MnoZica A, ki se da injektivno preslikati v N, je Stevna (Ce A konc¢na) ali
Stevno neskoncna (Ce A neskoncna).

° ° 4 v N M Vo . .
Primer. @ je Stevno neskoncna. 2 in mnozica vseh funkcijy f: N —{0,1} imata
1sto moc¢ kot mnozica R, zato nista Stevni.

19 Borut Robi¢, Computability &
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1.3 Relacije

¢ Binarna relacija R je mnozica parov:

R=A{(a,b)|a € Aand b e B}

¢ Ceje (a, b) element R, pisemo tudi aRb.

¢ Prva komponenta para je element mnozice A (domene relacije R),
druga komponenta pa 1z mnozZice B (zaloge vrednosti, oz. kodomene).

¢ Ceje A =B= S, pravimo, da je R relacija na mnoZici S.

Borut Robi¢, Computability &
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Pomembne lastnosti relacij, kijih dana relacyja R na S lahko ima.
Pravimo, da je relacija R na mnozici §

O

o

o o o

refleksivna, ¢eaRazavsak a €5 ... ..., tj. Ya € S : aRa

irefleksivna, ¢e aRa ne velja, zavsaka € S ............ tj. Va € S : ~(aRa)
tranzitivna, ¢e iz aRb in bRcsledi aRc ... tj. Va,b,c € S : aRb AbRe = aRe

simetricna, ¢eiz aRb sledibRa .................... tj.Va,b € S : aRb = bRa

asimetricna, ¢e iz aRb sledi da bRa ne velja ...... tj. Va,b € S : aRb = ~(bRa)

Ocitno: Ce je R asimetri¢na, potem je tudi irefleksivna.

Primer. Relacija < na Z je tranzitivna in asimetri¢na (zato irefleksivna).

21 Borut Robi¢, Computability &
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Relaciji R, ki je refleksivna, simetriCna in tranzitivna, pravimo
ekvivalencna relacija.

¢ Ekvivalencna relacija R na S razdeli mnozico S na disjunktne
neprazne podmnozice S1, Sz, . . .,imenovane ekvivalencni razredi.

¢ Ceje Rna S ekvivalen¢na relacija, potemje S = S; US, U...,
kjer za i #j velja
S; N Sj =
za poljubna a,b € S; velja aRb
za poljubna a € S; and b € S; velja ~(aRb)

¢ Opomba: equivalencnih razredov je lahko kon¢no ali neskon¢no mnogo.
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Primer.

¢ Definiraymo relacyjo R na Z takole: aRb iff a = b mod m.
¢ Trditev. R je ekvivalenCna relacija naz . ( )

¢ EkvivalenCni razredi relacije R so
So ={..., 2m, -m, 0, m, 2m, ...}
S ={..., 2m+1l, -m+1, 1, m+1, 2m+l1, ...}

Sm—1 ={..., 2m-1, -1 m-1, 2m-1, 3m-1, ...}

23 Borut Robi¢, Computability &
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Naj bo P mnozica (nekaterih poljubno 1zbranih) lastnosti relacij.
P-zaprtje relacije R je najmanjsa relacija, ki vsebuje R in ki ima vse
lastnosti, nastete v P.

Primer.

é P ={tranzitivnost}.
P-zaprtje relacije R je relacija, ki jo oznaCimo z R*, in poimenujemo
tranzitivno zaprtje relacije R. Za R* velja:

Ce aRb, potem aR*b.
Ce aR*b in bRc, potem aR*c.
xR*y velja natanko tedaj, ko to sledi samo iz 1) and 2).

Intuitivno: R* nastane iz R, ¢e v R dodamo najmanjse Stevilo parov, da
“razSirjena mnoZica” postane tranzitivna.

24 Borut Robi¢, Computability &
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Primer:.

6 P ={refleksivnost, tranzitivnost} .
P-zaprtje relacije R oznaCimo z R, in imenujemo refleksivno-
tranzitivno zaprtje relacije R. Za R" velja:

R"=R*U{(a,a)|a €S}.

Borut Robi¢, Computability &
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1.4 Formalni jeziki

¢ Simbol je osnovni pojem, ki ga zato ne definiramo formalno.
Primer. Crke, $tevke, locila in matematicni znaki so obicajni simboli.

¢ Beseda (0z. niz) je koncno zaporedje staknjenih simbolov.
Primer. bbac je beseda, v kateri so staknjeni simboli a, b in c.

¢ (Besedne) spremenljivke zavzemajo vrednosti, ki so besede. Pogosto (ne
vedno) jih oznacimo s simboli u, v, w, x, ), z s konca latinice.

Primer. u =bb,; v=a,; w = bbac. Primer. x = u (spr. x je enaka spr. u).

¢ Dolzina |w| besede w je Stevilo pojavov simbolov v w.
Primeri. la| = 1 ; |bb| =2 ; Ce w = bbac, je |w| = |bbac| = 4.

¢ Prazna beseda je beseda dolZine 0. Oznacimo jo z € . Torej, || = 0.

Borut Robi¢, Computability &
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¢ Predpona besede je niz vodilnih simbolov besede. Pripona besede
je niz zadnjih simbolov besede. Predpona (pripona) besede je
prava, ¢e ni enaka besedi.

Primer. Predpone besede bbac so €, b, bb, bba in bbac; pripone pa so €, ¢, ac, bac in bbac. Beseda
bbac ni niti prava predpona besede bbac, niti njena prava pripona.

Stik dveh besed je beseda, sestavljena iz prve besede, ki ji brez
presledka sledi druga beseda.

Primer. Stik besed bbac in aa je bbacaa. Primer. Staknemo lahko tudi besedni spremenljivki: e je
npr. u = bbac in v = aa, je stik spremenljivk u in v beseda uv = bbacaa.

Operacija, ki besedama priredi njun stik, se tudi imenuje stik.
Eksplicitno je ne oznacimo: Ce sta u in v besedi, rezultat operacije
stik zapiSemo z uv (ne pa, npr., z uev ali u+v). Prazna beseda € je
nevtralni element za operacijo stika (ker ew = we = w, za vsak w).
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¢ Abeceda je kon¢na mnoZzica simbolov.

¢ Formalni jezik nad abecedo je mnozica besed,
ki jih sestavljajo simboli te abecede. Prazna mnozZica () in mnozZica
{e} sta tudi formalna jezika (razlicna!)

Primer. Mnozica palindromov (besed, ki se naprej in nazaj berejo enako) nad abecedo
{0,1} je neskoncen jezik {¢, 0, 1, 00, 11, 000, 010, 101, 111, ...}

¢ Pomemben jezik je mnoZica vseh besed nad dano abecedo ..
Oznacimo ga s 2™

Primer. Ce je ¥ ={a}, potem je X* = {¢, q, aa, aaa, aaaa, ...}.
Ce je X = {0,1}, potem je ¥* = {¢, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000,001, 010, 011, 100, ...}.

Borut Robi¢, Computability &
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1.5 Grafi

¢ Neusmerjen graph G = (V, E) sestavljata mnozica V' tock (oz.
vozIli$¢) 1n mnozica E parov tock, imenovanih povezave.

Primer. V'={1,2,3,4,5}, E={{nm} |ntm =4 ali ntm="T7}.

o® OF

¢ Pot v grafu je zaporedje tock v, v,, ..., v, £>1, kjer je {v,v;,}
za vsak i, 1<i < kpovezava v grafu. Dolzina poti je £ -1.
Primer. Zaporedje 1,3,4 je pot dolzine 2; tudi zaporedje 5 je pot (dolZine 0).

¢ Ceje v1=",, je pot cikel.

Borut Robi¢, Computability &
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¢ Usmerjen graf G = (V] A) sestavljata mnozica tock V'in
mnozica A urejenih parov toCk, imenovanih usmerjene
povezave. Usmerjeno povezavo («#,v) oznacimo tudi z u — v.

Primer.

¢ Pot v usmerjenem grafu je zaporedje tock v, vy, ..., v, £>1,
kjer je v; = v;,; za vsak i, 1<i<k, usmerjena povezava grafa.
Recemo, da gre ta pot iz v; v u,. Ce je u = v, je u neposredni
prednik tocke v (0z. v neposredni naslednik tocke u).
Primer.1 =2 — 3 = 4jepotiz 1 v4. Tuje 3 predhodnik 4.

Borut Robi¢, Computability &
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¢ Drevo je usmerjen graf z lastnostmi:

1) Obstaja natanko ena tocka, imenovana koren, ki nima
prednikov in 1z katerega obstaja pot do vsake tocke.
2) Vsaka tocka, ki n1 koren, 1ma natanko enega prednika.

3) Ce ima toc¢ka naslednike, so ti urejeni (obicajno od leve proti desni).

¢ Neposrednemu nasledniku toCke reCemo tudi sin,
neposrednemu predniku pa oce. Ce obstaja pot iz v; v v,
rvecv:emo, da je v; prednik tocke v, (0z. v; potomec tocke v;).
Ce tocka nima sinov, ji reCemo list, sicer pa notranja tocka
drevesa.
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Primer.

Drevo koren Q

-® B @

list @
lisi (16 (17) 21)
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1.6 Metode dokazovanja

¢ Nekatere 1zreke lahjko dokazemo z matematicno indukcijo.

¢ Princip matematicne indukcije:
Naj bo P(n) trditev o naravnih stevilih n. Teday.

Ce P(0) velja in Ce velja P(k-1) = P(F) za poljuben k> 1,
potem P(n) velja za vsak naravni 7. (Tu 0 stejemo za naravno t.)

¢ P(0)je osnova indukcyje, P(k-1) je induktivna hipoteza,
P(k-1) = P(k) pa induktivni korak.
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. : , nn+1)2n +1
Primer. Trditev: P(n) = Z i° = ( )6( )
DOKAZ. . 7“:5(0 e 04
: + -0+ . :
Osnova [preverimo P(0)] Z it=0= . Torej P(0) velja.
i=0 po1
k—1Dk(2k —1
Ind. hipoteza [predpostavimo, da P(k-1) velja] » i% = ( >6( )
i=0
Ind. korak [dokazemo, da velja P(k-1) = P(k). Pr1 tem se sklicujemo na ind. hiptezo|
k k—1
. : nd.hyp. (kK — 1)k(2k — 1) k(k+1)(2k+1)
2 _ 2 kQId:hyp( B2 — =

Torej P(k) velja. Ugotovili smo, da velja P(k — 1) = P(k).
Sklep: P(n) velja za vsa naravna Stevila 7.

QED.
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1. A palindrome can be defined as a string that reads the same forward and backward, or by the following
definition:

a) € is a palindrome.

b) If a1s any symbol, then the string a is a palindrome.

c) If ais any symbol and x is a palindrome, then axa is a palindrome.

d) Nothing is a palindrome unless it follows from (1, 2, 3).

Prove by induction that the two definitions are equivalent.
2. The strings of balanced parentheses can be defined in at least two ways.
A string w over alphabet {(,)} is balanced if and only if:

1) a) whasan equal number of (‘s and )'s, and
b) any prefix of w has at least as many (‘s as )'s.

2) a) eisbalanced.
b) If wis a balanced string, then (w) is balanced.
c) If wand x are balanced strings, then so is wx
d) Nothing else is a balanced string.

Prove by induction on the length of a string that (1) and (2) define the same class of strings.

Borut Robi¢, Computability &
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3. Show that the following are equivalence relations and give their equivalence classes.

a) The relation R; on integers defined by iRyj if and only if 1 =.

b) The relation R, on people defined by pR, q if and only if p and q were born at the
same hour of the same day of some year.

c¢) The same as (b) but "of the same year" instead of "of some year.”

4. Find the transitive closure, the reflexive and transitive closure, and the symmetric closure of the relation

1(1,2),(2,3),(3,4), 5, D}

36 Borut Robi¢, Computability &
Computational Complexity



1.8 Slovar

Symbol simbol letter Crka digit Stevka string niz word beseda length doll ina empty string prazna
beseda prefix predpona suffix pripona proper praviconcatenation stik to juxtapose stakniti,
pripeti juxtaposition stik alphabet abeceda formal language formalni jezik palindrome pahndrom
graph graf vertex, node vozli§¢e edge povezava path pot cycle cikel directed graph usmerjen graf
{Jredecessor predhodmk successor naslednik tree drevo ancestor prednik descendant potomec leaf
ist interior vertex notranje vozliS¢e mathematical induction matemati¢na indukcija inductive
hypothesis induktivna hipoteza basis osnova inductive step korak indukcije, indukcijski korak set
mnol | ica member pripadnik, element contain vsebovati properly contain strogo vsebovati equal enak
operation operacija union unija intersection presek difference razlika Cartesian product kartezicni
produkt power set poten¢na mnol | ica cardinality mo¢ countable §tevna countably infinite Stevno
neskoncna binary relation binarna relacija domain domena range zaloga vrednosti reflexive
refleksivna irreflexive irefleksivna transitive tranzitivna symmetrlc simetriCna asymmetric
asimetri¢na equivalence relation ekvivalenc¢na relacija partition razbitje, razdelitev equivalence class
ekvivalencni razred transitive closure tranzitivna ovojnica (tr. zaprtje) reflexive and transitive closure
refleksivna tranzitivna ovojnica (refl. tr. zaprtje) model of computation racunski model finite
automaton kon¢ni avtomat regular expression regularni izraz pushdown automaton skladovni
avtomat context-free grammar kontekstno neodvisna gramatika Turing machine Turingov stroj
intractable (or hard) problem neobvladljiv (oz. tel] ek) problem
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Koncnl avtomati
IN regularni izrazi




Vsebina

¢ Sistemi1 s koncno mnogo stanji

¢ Deterministicni kon¢n1 avtomati, DKA

¢ Nedeterministi¢ni kon¢n1 avtomati, NKA
¢ Ekvivalentnost DKA in NKA

¢ Koncni avtomati s tthimi prehodi, NKA,
¢ Ekvivalentnost NKA in NKA,

¢ Regularni 1zrazi

¢ Ekvivalentnost koncnih avtomatov in regularnih 1zrazov
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2.1 Sistemi s koncho mnogo stanji

¢ Sistem s kon¢no mnogo stranji je entiteta, ki
je vedno v kakem od koncno mnogih stanj,
korakoma bere diskretne podatke 1z svoje okolice,

in po vsakem branju lahko spremeni svoje stanje v novo stanje.

Stanje, v katerem je sistem v nekem trenutku, predstavlja dotlej

prebrane podatke. Na podlagi stanja bo sistem dolocil svoj odziv na
naslednji podatek 1z okolice.

Koncni avtomat je a matematicni model sistemov s koncno mnogo stanji.
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¢ Primeri. Poznamo razne sisteme, ki imajo kon¢no mnogo stanj.

Preklopna vezja (npr. procesor v racunalniku)

¢ A switching circuit consists of a finite number of gates, each of which can be in one of two conditions, 0
and 1 (different voltage levels at the gate output).

¢  The state of a circuit with z gates can be any one of 2” assignments of 0 or 1 to the gates.

¢  (Comment. The circuitry is so designed that only the two voltages corresponding to 0 and 1 are stable;
other voltages immediately adjust themselves to one of these voltages. Switching circuits are
intentionally designed in this way, so that they can be viewed as FSSs, thereby separating the logical design of
a computer from the electronic implementation.)

Nekateri programi (npr. urejevalnik besedil, leksikalni analizator pri prevajalniku)

¢ A lexical analyzer scans the symbols of a computer program to locate the strings of characters
corresponding to identifiers, numerical constants, reserved words, and so on. In this process the lexical

analyzer needs to remember only a finite amount of information (e.g., the length of a prefix of a reserved
word that has seen since startup).

Se mnogo ve¢ ... (npr. dvigalo; TV + daljinec; kavomat, pralni stroj ...)

¢ Razvoj takih sistemov se naslanja na teorijo koncnih avtomatov.
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Opomba.

Kasneje bomo videli, da je koncni avtomat model raCunanja, ki pa ne
zajema vsega, kar si intuitivno predstavljamo kot racunanje.

¢ Zakaj? Da bi zajeli vse, kar si intuitivno predstavljamo kot racunanje,
potrebujemo model raCunanja s potencialno neskoncnim pomnilnikom.
Taksen model bo na primer Turingov stroj.

Borut Robi¢, Computability &

42 Computational Complexity



2.2 Deterministicni koncni avtomat

¢ Intuitivno: deterministicni koncni avtomat (DKA) sestavljajo
konCna mnoZica stanj in
koncna mnozica prehodov med stanji,
k1 se zgodijo po branju simbolov 1z vhodne abecede (npr. Y))
Pr1i tem velja:
é za vsak vhodni simbol in vsako stanje obstaja natanko en prehod;
é eno stanje, oznaceno s g, , je zacetno stanje. DKA zacne delovanje v ¢, ;
é nekatera stanja so koncna .

¢ Pravimo, da DKA sprejme besedo x, ¢e zaporedje prehodov, ki utreza zaporednim
simbolom besede x, vodi DKA 1z zaCetnega stanja gy v kako koncno stanje.
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¢ DKA lahko predstavimo z diagramom prehodov, v katerem
tocke predstavljajo stanja DKA,

usmerjene povezave pa prehode DKA: povezava g; ;> g; obstaja,
¢e DKA lahko preide 1z stanja g; v g; pr1 prebranem simbolu a.

Primer.

q, is the initial state. Final states are in double circles (here q, ).
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¢ Definicija. Deterministicni konc¢ni avtomat (DKA)
je peterka (@, X, 9, qo, F), kjer so:

() kon¢na mnozica stanyj,

>. vhodna abeceda,

qo € () zacetno stanje,

F C @ mnozica kon¢nih stanj,

0 funkcija prehodov, 6: Q x ¥ — Q.
Torej je §(q, a) stanje, v katerega DKA preide iz stanja ¢, ¢e je prebral simbol a.

¢ Opomba: 0 je program DKA. Vsak DKA ima svoj specifi¢ni program 0.
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¢ DKA lahko predstavimo tudi takole: nadzorna enota bere
vhodno besedo (€ ¥*) s traku in pri tem prehaja med stanji.

@ control unit

tape | 0| 1] 1fofo]| 1]0]1

window

¢ Ce DKA v stanju g prebere vhodni simbol g, potem v eni potezi:

preide v naslednje stanje, tj. v stanje 6(q, a),

pomakne okno v desno, na naslednji stmbol vhodne besede.

¢ Ceje 8(q, a) koncno stanje, pravimo, da je DKA sprejel predpono vhodne
besede vkljuCno do prebranega a. DKA lahko spreyme vec predpon
vhodne besede, obiCajno pa zahtevamo, da prebere celo vhodno besedo.

Borut Robi¢, Computability &

46 Computational Complexity



¢ Izkaze se za koristno (nasl.prosojnica), Ce razsirimo § tako, da
je lahko njen drugi argument niz simbolov (ne le en simbol).

I[5¢emo funkcijo § : Q x ©* — Q, taksno, da bo § (g, x) stanje, kamor
pride DKA po tem, ko je v stanju g zacel brati in potem prebral niz x.
V diagramu prehodov bo § (g, x) stanje, do katerega vodi pot 1z g,
oznacena z nizom x.

Razsirjeno funkcijo prehodov ¢ definiramo rekurzivno tako:

A

0(q,€) = q
6(gq, wa) = 6(8(g, w), a), za vsak niz w in vhodni simbol a

Kerje d(q,a) = 6(q, a) (dokazi!), ni neujemanja medy in 4.
Zaradi enostavnosti obiCajno pisemo kar & namesto § in pomnimo, da zdaj ¢ deluje nad nizi.
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¢ Definicije.

DKA M =(Q,%,4,q, F) sprejme besedo (niz) x,
¢eje d(qo,x) =p zanekip € F.

Jezik, sprejet z DKA M je mnoZzica L(M) vseh besed, ki jih
spreyme M :
L(M)={xeX*|d(q,x) € F}

Jezik I je regularen (oz. je regularna mnozica),
ce L’ sprejme kak DKA (tj. ¢e 3DFA M : L’ = L(M)).
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Primer.

q, is the initial state. Final states are in double circles (here q, ).

¢ Zgoraj je diagram prehodov DKA M = (Q, %, 9, qo, F'), kjer so

Q — {QO7Q17Q27Q3}
2 — {0,1)

F'={qo}

49

5 0 1
qo q2 q1
d1 43 4o
q2 do 43
q3 q1 42
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o 0 1

qo q2 q1
q1 d3 4o
q2 do 43
q3 q1 g2

q, Is the initial state. Final states are in double circles (here q, ).
¢ Najbox=110101 vhodna beseda (niz) v DKA M. Alije x € L(M)?
[zratunati moramo stanje &(qg, x) = d(qo, 110101)in preveriti, ali je v F.

5(qo, 110101)

= §(q1, 10101)
— 5((]37 01)
:5((117 1) = qo GF
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Primer (nadaljevanje).

¢ Izvajanje avtomata M pri vhodni besedi x = 110101.

* | 4> g 0 1
} ﬂk
(1T 1T o[ 17 o[ 1] (1T 1101 ol 1] q0 q2 Q1
q1 q3 4o
' @ v e | o o
(ILJol 1[0l 1 (AT 1010l 1 a3 a1 42
/ \
—F ¥
(I 1ol ol T AT T0lT[0[ 1 —» [0l 1[0l [0 1

\
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2.3 Nedeterministicni koncni avtomat

¢ Nedeterministicni koncni avtomat (NKA) dobimo 1z DKA,
Ce dopustimo 7ic¢, enega ali celo ve¢ prehodov 1z kakega stanja
pr1 istem vhodnem simbolu. Npr.

¢ NKA spreyme vhodno besedo x = a1az - an, Ce obstaja (vsaj
eno) zaporedje prehodov, oznaceno z a1az - - - an, ki vodi iz
zacCetnega stanja v (katerokoli) koncno stanje.

¢ Pri DKA velja: za dano stanje g in besedo x gre 1z q natanko ena pot oznacena z x. Za
ugotovitev ali DKA sprejme x zadosca, da preverimo, ali ta pot vodi v koncno stanje.
Pri NKA je bolj zapleteno: tu gre lahko iz g veC poti, oznacenih z x. Za ugotovitev ali
NKA sprejme x, moramo preveriti, ali vsaj ena vodi v kon¢no stanje. Torej moramo

[
v najslabSem primeru preveriti vse! Borut Robi¢, Computability &
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é Nedeterminizem

¢ Vprasanje: Ce je dana vhodna beseda x = aias - - - @, kdo bo ugotovil ali
obstaja zaporedje prehodov, ki se konca v kon¢nem stanju?
Odgovor: NKA sam!

¢ Vprasanje: Kako bo NKA to ugotovil?
Odgovor: NKA #ni realistiCen model raCunanja: predpostavljamo namreC, da NKA
to vedno pravilno ugane. Lahko si mislimo, da 1ima NKA magicno sposobnost, da
med ve¢ moZnimi prehodi vedno 1zbere pravega (Ce je med njimi kakSen tak),
tj. tistega, ki ga vodi k sprejetju. Ce pravega prehoda ni, NKA to magi¢no
ugotovi in se ustavi.

¢ Zaradi te svoje magicne lastnosti je NKA neuresnicliiv, nerealistiCen model.
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¢ Nedeterminizem (nadaljevanje)

¢ Vprasanje: Cemu koristi nerealisti¢ni model ra¢unanja NKA?
Odgovora:

NKA 1n tudi drugi nedeterministi¢ni modeli rac¢unanja, ki jth bomo Se spoznali,
koristijo pri doloCanju spodnjih meja Casa, potrebnega za resitev racunskega problema.
Podlaga pri tem je naslednji razmislek:

Ce resevanje danega problema P z nedeterministi¢nim modelom racunanja M zahteva T Casa,
potem bo reSevanje problema P s kakrsnokoli deterministiCno razlicico D modela M zahtevalo
vsaj T Casa (ker D nima magi¢ne sposobnosti pravilnega ugibanja).

Pogosto je problem P laZje sestaviti NKA (ali kak drug nedeterministicni model M).

Ko je M sestavljen, poskuSamo iz M sestaviti ekvivalentno deterministicno razli¢ico D
(ekvivalentno v smislu, da tudi D resi problem P, ¢eprav v nekem drugem casu).
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¢ Definicija. A nedeterministicni koncni avtomat (NKA)
je peterka (Q, %, 9, qo, F), kjer so:
() koncCna mnozica stanj,

Y (koncna) vhodna abeceda,

go € () zacetno stanje,

I C () mnozic kon¢nih stanj, in g
d funkcija prehodov tj.§: Q x & — 29

Torej so v mnotZici §(q, a) natanko tista stanja, v katera NKA lahko preide

1z stanja g, Ce je prebral simbol a.

¢ Opomba: § je program NKA. Vsak NKA ima svoj specifi¢ni program 0.
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Primer. Start —'>
1 0,1 0,1
9

1

0,1

¢ Zgoraj je diagram prehodov za NKA M = (@, 3, 9, qo, F’), definiran takole:

5 0 1
Q=1{q,q1,49,93,q4} qo {90,903} {90, 01}
> ={0,1} i ) {a2}
F = {Q2,CI4} gi }Zz{ {%)2}
d4 {aa} {qa}

56
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¢ NKA silahko predstavljamo podobno kot DKA. Tudi NKA bere s traku. Magicno

uganjevanje nadzorne enote pa nadomestimo s vzporednim (paralelnim) delovanjem.
Spodaj je narisana konfiguracija, kjer NKA v stanju ¢; vidi v oknu symbol 1.

control unit

tape | O | 1| 1O |0 1]0]1

window

Ker mora NKA izbrati naslednje stanje, s1i mislimo, da se za vsako mozZno naslednje stanje
ustvari kopija NKA z nadzorno enoto v tem moZnem stanju in oknom na naslednji celici.
Npr., Ce je v programu NKA ukaz§(g;, 1) = {g;, qx, ge } , nastanejo 3 kopije (konfiguracije):

9 control unit 4 control unit qp control unit

tape) 0| 1| 1JOJO| 1|01 tape| 0| 1| 1]JOfJO|1]O0]|1 tape| 0| 1| 1]JOfJO|1]O0]|1

window window window

Nato na podoben nacin vsaka kopija nadaljuje svoje 1zvajanje neodvisno od ostalih.
Tako zamisljeno vzporedno racunanje lahko predstavimo z drevesom izvajanja.
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Spet je Koristno (nasl.prosojnica), Ce razsirimo ¢ tako, da je lahko
njen drugi argument iz simbolov (ne le en simbol).

Ii¢emo funkcijo d : Q x * — 29 dabo § (q, x) mnoZica stanj, kamor
NKA lahko pride 1z stanja g, ko prebere besedo x.
Torej je §(q, ) mnozica stanj, do katerih iz ¢ vodijo poti, oznacene z

X. ;
)
Rag@rjg}laf%l}(cuo prehodov  definiramo rekurzivno tako: a

<q,wa>—{pecz|3reé(q, w): peéra}%@@

5 =0(q,a
Ker je (doka21')5 ni neuiemanja med i
Zato zaradi enosgzvnostz obiCajno pisemo kar namesto in si zapomnimo, da  zdaj deluje nad nizi.

Ig(cg’ig)m_) jEJ (§“€q{qLZ)§z’rz'tz‘ tako, da je njen prvi argument lahko mnoZica stan;:
qeS Borut Robi¢, Computability &
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¢ Definicije.

NKAM = (Q,%,6,q0, F') sprejme besedo (niz) x,
ce 6(qo,x) vsebuje kako koncno stanje p € F (tj. e 6(qo, z) N F # ().

Jezik, sprejet z NKA M je mnoZica L(M) vseh besed, ki jih
sprejme M:

L(M) = {z € ¥*|d(qo, x) vsebuje neko konc¢no stanje iz F'}

Kaksen je L(M)? Ce bi bil M deterministicen, torej DKA, bi bil L(M) regularen jezik.
Toda zdaj je M nedeterministiCen, tj. NKA. Intuicija nam pravi, da je NKA mocnejsi
od DKA (zaradi svoje magiCne sposobnosti) in zato sprejme veC besed kot DKA.

Torej pricakujemo, da L(M) ni regularen. (Toda videli bomo, da nas intuicija vara.)
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Primer (nadaljevanje)

0 1

Stan‘ %
0,1 qi

1

’ 0,1
@ q2
1 q3
0,1
44

¢ Alijebeseda x = 01001 v jeziku L(M)?

{CIO,C]3} {qo, a1}

0 {(12}
{Q2} {CI2}
{Q4} 0
{qa} {aa}

Ugotoviti moramo, ali mnozica 6(qo, ) = d(qo, 01001).vsebuje kako

koncno stanje:

9(90,01001) " = 6({go, g5}, 1001)

{q0,q1} U0,001) = 5({qo, q1},001)
{0,493} UD,01) = 5({qo, g3}, 01)

= 0(

= 0(

= 06({90,93} U{as},1) = 6({qo0, 43,94}, 1) §
= 0({q0, 1} UD U {qa},e) = 6({q0,q1,q4},€), and g4 € F

60
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2.4 Ekvivalentnost DFA in NFA

¢ Vsak DKA je tudi NKA.

Zakaj? Na DKA lahko gledamo kot na posebni NKA, pri katerem je funkcija
prehodov 0 taka, da velja §(g,a) ={r}, za vsakpar g€ Q,a€ X innekir e Q.
Pr1 takem NKA vedno obstaja natanko eno mozno naslednje stanje.

¢ Zato razred jezikov, sprejetih z NKA, vsebuje vse jezike, sprejete z DKA
(ty. regularne jezike):
Razred jezikov sprejetih z NKA

\
Razred jezikov sprejetih z DKA

Vprasanje: Ali obstajajo tu kaki jeziki?
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Vprasanje: Ali obstaja neregularni jezik, ki ga sprejme NKA?
Odgovor: Ne! Razred jezikov, sprejetih z NKA, je enak razredu
jezikov, sprejetih z DKA!

Vprasanje: Kako to ugotovimo?
Odgovor: DokaZemo, da ima vsak NKA ekvivalentni DK A
(tj. DKA, ki sprejme isti jezik kot NKA).

Izrek. Naj bo L jezik, ki ga spreyme dani NKA M.
Potem obstaja DKA M’ ki sprejme L.

Ideja dokaza. Konstruiramo DKA M’ ki1 je sposoben simulirati NKA M.
Kako? Vsako stanje DKA M’ bo predstavljalo neko mnoZico stanj NKA M.
Nadzorna enota DKA M’bo beleZila vsa stanja, v katerih b1 lahko bil
NKA M, ce bi prebral vhodno besedo, ki jo je dotlej prebral M.

Borut Robi¢, Computability &

62 Computational Complexity



¢ Dokaz.

¢ Najbo M =(Q, 3,6, q0, F) NKA, ki sprejme jezik L. (Torej L = L(M).)
¢ Definirajmo DKA M’ = (Q',%', ¥, q5, F') takole:

Q' = 29. Stanje DKA M’ naj predstavlja mnoZico vseh stanj, v katerih bi bil lahko NKA
M v tistem trenutku.

¢ Notacija: Stanje DKA M’ oznalimo s{q;, , ..., q;,. ] (kjergi,,...,q;, € Q so stanja M).
Torej stanje [qiy, - - - , ¢, ) DKA M’ predstavlja mnoZico{q;, , - - - , s, } stanj NKA M.

> =% (DKA M’naj ima enako abecedo kot NKA M)
a6 = [qo] (Zaletno stanje DKA M’ mora biti [g], ker je takrat NKA M v stanju g

5/([%17" . 7Qik]va) - [pj17 cee 7pj£] iff 5({Qi17"'7%k}7a) - {pjl’ st 7pje}

Stanje, kamor preide M’ iz stanja|q;,, . - ., g;, ] pri simbolu g, dobimo tako: (1)
uporabimo 6 nad vsakim stanjem v {gi, - - - , ¢, } in (2) izra¢unamo unijo dobljenih
mnozic. Ce je unija {pj,,---,Pj},je[p;,,...,pj,} stanje, kamor preide M.

F‘naj bo mnoZica stanj DKA M’, ki imajo v svojem zapisu vsaj eno kon¢no stanje
NKA M.
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¢ Dokaz (nadaljevanje)

¢ Nato moramo pokazati, da velja
8 (g6, x) = iy - -5 qi, ) iff 6(qo,x) = {qiy,---,a,}, za poljuben x € X%,

To storimo z matemati¢no indukcijo po dolZini |z| vhodne besede x. (Vaja.)

é ObrazloZzimo, da velja tudi

8’ (g}, x) € F'" iff §(qo,x) vsebuje kon¢no stanje iz F
¢ Potem lahko zaklju¢imo z ugotovitvijo, da je L(M) = L(M"). O

Dokazali smo, da DKA M’ spreyme isti jezik kot NKA M. V tem smislu
sta M’ 1n M egvivalentna (enako “mocna”). Seveda pa se razlikujeta po
Stevilu svojih stanj in po ukazih v svojih programih.
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Primer.

¢ Na.] bo M = ({Q(b Q1}7 {07 1}7 6) qo, {Q1}) NKA’ kjer
0(q0,0) ={qo,q1}  8(q1,0) =0
(QO, ) = {Q1} 5(6117 1) = {QO;Q1} C

¢ DKAM = (Q’,{O,l},é’, [q0], F"), ki sprejme L(M), ]

Q" =25 ={0,[qo), [¢1] [90, ¢1]} , (vse podmnoZice mnoZice Q = {qo,q1})
0'(0,0) =0 0'([90],0) = [90, 1]  9'([q1],0) =0 ' ([g0, 1], 0) = [q0, a1]
o'(0,1) =0 6'([q], 1) = [q1] '([¢1], 1) = g0, 1] &' ([q0, 1], 1) = [q0, q1]

F' = {[{q1], g0, 1]}
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2.5 Koncni avtomati s tihimi prehodi

¢ Definicijo NKA lahko Se razSirimo tako, da j1 dodamo sposobnost
spontanega prehajanja med stanji, tj. prehajanja v nova stanja, ne da bi
NKA pr1 tem prebral simbol v oknu. To je tihi prehod (e-prehod).

Diagram takega NKA 1ma lahko na povezavah oznake .
0 1 2

) ) )
o)

Ta NKA sprejme besede, ki se zatnejo s poljubnim Stevilom simbolov 0 (tudi €), nadaljujejo s
poljubnim Stevilom simbolov 1 (tudi €), in koncajo s poljubnom Stevilom simbolov 2 (tudi €).
Zakaj?

Odgovor: NKA sprejme besedo x, ¢e obstaja pot, oznaena z x 1z g, vV q,. Toda povezave, oznacCene z
€, so lahko sestavni del te poti, Ceprav € ni eksplicitno naveden v x. (INpr. x = ab= eaebe.)

é Primer.

Npr., x = 002 je sprejeta, ker je pot gy = ¢ =2 9o =2 41 =2 ¢» =2 ¢, 0znacena z 00ge2, hkrati pa

vemo, da je 00ee2 = 002. o Borut Robi¢, Computability &
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¢ Definicija. NKA s tihimi prehodi (NKA,)
je peterka (Q, X, 6, qo, F), kjer so:
() kon¢na mnoZica stanj,
2. vhodna abeceda,

go € @ zacetno stanje,
F' C @ mnozica konénih stanj, g
0 funkcija prehodov, fj. §:Q x (U {e}) — 29
V mnotzici (g, a) so natanko tista stanja, kamor NKA lahko preide iz stanja

g po povezavah, ki so oznacene z g ali €.

& Opomba: §je program NKA,. Vsak NKA, ima svoj specifi¢ni programad.
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¢ Primer (nadaljevanje) NKA,, ki ustreza diagramu prehodov

0 1 2
)¢y L
a0+ ) (i

je (Qaza(Sa QOaF)’ kjer so

Q =1{90,9,q}
2 ={0,1,2}
F = {Q2}
0 1 2 €
s5— 0 | {awo} 0 0 {a}
q1 | 0 {CI1 0 {CI2}
g | 0 O {q2} 0

68
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¢ Spet Zelimo razsiriti funkcijo § avtomata NKA tako, da bo
lahko njen drugi argument niz simbolov (morda celo prazen).

¢ Definirati Zelimo funkcijog . Q x ¥* = 2% tako, da bo 5((], )
mmnoZica stanj p, do katerih iz q vodijo poti oznacene z x, na katerih so
lahko povezave oznaCene tudi z e.

Definicija funkcije § bo jasnejsa, ¢e prej definiramo §e mnoZico
vseh stanj, dosegliivih iz stanja q samo s tihimi prehodi . -Closure(g).
1 2

0
Primer. C) ) ¢  eClosure(g) = {qo, 91, %2}

Start @ . @ : @ e-Closure(qy) = {q1, 2},

g-Closure(qy) = {q5}.

To razSirimo Se na mnoZice: e-Closure(S) = U e-Closure(q)

qesS
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¢ Razgirjeno funkcijo prehodov é definiramo rekurzivno:

A

d(q,e) = e-Closure(q)

Pri we€ X" ina € X je

A

d(q, wa) = e-Closure(P)
kjer je P = {p|3r € 6(q,w) : p € 6(r,a)}

6 Zdajje v splosnem d(q,a) # 6(q,a) . (Zakaj?)

-Closure(P)

C)@?

: Qi{

¢ 0 in ¢ razsirimo Se na mnoZice stanj: Ce je R mnoZzica stanj, potem sta

d(R,a) =

A

(R, x) =

qER

\_/
q€ER

d(q,a)

A

o(q, )
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¢ Primer (nadaljevanje). NKA, z diagramom prehodov (na levi) ima

0 1 2 0o 1 2
] Q =1{9,q1,9} @0 | {90} 0 0 {a:}
o ‘ @Az = 4 [} 0 {e}
F — {Q2} q» ‘

Naj bo x = 01 vhodna beseda. Koliko je ) (go, 01)? (V katerih stanjih je lahko, ko jo prebere?)

== =
=
—
)
[}
—
=

A

0(qo,€) = e-Closure(qo) = {90, ¢1,q2}

“~ A

0(qo,0) = e-Closure(d(6(qo,€),0)) = e-Closure(d({qo, q1,42},0))
= g-Closure(d(qo,0) U 6(q1,0) Ud(g2,0)) = e-Closure({go} U D U ()
= e-Closure({qo}) = {q0, 91,92}

6(go,01) = s—Closure(é(éA(qo, 0),1) = e-Closure(d({qo, q1,92},1))
= e-Closure({q1 }) = {q1, g2}
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¢ Definicije.

NKA, M =(Q, %, 46, qo, F') sprejme besedo (niz) x,
¢e 0(qo, ) vsebuje kako kon¢no stanje p € F'.

Jezik, sprejet z NKA , M =(Q, %, 6, qo, F') je mnoZica L(M)
vseh besed, ki1 jih spreyme M, tore)

L(M) = {z € £* | §(qo, z) vsebuje neko kon¢no stanje iz F'}

7 Borut Robi¢, Computability &
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2.6 Ekvivalentnost NKA in NKA,

¢ Intuicija nam pravi, da je NKA_ mocnejsi (sposobnejsi) od NKA,
saj lahko tiho prehaja med stanji (Cesar NKA ne more).

¢ Ce nas intuicija ne vara, bi moral biti model NK A, sposoben
sprejemati tudi jezike, ki niso regularni.
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Vprasanje: Ali obstaja neregularni jezik, ki ga spregme NKA ..?
Odgovor: Nel Razred jezikov, sprejetth z NKA,, je enak razredu
jezikov, sprejetih z NKA!

Vprasanje: Kako to ugotovimo?
Odgovor: Dokazemo, da ima vsak NKA . ekvivalentni NKA
(tj. NKA, ki sprejme isti jezik kot NKA, ).

Izrek. Naj bo L jezik, ki ga spreyme dani NKA ; M.
Potem obstaja NKA M’, ki spreyme L.

Idej a dokaza. Dokazati zelimo, da bo M’ lahko simuliral potezo avtomata M za vsak par (g,q).
Ker pa Mlahko 1zvaja tudi tihe prehode, bo moral biti M’ sposoben preiti iz stanja g v stanje p, ¢e v
diagramu prehodov avtomata M obstaja pot 1z q v p, oznaCena z a, na kateri so lahko tudi e-prehodi.
Torej bomo morali poiskati tako funkcijo prehodov §*avtomata M*, da bo veljalo 8’ (g, a) = 8(q, a).
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Dokaz.

Najbo M = (Q, %, 6, qo, F) NKA, , ki spreyme jezik L.

Definirajmo NKA M’ = (Q, X, ¢, qo, F') takole:
§' = &, torej najbo 8 (q,a) = 8(q,a) za vsakpar ¢ € Q ina € .

o F U{qo} if e-Closure(qp) contains a state in F,
|\ F otherwise.

Pozor: M ‘ nima e-prehodov (torej je NKA), zato smo njegovo funkcijo prehodov
oznacili z ¢’ (ne pa z §). Razlikovati pa moramo § in § (ker obe opisujeta NFA,).

Lema. (oo, %)= Ao, x) za |z|! 1.
Dokaz: Indukcija po |x]|. (Vaja.) |

Nato dokaZemo $e naslednje: !’(qp, X) vsebuje stanje iz F'‘ natanko tedaj, ko X0p, X)
vsebuje stanje iz F. Dokaz. (Vaja.) !
!
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¢ Primer (nadaljevanje). NKA, M z diagramom prehodov

0 1 2 0 1 2 €
‘ _ o1 w0l 00 fa
Start @ @ @ 1ma. Q - {QO7 q1, q2} 0= Zl ‘ q@ {Ql} 0 {32}
F:{Q2} @ | 0 0 {ge} 0
Ekvivalentni NKA jeM* = (Q,! ,!",m, F') , kjer so:
0 1 2
e s s @ 1 (%% (et (%
T@A=AAA= T (g {o
¢ | ! ! {}

F'={op, 0, p} (kerje tp! F dosegljivo iz vsakega stanja v Q)
#

Diagram prehodov za NKA M’ je torej: $%&% @ # #

I#("
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2.7 Regularni izrazi

¢ Jezike, ki jih sprejemajo koncni avtomati (tj. regularne jezike),
lahko predstavimo z enostavnimi 1zrazi, t.1. regularnimi 1zrazi.

¢ YV nadaljevanju bomo
vpeljali operaciji stik in zaprtje jezikov, da bomo lahko
strogo definirali pojem regularnega 1zraza, in nato

dokazali, da je razred vseh jezikov, sprejetih s konCnimi avtomati,
enak razredu vseh jezikov, predstavljivih z regularnimi izrazi.
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¢ Definicija. Naj bo X abeceda ter L, in L, mnozici besed 1z X*.
Stik L,L, jezikov L;1n L, je jezik, definiran z

Lilo={xy|x! L1" y! L2}

Besede jezika L,L, dobimo tako, da besedi x iz L, pripnemo besedo y iz L,, po vseh moznih x, y.

Definicija. NajboL ! ! ' Definirajmo L° ={!} in L' = LL*! za i >1.
L

Kleenejevo zaprtje L* jezika L je jezik L' =  L!
=0

I
r_

tranzitivno zaprtie Lt jezika L pa jezik L™
pri J pa]

L* je mnoZzica besed, nastalih s stikom kon¢no mnogo (tudi ni€) besed iz L.
L* je mnozica besed, nastalih s stikom kon¢no mnogo (toda ne nic¢) besed iz L.

¢ Trditev: L* vsebuje € Ce in samo Ce L vsebuje €. ( )
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é Primer.

Bodi L, = {10, 1} in L, = {011, 11}.
Tedaj: LiL, = {10, 1} {011, 11} = {10011, 1011, 111}. (Pozor: 1011 = 1011.)
InSe: L;*= {10, 1}*
=L0" Lt L2
= {10, 1}01 {10, 1}t {10, 1}2! ...
= {e}! {10,1} ! {1010, 101, 110, 11} ...
= {g, 10,1, 1010, 101, 110, 11, ...}
InsSe: L;*={10,1}*={10,1, 1010, 101, 110, 11, ...}

é Primer.

Naj bo 2 abeceda. 2* je mnozica vseh koncnih nizov simbolov iz .
Let £ = {1}. Then Z* = {g, 1, 11, 111, 1111, ...}
Let X = {0,1}. Then 2* = {¢,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100,101,110,111,...}
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¢ Definicija. Naj bo 2 abeceda. Regularni izraz (r.1.) nad X in jezik, ki
ga r.1. predstavlja, sta definirana induktivno takole:

| jer.i., ki predstavlja jezik !

¢ jer.1., ki predstavlja jezik {&}

Zavsak a € X, je ar.1., ki predstavlja jezik {a}

Ce sta 7in s r.i. in predstavljata jezika R in S, potem:

a) (r+s) je ri., ki predstavlja jezik R! § (unijajezikov R in S)

b) () je r.i., ki predstavlja jezik RS  (stik jezikov R in S)

c) () je ri., kipredstavlja jezik R*  (Kleeneovo zaprtje jezika R)

Opomba. Osnovni r.1. so definirani explicitno ( ), vs1 ostali pa induktivno (4).
Pravimo, da so take definicije induktivne. V nadaljevanju jith bomo Se srecali.
Lastnosti tako definiranih objektov lahko dokazujemo z matem. indukcijo.
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Dogovori

O

Veliko oklepajev v r.i. postane nepotrebnih, ¢e se dogovorimo, da ima
operacija * prednost pred operacijo stik, ta pa prednost pred +.

Primer. ((0(1%)) + 0) se poenostavi v ekvivalenten r.1. 01* + 0.
Regularne 1zraze oblike »7* krajSe zapiSemo z r*.
Regularne izraz oblike 7rr...7, kjer je staknjenih £ r.i. 7, okrajSamo z 7*.

ObicCajno bomo jasno razlikovali med r.1. 1in jezikom, ki1 ga r.1.predstavlja.
Zato bomo z L(r) oznacili jezik, ki ga predstavlja r.1. 7.

Vcasih -- Ce ni nevarnosti za pomoto —oznacijo z r tudi jezik, ki ga predstavlja 7.
Mi se bomo temu 1zogibali.
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é Primeri.
L(00) = {00}; tj. jezik z eno besedo, 00.

L(0%)= {¢, 0, 00, 000, ...}; vsaka beseda je niz kon! no mnogo ni! el.

L(0")= {0, 00, 000, ...}; vsaka beseda je niz pozitivno mnogo ni! el.

L(0*1%*) ; vsaka beseda se za! ne s kon! no mnogo ni! lami, ki jim sledi kon! no mnogo enic.

L(0"1%) ; vsaka beseda se za! ne s pozitivno mnogo ni! lami, ! emur sledi pozitivno mnogo enic.

L((0+1)*) ; vsaka beseda je sestavljena iz ni! el in enic.

L((0+1)*11) ; vsaka beseda je sestavljena iz ni! el in enic in se kon! a z dvema enicama.

L((0+1)*00(0+1)*) ; vsaka beseda je sestavljena iz ni! el in enic in vsebuje vsaj dve zaporedni ni! li.

L(02°1%); vsaka beseeda se za! ne z eno ni! lo, nadaljuje s Sestimi dvojkami in kon! a s pozitivno mnogo enkami.

(1+10)* ; vsaka beseda je sestavljena iz ni! el in enic, se za! ne z enico in ne vsebuje dveh zaporednih ni! el.
(Doka"": Z indukcijo po i "#$%&()"%)*€1+10)' za!ne z enko in ne vsebuje dveh zaporednih ni! el.)

(0 + £)(1+10) ; vsaka beseda je sestavljena iz ni! el in enic in ne vsebuje dveh zaporednih ni! el.
0*1%*2* ; vsaka beseda je niz kon! no mnogo ni! el, ki jim sledi kon! no mnogo enic, tem pa kon! no mnogo dvojk.

00*11*22* vsaka beseda je niz pozitivno mnogo ni! el, ki jim sledi pozitivno mnogo enic, tem pa sledi pozitivno
mnogo dvojk. (Enakovreden zapis za 00%11%22* je 0*1%2*.)
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2.8 Ekvivalentnost

koncnih avtomatov in regularnih izrazov

¢ Dokazali bomo: Razred jezikov, sprejetih s konCnimi avtomati,
je identiCen razredu jezikov, predstavljivih z regularnimi izrazi.

6 Kako? V dveh korakih:

Za vsak r.i. r obstaja NKA¢ , ki sprejmgezik L(r).
(Ker je model NKA, ekvivalenten modelu NKA, ta pa modelu DKA, vsak od teh modelov
sprejema vse jezike, ki so predstavljivi z regularnimi izrazi.)

Za vsak DKA M obstaja r.1., ki predstavljgezik L(M).

¢ Vsistirje nacini (DKA, NKA, NKAg, r.1.) definirajo isti razred
formalnih jezikov, t.1. razred regularnih jezikov.

Borut Robi¢, Computability &

83 Computational Complexity



¢ Izrek. Naj bo r poljuben regularni izraz.
Potem obstaja NKA, M, ki spreyme jezik L(7).

¢ Ideja dokaza. Z indukcijo po Stevilu operatorjev v zi. bomo dokazali,
da lahko za poljuben 7 sestavimo NKA, M= (Q, 2, 8, qo, { fo }) Z enim
koncnim stanjem f, (in brez prehodov 1z njega), da velja L(M) = L().

Opomba. NKA, z enim samim konCnim stanjem nam bodo omogocili
enostavno sestavljanje manjSih NKA, v vecje. Zahteva po enem konc¢nem stanju
pa ne zmanjsSa sploSnosti 1zreka. (Zakaj? Vaja: PokaZite, da lahko poljuben
NKA pretvorimo v ekvivalentni NKA, z enim konCim stanjem.)
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Dokaz
Naj bo P(n) = ‘Ce je rr.i. z n operatorji, potem obstaja NKA, M, da je L(M) = L(r).’
Trditev P(n) dokaZzemo z indukcijo po 7.
Osnova [preverimo P(0)]. Pri n=0 je rbodisi !, ¢, ali a(a € X). Ustrezni NKA, so:

- @O -O-@ -

Induktivna hipoteza [predpostavimo, da P(n) velja za vse n < k-1 (torej je & >1)].
Induktivni korak [dokazemo, da potem velja P(n) za vse n < #].
Naj 1ma 7 k£ operatorjev. Glede na obliko 7 obstajajo naslednje tri moZnosti:

r=rn+r,. Vsak od r; ,7, ima < k-1 operatorjev. Po ind.hipotezi obstajata NKA. M, M,,
da je L(M,) = L(ry) in L(M,) = L(r,). Tedaj je NKA. M, ki ustreza 7 narisan na Sliki (a).

r=rnr,. Vsak od r; ,7, ima < k-1 operatorjev. Po ind.hipotezi obstaJata NKA. M,, M,
da je L(M,) = L(r,) in L(M,) = L(r,). Tedaj je NKA. M, ki ustreza 7 narisan na Sliki (b).

r=rn* Zdajr, vsebuje < k-1 operatorjev. Po ind.hipotezi obstaja NKA. M, da je
L(M,) = L(ry). Tedaj je NKA. M, ki ustreza 7 narisan na Sliki (c).

|"#$" PN
- - ©

#%
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é Primer.

Vaje.
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¢ Izrek. Naj bo M poljuben DKA.
Tedaj obstaja regularen 1zraz r, ki predstavlja jezik L(M).

¢ Ideja dokaza.

Jezik L(M), ki ga sprejema M, zapiSemo kot unijo koncno mnogo mnozic.

Vsaka mnozZzica ustreza nekemu koncnemu stanju avtomata M in vsebuje
natanko tiste besede, ki privedejo M iz zacetnega stanja v to koncno stanje.

Te mnoZice sestavimo na induktiven nacin (tj. veCje izrazimo z manjsSimi),
za vsako pa tudi induktivno sestavljamo regularen izraz, ki jo predstavlja.

Regularni 1zraz, ki predstavlja jezik L(M), je potem vsota regularnih 1zrazov,
k1 predstavljajo induktivno definirane mnoZzice.
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Dokaz

O

Naj bo dan DKA M = ({qy, ..., q.}, 2, 6, q1, F).
Po definicyji je L(M) = ‘mnoZica besed, ki privedejo M 1z g, v katerokoli kon! no stanje’.
PiSimo R"j; = “mnozica besed, ki privedejo M iz ¢, v ¢;”. Potem,,, je L(M) = Rj;.
| ebi poznalizz. ryj , ki predstavlja R";, bi L(M) predstavili z r.1. | | v
Bodi R¥; = "mnozica besed, ki privedejo M iz g; v ¢;, ne da bi Mel ez stanje >k”
Opazimo: R¥; lahko sestavimo induktivno: R I,?,'f(' YRE Y R"' LRI *)
0 _ {a|!(q,a)—q} ifisj (v
N {all(g,a)=qg}! {"} ifi=]
Vprasanje. Ali lahko sestavimo r.i. ri'j‘ (ki predstavljaR; ), ko sestavimo Rif 7
Odgovor. Da; konstruktivni dokaz naslednje trditve opisuje, kako to naredimo.
Trditev: P(k) = “Za poljubne 7,7,k obstaja r.1. ri‘j‘ , ki predstavlja R .”
Dokaz (indukcija po k).
Osnova [preverimo P(0)]. (**) pove, da je Ri? predstavljen z ri? =aqt...+a, ali ri? = qt...ta,te.
Ind.hip.[denimo, da P(k-1) velja]. Torej, za poljubne i,k obstaja r.i. rii' *, ki predstavlja RE' *
Ind. korak [Ali potem velja P(k-1) = P(k)?]
(*) in ind.hip. Nam povesta, da je R predstavljen z r.i. rff = rif! *(rig 1) ri re ki1 rk' 1
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Primer.

Vaje.
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2.9 Uporaba koncnih avtomatov

¢ Nekatere probleme pri razvoju programske opreme lahko reSimo
tako, da pretvorimo ustrezne regularne 1zraze v pripadajoce DKA

(njihove simulatorje).

¢ Nekaj takih primerov:
Leksikalni analizatorji
Urejevalniki
Kompresorji podatkov
Glejte Se Google: Application of Finite Automata
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¢ Leksikalni analizator.

6 Leksikalni analizator izvede leksikalno analizo vhodnega besedila.
Leksikalna analiza je process, kjer se besedilo (npr. izvorna koda programa), ki je
zaporedje simbolov dane abecede, preslika v zaporedje jezikovnih simbolov.
Jezikovni simbol ima definiran pomen; ta pove, ali je beseda, ki j1 jezikovni
simbol pripada, klju¢na beseda, identifikator, num. konstanta, operator, ...

¢ Obliko besed, ki jih jezikovni simbol oznacuje, opisuje neki regularni izraz.

Primeri.

¢  V nekem programirnem jeziku (ALGOL) je jezikovni simbol identifikator ozna! eval vsako besedo
1zvornega programa, ki se je za! ela z malo ali veliko ! rko, ! emur je sledil poljubno dolg niz Stevk ali
veliki ali malih ! rk. Obliko vseh besed, ki so identifikatorji, je opisoval r.i. (! rka)(! rka+Stevka)*, kjer
Irka = (A+B+...+Z+a+b+...+z) in Stevka = (0+1+...+9).

¢  Vnekem drugem starem programirnem jeziku (FORTRAN) je bila indentifikator vsaka beseda, ki se je
za! ela z veliko ! tko, in nadaljevala z nizom kve! jemu petih velikih ! rk, Stevk ali simbola $. Obliko teh
identifikatorjev opisuje r.i. (! tka)(e+! rka+stevka)’ , kjer ! tka = ($+A+B+...+7Z).

¢  Vaja. Poglejte, kako je definiran identifikator v Javi, Python, C, ...
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¢ Program, imenovan generator leksikalnih analizatorjev dobi na vhod zaporedje 7,75,73,...,%
regularnih izrazov, kjer » opisuje jezikovni simbol S; (npr. klju¢no besedo, identifikator,
literal, numericno konstanto, operator, relacijo, locilo, ...). Generator vrne programsko
kodo leksikalnega analizatorja, ki je sposoben svoje vhodno besedilo (programsko kodo
uporabnikovega programa) razdeliti v zaporedje jezikovnih simbolov.

rL,r,r,!

procedure NavadnoUrejanje(a); begin for i:=1 to n-1 do Razsiri(a[1..i]) endfor end.

;

procedure NavadnoUrejanje (a); begin for i:=1 to n-1 do Razsiri (a[ 1..i]) endfor end .

¢ Kako deluje generator?
Najprej izvede preslikavo {ry,7,,73,...,ix} ! NKA, ! DKA (neposredno v DKA).
Konttna stanja q1, ¢, g3, ..., gx DKA ustrezajo regularnim izrazom ry, 73, 73, ..., #.
DKA se znajde v stanju ¢;, ! e je bila v vhodnem besedilu pravkar razpoznana beseda, ki sodi v L(7,).
Tej besedi zato priredi jezikovni simbol S; .

Leksikalni analizator torej simulira izvajanje DKA. Leksikalni analizator je del sprednjega dela prevajalnika).
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¢ Urejevalnik.

¢ Nekateri urejevalniki omogocajo, da uporabnik vpiSe (kot parameter) poljuben
regularni izraz 7 urejevalnik pa potem v uporabnikovem besedilu poisce vse
besede, ki sodijo v jezik L(7).

¢ Delovanje.
Urejevalnik 1z vpisanega r.1. 7 konstruira pripadajoci DKA.

Simulira delovanje DK A nad uporabnikovim besedilom (= vhodno "besedo” DFA).
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¢ Stiskanje (kompresija) podatkov.

O

é Primeri.

Borut Robi¢, Computability &

o4 Computational Complexity



2.10 Slovar

token jezikovni simbol finite automaton konéni avtomat regular expression regularni izraz finite
state system kon¢ni sistem state stanje switching circuit preklopno vezje Turing machine Turingov
stroj deterministic finite automaton deterministnicni kon¢ni avtomat state transition prehod stanja
mput symbol vhodni simbol input alphabet vhodna abeceda initial state zaCetno stanje final state
kon¢no stanje accepting state sprejemajoce stanje to accept sprejeti transition diagram diagram
prehodov transition function funkcija prehodov control unit nadzorna enota tape trak move poteza
window okno extended transition function razsirjena funkcija prehodov regular set regularna
mno_lica nondeterministic finite automaton nedeterministi¢ni kon¢ni avtomat execution tree drevo
1zvajanja c-move tihi prehod concatenation stik closure zaprtje Kleene closure Kleenovo zaprtje
positive closure pozitivno zaprtje lexical analysis leksikalna analiza lexical analyzer leksikalni
analizator language token jezikovni simbol lexical-analyzer generator generator leksikalnih
analizatorjev text editor urejevalnik data compressor
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Vsebina

¢ Lema o napihovanju (za regularne jezike)
¢ Latnosti zaprtosti (za razred regularnih jezikov)
¢ Odlocitveni problemi in algoritmi (za regularne jezike)

¢ Myhill-Nerodejev izrek in najmanjsi ekvivalentni kon¢ni avtomati
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¢ Vprasanja o regularnih jezikih

¢ O regularnih jezikih se lahko vprasamo marsikaj. Na primer:
Ali je dani jezik L (opisan na nek na,4n) regularen?
Ali sta jezika L(ry), L(ny), ki ju predstavljata dana r.1. 7, 7, enaka? (. Alije L(r) = L(,)?)
Konénemu avtomatu M najdi minimalni (z najmanj stanji) eqvivalentni kon¢ni avtomat.

¢ Opisali bomo orodja za i1skanje odgovorov na ta vprasanja. Orodja so:
Lema o napz’hovanju (koristna, ¢e hoCemo dokazati, da dani jezik ni regularen)
Lastnosti zaprtosti (koristne, ¢e hoCemo dokazati, da dani jezik je regularen)
Odlocitveni problemz' (koristni pri vpraSanjih o regularnih izrazih in konc¢nih avtomatih)

Myhz’ll—Nerodejev izrek (koristen pri ugotavljanju regularnosti jezika; iskanju min. ekv. k.a.)
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3.1 Lema o napihovanju za regularne jezike

¢ Lema o napihovanju je mocno orodje za dokazovanje
da nekateri jeziki niso regularni

da nekateri regularni jeziki so/niso koncni
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¢ Lema o napihovanju (za regularne jezike). Naj bo L regularni jezik.
Potem obstaja konstanta 7 (odvisna samo od L), da velja naslednje :

I e je z poljubna beseda z lastnostjo
ze LA |z|>n,
potem obstajajo besede u, v, w, da velja

z=uvw A S " [V # 1
AN luv|<n A
/\ | Vl > 1 /\ ’//// J,’ \\\\\
. . ’ 1] LLI I s =" =
AN Vi>0:uwwel "# | ERENnENEE
Kaksen je n? Dokaz leme bo razkril, da je n lahko enak Stevilu stanj v DFA, ki sprejme L.
"#$%" &'()™'+" !,(.z zgornjih lastnosti u,v,w enostavno sledi, da je 1< |v|< 7. ( ).
¢ Intuitivno. / e je dana poljubna zadosti dolga beseda z, ki jo sprejme neki kon! ni avtomat, je v z blizu njenega za! etka
neka neprazna in ne zelo dolga podbeseda v, ki jo znotraj z lahko ponovimo poljubno (kon! no) mnogokrat, a bo kon!ni
avtomat napihnjeno besedo z’ = uvwy...vw tudi sprejel.
o

Formalno. Lema o napihovanju (za regularne jezike) pravi naslednje: (Pozor, ta strogi zapis leme bomo rabili !)
L regular =!' ("n)(#z) z$L %|z|&n! ("u,v,w)[z=uvw %|uv|' n %|v|& 1%(#i & O)uv'wS$ L]
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¢ Dokaz.

Naj bo L regularen jezik.
Torej obstaja DKA M =(Q,2,8,q,,F), ki sprejme L.
Najbon:=|0Q]|.
Naj bo z = q;...a,, (m > n) poljubna beseda 1z L, ki je dolga vsaj 7.
Za" enimo M nad vhodno besedo z. Med branjem besede z avtomat M prihaja v razna stanja.
Oznacimo s 4, stanje, katerem je M, ko je prebral predpono 4;...a; besede z.

Ko prebere celo z = a;...a,,, je M do takrat vstopil v m+1 stanj Go, Gyy. ..y Gy -
Toda: vsaj dve od njih, npr. 4, in G, (0<j<k<n), morata biti enaki, saj je | Q| <m+1.
Torejima pot Gp! ¢, ! ...! Q cke/ ;! ...! O, oznacen z a...q;.
Zdaj pa postavimo  u:=ay...dj; V= Gyq...Qp N WIS dpyp...Gy.

Potem lahko dokazemo ( ), da za u,v,w velja tole:

¢ z=uvw 1In
6 |w|<n 1In
¢ 1|yl 1In
& zavsei >0, uvwe L.
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¢ Uporaba leme o napihovanju

¢ Lema je uporabna, Ce hocemo dokazati, da neki jezik #i regularen. Metodo, ki
nas pri tem vodi, bomo razvili 1z formalnega zapisa leme. Kako?
Formalno se lema o napihovanju glasi takole:
. | N
L regular =!' ("n)(#z) z$L f;{flz|& I ("u,v,wW)[z= uvw %|u¥1R %|v|&;lf/%(#| & O)uv'w$ L]

Na bo 7 konstanta iz leme. Opazujmo besede z,u,v,w, pri katenh sta 1zjavi P in Q resnicni. Rekli
bomo, da so taki n,z,u,v,w ‘dobri’. Za dobre #, z, u, v, w se zgornji izraz poenostavi v izraz

L regular =! ("2)(#u,v,w)("i $ O)Juv'w%lL  (wheren,z,u,v,w are Ogooc

Spomnimo se iz logike: A= B B> A In ~(V¥)FX) © 3Ax)Fx) ter —(3x)FAx) < (Vx)FX).
Ko to uporabimo nad zgornjim izrazom (tj. A := L regular; B := (V2)(3u,v,w)(Vi = 0)uv'w € L), dobimo

(1 2)("u,v,w)(!i # O)uv'w$%b =& L ni regularen jezik (tu son,z,u,v,w Odobril

Zdaj se vidi: Ce za dani I dokaZzemo, da leva stran ‘=’ velja, potem L ni regularen jezik.

To je osnova metode, po kateri se ravnamo, ko skuSamo dokazati, da dani jezik ni regularen.
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Metoda (ko za dani jezik L Zelimo dokazati, da #i regularen)

Kot smo razloZili (prejinja prosojnica), bomo poskusali dokazati, da za L velja tole:

(1 2)("u,v,w)(!i # 0)uv'w$db =& L ni regularen jezik (tu son,z,u,v,w Odobri
Ce bomo uspeli, bo avtomati¢no sledilo (prejinja prosojnica), da L #i regularen jezik.

Pr1 dokazovanju se drzimo naslednjega postopka:
Predpostavimo, da je n ‘dobra’konstanta (odvisna od L) iz leme.
Izberemo ‘dobro’ besedo z (tj. besedo z, za katero veljaz e L, |z| > n)
Pois¢emo vse moZne razdelitve z v ‘dobre’ podbesede u,v,w (4. take, daje z =uww,|uv|< n,|v|>1)

PoskuSsamo dokazati naslednjo trditev:

za vsako ‘dobro’ razdelitev u,v,w
obstaja i >0
za katerega je uv'w & L.

Ce nam korak - uspe, potem L ni regularen jezik. Ce nam korak - ne uspe, je razlog za to bodisi ta,
da je L v resnici regularen, ali pa ta, da njegove neregularnosti ne zmoremo dokazati s to metodo.
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é Primer.

Naj bo L = {Oi2 |i ! N}.Dokazati Zelimo, da L #i regularen jezik.
Uporabimo opisano metodo.

o

¢
¢
¢

o

Naj bo n konstanta 1z leme o napithovanju.
Vzemimo besedo z = On.2 (zje ‘dobra’, kerjez €L in |z|=n? > n.)
Obstaja ve¢ moznih razdelitev besede z na ‘dobre’ u,v,w (1. z=wuvw,|uwv|< n,|v|=1).
Naj bo u,v,w poljubna ‘dobra’ razdelitev besede z. Dokazali bomo, da uv’w ¢ L.
Racunamo: |uw| = |ul|+2|v|+|w| = |z|+|v| =r? +|v].
Vemo, da je 1 < |v| < n. (To ste dokazali za vajo takoj po zapisu leme.)
Ce priStejemo 72 dobimo n?+1 < |uv?w| < w2 +n. Velja tudi n?+n < (n+1)?, ker n>0.
Torej je 1 < |ww| < (n+1)2
To pomeni, da |uvw | ni popoln kvadrat; to pa pomeni, da w’w & L.
Dokazali smo, da za poljubne ‘dobre’ u,v,w obstaja i(=2), da uv'w & L.
To pa po opisani metodi zadoSca za sklep, da L ni regularen jezik.

S tem primerom smo spoznali, da obstaja formalni jezik, ki ni regularen.
To seveda pomeni, da tega jezika ne sprejme noben koncni avtomat!
Zato bomo potrebovali mocnejsi model racunanja, ki bo sposoben sprejeti ta jezik!
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é Primer.

Bodi L = {0°|p je prastevilo} . Dokazati zelimo, da L i regularen jezik.
Uporabimo opisano metodo.

¢ Naj bo n konstanta 1z leme o napihovanju.
¢ Vzemimo besedo z = O, kjer je p najmanjSe prastevilo, vecje od 7. (zje ‘dobra’.)
¢ Bodi u,v,w poljubna ‘dobra’ razdelitev besede z. Dokazali bomo, da uv?*lw & L.
Racunamo: |uvetiw| = |ul+ @+ |vI+|wl=lzl+plvi=p+plv| =p A+]|v]).
Vidimo: p(1+|v|) ni prastevilo (sajje 1+ |v| = 2).
Torej |uv?*w| ni prastevilo, in zato wv?*'w ¢ L .
Dokazali smo, da za poljubne ‘dobre’ u,v,w obstaja i (=p+1), da uvw & L.

¢ To po opisani metodi zadosc¢a za sklep, da L ni regularen jezik.

Tudi za ta jezik ne obstaja kon! ni avtomat, ki bi ga sprejel.
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3.2 Lastnosti zaprtosti

za regularne jezike

¢ Nekatere operacije na regularnih jezikih okranjajo regularnost teh jezikov
(tj., delovanje teh operacij na regularnem jeziku vrne spet regularni jezik).

¢ Defiramo: razred regularnih jezikov je zaprt za dano operacijo, Ce je rezultat te operacije
pri argumentih, ki so regularni jeziki, spet regularni jezik.

Splosno: O je neki razred (ne nujno regularnih) jezikov zaprt za kako operacijo, re,-emo tudi, da ima ta razred
lastnost zaprtosti (za to operacijo)

¢ Definiramo: Zaprtost za dano operacijo je efektivna, Ce obstaja algoritem, ki na podlagi
konc¢nih opisov regularnih jezikov (ki so argumenti operacije) vrne kon! ni opis
regularnega jezika, ki je rezultat operacije. Zanimale nas bodo efektivne zaprtosti
razreda regularnih jezikov.

Doslej smo spoznali naslednje kon,ne opise regularnega jezika: DKA, NKA, NKA, inr.i.
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Zaprtost za operacije unija, stik, Kleenejevaaprtje

Izrek. Razred regularnih jezikov je zaprt za operacije
unija, stik in Kleenejevo zaprtje.

Intuitivno. Unija L; U L, in stik L;L, poljubnih regularnih jezikov L, L, sta tudi regularna jezika,
in Kleenejevo zaprtje L* poljubnega regularnega jezika L je tudi regularni jezik.

Dokaz. 1zrek sledi neposredno i1z definije regularnih jezikov.

Naj bosta L,, L, poljubna regularna jezika. Ali je jezik L, ! L, tudi regularen?

Ker sta L,, L, regularna, obstajata regularna izraza r,,7, , za katera je L, = L(r, ) in L, = L(r,).
(/ e sta bila L{,L, opisana z ustreznima kon! nima avtomatoma M;,M,, lahko r; in », konstruiramo iz M;,M,.)
Iz r,,7, sestavimo r.i. 7;+7,. Po definiciji ta predstavlja jezik L, ! L,. Zato je L, ! L, regularen.

Podobno dokaZemo zaprtost za operaciji stik in Kleenovo zaprtje. (Poskusite za vajo).
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Zaprtost za operaciji komplemenin presek

Izrek. Razred regularnih jezikov je zaprt za operaciji komplement in presek.

Intuitivno. Komplement X* — L poljubnega regularnega jezika L je tudi regularen jezik.
Presek L; N L, poljubnih regularnih jezikov L;, L, je tudi regularen jezik.

Dokaz.

(komplement) Bodi L poljuben regularen jezik. Alije jezik X* — L tudi regularen? Ker je L regularen,
obstaja DKA M =(Q,%,8,q0,F'), da je L = L(M). Iz M lahko sestavimo DKA M’, ki sprejeme X* — L.
Kako? M’ ima komplementirano mno! ico kon" nih stanj, natancneje, M’ = (Q’,2,6’,q0 ,F"), kjer so Q’:= Q,
2 =X,8:=6,q9 :=qo,n F':=0Q—F. To pomeni, da M’ sprejme x natanko tedaj, ko M zavrne x. To pa
pomeni, da M’ sprejme jezik X*— L(M) = X*— L. Zato je X'* — L regularen jezik.

(presek) Naj bosta L1, L, poljubna regularna jezika. Ali je L1 N Ly tudi regularen jezik? Vemo, da velja
Ly! Lo=L;" L,

kjer precne Crte pomenijo operacijo komplement (glede na abecedo, ki vsebuje abecedi jezikov 4,
L). Vemo Ze, da je razred regularnih jezikov zaprt za operaciji komplement in unija. Iz tega in iz
zgornje enacbe sledi, da je zaprt tudi za operacijo presek.
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é Zaprtost za operaciji substitucijain inverznihomomorfizem

¢ Definition. Let 2, 4 be alphabets. A substitution is a function f that maps each symbol
of X to a language over #; i.e. f(a) € A* for each a €X. We extend f to words in X* by
defining f(¢) = € and f(wa) = f(w) f(a); and then to languages by defining f(L)= ()

Question. The definition of substitution says nothing about the kind of the set L and the sets f(a), a €X.
What if we additionally require that L and all f (a), a €X' are regular? Is then f (L) regular too?

Example. Let X={0,1}, A={a,b} and f a substitution defined by f (0)=a, f (1)=b*. Both f(a), f(b) are regular.
Let x =010. Then f(x) = f(010) = £(0) (1) f(0) = ab*a.
Let L be regular set denoted by 0*(0+1)1*; then f (L) = a*(a+b*)(b*)*. This is a regular set. (Prove.)

¢ Definition. A homomorphism is a substitution % such that 4(a) contains a single word
for each a € 2~ We extend / to words and languages as in the case of the substitution.
The inverse homomorphic image of a word w is the set 2 1(w) = {x|h(x) = w} and of a
language L is the set £ (L) = {x|h(x) € L}.
Example. Let 7 be a homomorphism defined by 4(0) = aa and A(1) = aba.
Let x =010. Then A(x) = #(010) = aaabaaa,; and h'(aaabaaa) = {010}. (Why? Only 010 maps to aaabaaa.)
Let L; = (01)*. Then A(L,) = (aaaba*. Let L,= (ab+ba)*a. Then /-1(L,) = {x|h(x) e(ab+ba)*a} ={1}. (Why?)
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¢ Theorem. The class of regular sets is closed under
substitution, homomorphism and inverse homomorphism.

Remark. Let f be a substitution and 7 a homomorphism. The theorem states that if L and all f(a) are regular, then also
f(L) is regular; and if L is regular, 4 (L) and #'(L) are regular too.

¢ Proofidea.

(substitution) Let L and all f (a), a € X be regular sets. Let L be denoted by r.e. rand f (a) by 7,.
Idea: replace each occurrence of ain » by 7, . Then prove that the resulting r.e. 7’ denotes f (L).
(Use induction on the number of operators in r’.)

(homomorphism) Closure under homomorphism follows directly from closure under substitution
(because every homomorphism is by definition a (special) substitution).

(inverse homomorphism) Let L be regular and /2 a homomorphism. We want to prove that z1(L) is
regular. Let M be DFA accepting L. We want to construct a DFA M’ such that M’ accepts 2™(L)
iff M accepts L. Idea: construct M’ so that when M’ reads a € 4, it simulates M on 2 (L).

O

¢ Homomorphisms and inverse homomorphisms often simplify proofs.
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é Zaprtost za operacijo kvocient

¢ Definicija. Kvocient jezikov L, in L, je jezik L,/L,, definiran takole:
Li/Lo={x]|'y" Ly :xy" Li}.

Intuirivno. L,/ L, vsebuje predpone tistih besed jezika L, , katerih pripadajo! e pripone so besede v jeziku L,.
Vaja. Dokazi ali ovrzi: (L,/L,)L, =L, .

Primer. To do.

Vpra$anje. Definitcija L,/ L, ne predpostavlja nicesar glede jezikov L,, L,.

Kaj e sta L,, L, regularna jezika? Ali je tedaj regularen tudi kvocient L,/ L,?

Kaj Ce je deljenec L, regularen, delitelj L, pa poljuben? KakSen je tedaj kvocient L,/ L,?

Naslednji izrek odgovarja na obe vprasanji.

¢ Izrek. Razred regularnih jezikov je zaprt za operacijo kvocient s
poljubnim jezikom (deliteljem).

¢ Ideja dokaza. Izpustimo. O
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I"I# OdlocCitveni problemi in algoritmi

za regularne jezike

¢ Potrebujemo algoritme, ki bodo odgovarjali na razna vprasSanja o regularnih
jezikih. Primeri1 takih vpraSan;j so:
Ali je dani regularni jezik L neprazen?
Ali1 je dani regularni jezik L neskon! en?
Ali sta dva dana kon¢na avtomata M| in M, ekvivalentna

¢ Zgornja vprasanja sprasujejo po odgovoru, ki je bodisi DA ali NE. Racunski
problemi, ki sprasujejo po odgovoru DA/NE, so odlocitveni problemi, algoritmi,
ki reSujejo odlocitvene probleme, pa odlocitveni algoritmi.

¢ Vhodni podatki odlocitvenih algoritmov bodo koncni opisi regularnih jezikov,
tj. DKA, NKA, NKAS ali r.1. (Ker znamo efektivno pretvoriti en opis v drugega, lahko za vhod

algoritma izberamo tistega, ki se nam zdi najustrezne;jsi.)
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¢ Praznost in kon! nost regularnih jezikov.

Odlocitvena algoritma za odlocitvena problema “Ali je regularni jezik L neprazen?” ter
“Ali je regularni jezik L neskon! en?’’ sta zasnovana na naslednjem izreku.

Izrek. Jezik L(M), ki ga sprejme konc¢ni avtomat M z # stanji, je:
neprazen iff M sprejme neko besedo dolzine ¢, kjer je £ < n.
neskon! en iff M spreyjme neko besedo dolZine 2, kjer je n < £ < 2n.

Odlo! itvena algoritma. Odlocitvena algoritma za zgornja problema sta enostavna:
6 | Alije L(M) neprazen?” " Preveri, ali v L(M) obstaja beseda dol" ine € < n.”
6 VAlije L(M) neskon'en?” .’ Preveri, ali v L(M) obstaja beseda dol"inen < € < 2n.”

Algoritem sistemati¢no generira besede dolZin ¢ v intervalu [0,7#-1] oz. [n,2n-1]; po vsaki generirani
besedi preveri, ali bi jo M sprejel. Ce bi jo sprejel, algoritem vrne odgovor DA in se ustavi, sicer pa

generira naslednjo besedo. Ce ne more ve¢ generirati besed, algoritem vrne odgovor NE in se ustavi.
Za poljuben vhod M se algoritma ustavita in vrneta odgovor DA ali NE. (poskusite dokazati)

Vaja. Koliko besed (v odvisnosti od 7 in ) morata v najslabSem primeru generati in preveriti?
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Ekvivalentnost kon! nih avtomatov.

Definicija. Konc¢na avtomata M;,M, sta ekvivalentna, Ce sprejmeta isti jezik,
torej Ce je L(M;) = L(M,).

Izrek. Obstaja algoritem, ki odlodi, ali sta kon¢na avtomata M; in M, ekvivalentna.

Dokaz. Najbosta M, in M, koncna avtomata in L, = L(M,) ter L, = L(M,).
Definirajmo jezik L takole:

Ly=(L1! Lp)" (L1! Lo).

L, je regularen jezik (zaradi lastnosti zaprtosti), zato ga sprejme neki kon¢ni avtomat Ms.
Mj lahko sestavimo iz kon¢nih avtomatov M; in M, na podlagi zgornjega izraza (vaja).
Za M;pa lahko dokaZzemo naslednje (vaja):

M sprejme besedo iff L, + L.
Torej moramo samo Se preveriti, ali je L; neprazen regularen jezik (glej prejinjo prosojnico).

O
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3.4 Myhill-Nerodejev izrek

in najmanjsi ekvivalentni koncni avtomati

¢ Naj bo L regularen jezik in M DKA, ki spreyme L. Obstaja (Stevno) neskoncno
koncnih avtomatov, ki so ekvivalentni M. T1 konCni avtomati se razlikujejo v

komponentah Q, é in F.

é Vprasanja:
Ali med kon¢nimi avtomati, ki so ekvivalentni danemu kon¢nemu
avtomatu M, obstaja najmanjsi DKA (tj. DKA z najmanjsim stevilom stanj)?
Ce tak DKA obstaja, ali ga lahko (efektivno) konstruiramo iz M?

¢ Odgovora na obe vprasanji sta DA. Za dokaz potrebujemo t.1. Myhill-Nerodejev izrek.
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¢ Preden zapiSemo Myhill-Nerodejev izrek moramo uvesti nekaj novih pojmov.

¢ Definicija. Bodi LS 2™ poljuben jezik. Definirajmo relacijo R; na X* takole:

XR y it lz"V':xz" L# yz" L.
Besedi x,y € X* sta v relaciji R natanko tedaj, ko sta njuni poljubni razsiritvi xz,yz bodisi obe v L
bodisi izven L. Trditev: R, je ekvivalencna relacija (Dokaz: vaja). Torej R, razdeli L v ekvivalencne

razrede. Njihovemu Stevilu pravimo indeks relacije R, . Ta je lahko koncen ali neskoncen.
(Primer. Ce za vsako besedo x € 2* velja, da ni v relaciji R, z nobeno drugo besedo y, je indeks neskoncen.)

¢ Definicija. Bodi M =(Q,%,6,q0,F") DKA. Definirajmo relacijo R;, na 2* takole:
XRMy ! !(Cb,X)z '(Cb,y)

Besedi x,y € X* sta v relaciji R, natanko tedaj, ko privedeta M iz zaCetnega stanja g, v isto stanje q.
Trditev: Ry, je ekvivalencna relacija (Dokaz: vaja). Ry, razdeli X* v ekvivalencne razrede, po en razred za
vsako stanje q, ki je dosegljivo iz q,. Index relacije Ry, je koncen (ker je O kon!na mnoé&ica). Jezik L(M) je
(o!itno) unija ekvivalen¢nih razredov relacije R, ki ustrezajo (dosegljivim) koncnim stanjem q € F.
Trditev: Ry, je desno invariantna, ker zanjo velja tole: (Dokaz: vaja)

XRyy!" z#! ' :xzRnyyz
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Intuitivno: Myhill -Nerodejevizrek pove, da jelastnost,,biti regularenjezik LOtesno
povezanaz lastnostmirelacij R; 1n R,,.

Izrek. (Myhill-Nerode) Naslednje izjave so evivalentne:
L < X* je regularen jezik.
R; 1ma kon! en indeks.

L je unija (nekaterih) ekvivalenCnih razredov (neke) desno invariantne ekvivalen! ne
relacije s kon! nim indeksom.

Dokaz: Opustimo,; glej navedeno literaturo.

Uporabalzrek je koristen, ko za dani L uspemo dokazati eno (vseeno katero) od zgornjih izjav.
Potem takoj (brez dokaza!) veljata tudi ostali dve izjavi -- to pa razkrije nove, dotlej nepoznane
lastnosti jezika L.
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Posledica Myhill-Nerodejevega izreka je, da ima vsak regularni jezik (,,v bistvu en sam’’)
najmanysi deterministi! ni kon! ni avtomat, ki sprejema ta jezik.

Izrek.(najmanjsi DKA) Najmanjsi DKA, ki spreyme dani regularni jezik ,
je enolicno dolocCen do 1zomorfnosti (tj.do preimenovanja stanj) natancno.

Ideja dokaza.

Bodi L regularen jezik. Po Myhill-Nerodejevem izreku ima R, koncno mnogo ekvivalen¢nih
razredov. Oznacimo z [x] ekv.razred, kjer je x € X'*. Mnozica vseh ekv.razredov rel. R, je tedaj

{[x]|x € 2%}

Konstruirajmo DKA M = (Q, 2, 6, qo, F') na sledeci nacin:

6 Q= {x]lx €2*}; (stanja predstavljajo ekv. razrede relacije R, )

¢ O6([x],a) :=[xa],forae X;

6 g :=[eg]; (zacCetno stanje predstavlja ekv. razred [€], kjer je prazna beseda)
6 F:={[x]lxelL}. (kon¢na stanje predstavljajo ekv. razredi, kjer je sprejete besede)

Opombed(gy,w) = 6(qy, a105...a,) = [a1a,...a,] = [w]. Torej M sprejme w natanko tedaj, ko [w] € F.
To pa pomeni, da M spreyjme L. 1z (opuscenega) dokaza Myhill-Nerodejevega 1zreka pa sledi, da
je tako konstruirani M najmanysi koncni avtomat, ki sprejme L.
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3.5 Slovar

regular set regularna mnol |ica pumping lemma lema o napihovanju closure property zaprtost closed under an
operation zaprt za operacijo effective efektiven substitution substitucija homomorphism homomorfizem inverse
homomorphic image inverzna homomorfna slika quotient kvocient decision problem odlo! itveni problem decision
algorithm odlo! itveni algoritem, odlo! evalnik descriptor opis, predstavitev minimum state FA najmanj$i kon! ni
avtomat right invariant relation desno invariantna relacija
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Kontekstno-neodvisne
gramatike in jeziki




Vsebina

¢ Uvod

¢ Kontekstno-neodvisne gramatike in jeziki

Drevesa 1zpeljav
Poenostavitve kontekstno-neodvisnih gramatik

Normalna oblika Chomskega
Normalna oblika Greibachove

¢ Bistveno dvoumni kontekstno-neodvisni jeziki
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4.1 Uvod

¢ Definirali bomo pojem kontekstno-neodvisne gramatike (KING) in

kontekstno-neodvisnega jezika (KINJ), k1 ga taka gramatika opisuje.

¢ KNG in KNJ so zelo pomembni v praksi. Pojavljajo se npr.

¢

pri definiranju programskih jezikov,
pri formalizaciji in implementaciji sintaksnih analizatorjev v prevajalnikih (parsing)
omogocajo casovno u! inkovito prevajanje programov

... (glejte Google)

Primer. KNG so uporabne pri opisovanju
aritmeticnih izrazov (poljubne dolzine in poljubne globine gnezdenja),
blo¢ne zgradbe programov v razih programskih jezikih (npr. ujemanje znakov { in } v Javi).

Teh vidikov (programov in programskih jezikov) se ne da predstaviti z regularnimi izrazi .
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¢ Intuitivno povedano je KNG sestavljena iz kon¢ne mnoZzice vmesnih simbolov, med
katerimi je eden zacetni simbol, kon¢ne mnozice konc¢nih simbolov in kon¢ne mnozice
produkcij oblike ... — ... Kon¢ni simbol je nespremenljiv, vmesni simbol pa predstavija
jezik, ki ga KNG razvije (generira) iz tega simbola s produkcijami (pravili razvijanja).

¢ Primer. KNG, ki definira zgradbo aritmeti! nih izrazov, sestavljenih iz simbolov +, *, (, ) in besede
id, ki predstavlja numeri¢no konstanto, ima Stiri produkcije:
(1) (aritmeti¢ni izraz) — (aritmeticni izraz) + (aritmeticni izraz)
(2) (aritmeticni izraz) — (aritmetiCni izraz) * (aritmeticni izraz)
(3) (aritmeti¢ni izraz) — ({(aritmeticni izraz))
4) (aritmeti¢ni izraz) — id

Tu je en sam vmesni simbol, (aritmeti! ni izraz); zato je to tudi za! etni simbol:

Kon!ni simboliso + , *, (, ), id; (id predstavlja poljuben numeri! ni operand)

Produkcije pomenijo naslednje:

¢ (1) pravi, da je aritm.izraz lahko sestavljen iz dveh aritm.izrazov, med katerima je + ;

¢  (2)pravi, da je aritm.izraz lahko sestavljen iz dveh aritm.izrazov, med katerima je * ;

6  (3) pravi, da je aritm.izraz lahko aritm.izraz, ki je med oklepajem in zaklepajem ;

¢  (4) pravi, da je aritm.izraz lahko en sam operand id.

Za! etni simbol (aritmeti! ni izraz) predstavlja jezik, v katerem so vsi aritmetitni izrazi, zgrajeni s produkcijami 1,2,3,4.
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Z veckratno uporabo produkcij lahko i1zpeljemo 1z zacetnega simbola poljubno
zapletene aritmeticne izraze.

S simbolom = bomo oznacili neposredno izpeljavo, tj. zamenjavo enega vimesnega simbola
z desno stranjo kake od produkcij, ki lahko razvijejo (tj. imajo na levi strani) ta simbol.

Primer (nadaljevanje). Izpeljimo aritmeti¢ni izraz (id + id) * id v prejinji KNG:

(aritmeti¢ni izraz) = (aritmeticni izraz) * (aritmeticni izraz) ... prod. (2)
= ((aritmeticni izraz)) * (aritmeticni izraz) ... prod. (3)
= ((aritmeticni izraz)) * id ... prod. (4)
= ((aritmeticni izraz) + (aritmeti¢ni izraz)) * id ... prod. (1)
= ((aritmeti¢ni izraz) + id) * id ... prod. (4)
= (id + id) * id ... prod. (4)

Kon'"ni niz (tj. niz kon¢nih simbolov) (id + id) * id smo izpeljali iz zaCetnega simbola (aritmeticni izraz).
Zato je kon¢ni niz (id + id) = id v jeziku, ki ga generira dana KNG. Zaporedje produkcyj 2,3,4,1,4,4,
uporabljenih med tem razvojem, je sled izpeljave tega koncnega niza.
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4.2 Kontekstno-neodvisne

gramatike In jeziki

¢ Definiraymo kontekstno-neodvisno gramatiko, KNG.

I Definicija. Kontekstno-neodvisna gramatika (KNG) je ¢etverka G =(V,T,P,9),
kjer so:

V' kontna mnoZica vmesnih simbolov,
T konc¢na mnozica kon¢nih simbolov,

P koncna mnozica produkcij oblike ...! ..., kjerje

... nalevi strani znaka "'! ”’ poljuben vmesni simbol 1z V' in
...’ na desni strani znaka "'! ’’ poljubna beseda iz jezika (V! T)*;

S je poseben vmesni simbol, imenovan zacetni simbol.
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¢ Dogovor. Za lazje razumevanje bomo simbole uporabljali takole:

ABCDE,...S ... za ymesne simbole;
abcde,...,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,poudarjenebesede ... za koncne simbole;
XY Z ... za nekayj, kar je vmesni ali koncni simbol;
UV, W,X, 9,2 ... za nize koncnih simbolov;
a,f,y ... Za nize, sestavijene iz konCnih in vmesnih simbolov.

Skupino produkciy 4! a;, A! ay, ..., A! a;,kilahko razvijejo
vmesni simbol 4, lahko okrajSamo z 4! |a;|ay|...|@p (1 pomeni ali’).

Primer. Produkcije iz prejSnjega primera bi lahko zapisalikot S— S+ S| S *S|(5) | id.

Vmesni simbol (aritmeti¢ni izraz) (edini v tej gramatiki in zato sluzi tudi kot zacetni simbol)
smo nadomestili z za¢etnim simbolom §.
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Preden definiramo jezik, ki ga generira KNG G = (V,T,B.S), pojasnimo Se nekaj
pojmov in izrazov, ki jth bomo rabili.

Definicije. Najbo 4 — f produkcija in a,y € (V! T)* poljubni besedi.

Produkcijo A — f uporabimo na besedi a4y tako, da v tej besedi zamenjamo A z .
Takrat reCemo, da smo 1z a4y neposredno izpeljali afy z uporabo produkcije A — f8
(oziroma, da smo afy razvili neposredno iz aAy z uporabo produkcije 4 — f3).
Besedi a; in q; sta v relaciji @, g= a;, Ce je a; neposredno izpeljiv iz a; z uporabo neke
produkcije gramatike G.

Naj bodo a4, ay, ..., a,€ (V! T)*, m>1, nizi.

Cevelja g2 AN tag=as A ... N\ a6 a,,

potem to zapiSemo z a; g=>*a,,1n reCemo,

da iz a; izpeljemo «,, po gramatiki G (oz. da je «,, izpeljiv iz a; po gramatiki G).

Opomba: Relacija g=* je refleksivno in tranzitivno zaprtje relacije g=.
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¢ Definicija. Jezik kontekstno-neodvisne gramatike G = (V,T,ES) je
L(G)={w|lweT* ANS =" w}.

L(G) je mnozica vseh konc¢nih nizov, ki so izpeljivi 1z zacCetnega simbola S po gramatiki G.

¢ V nadaljevanju bomo rabili Se tri pojme.
Definicije.
Jezik L je kontekstno-neodvisen (KNJ), ce je L = L(G) za neko KNG G.
Niz a € (V! T)* imenujemo stavcna oblika, e velja S ;=* a.
Gramatiki G in G, sta ekvivalentni, ¢e velja L(G;) = L(Gy).

OpombaKon! ni niz je tudi stav! na oblika; tj., kon! ni niz je stav! na oblika, v kateri nastopajo samo kon! ni simboli.
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¢ Primer. Danaje KNG G=(V, T, E S), kjer so
V= {S},

T = {a, b},

P={S" aSb S' ab}.

S je edini vmesni symbol (zato je zacetni simbol), a,b pa konc¢na simbola. Produkciji sta S— aSb|ab.

Kaj je L(G), jezik gramatike G ?

¢

Ce uporabimo produkcijo S— aSb n-1-krat in nato produkcijo S— ab, dobimo izpeljavo
S = aSb= aaSbb = a’SbP= ...= a"15b"1 = a"b". Torej iz S lahko izpeljemo koncne nize
oblike g"b", n > 1. Povedano krajSe: Sg=>*a"b", n > 1. Dokazali smo: {a"b"|n>1! € L(G)"

Ali lahko iz S izpeljemo se kaj drugega? Ne. Edini koncni nizi, ki se dajo izpeljati iz S, so nizi
a"b" , n> 1. Zakaj? Vsakokrat, ko uporabimo produkcijo S— aSb, je v novi stavcni obliki
samo en vmesni simbol, po uporabi produkcije S— ab pa takega ni vec. Ker obe produkciji
razvijeta S, imajo vse mozne sledi izpeljav koncnih nizov eno samo obliko: konc¢no Stevilo (npr.
n-1) uporab S— aSbh in nato ena uporaba S— ab. To pa pomeni, da je L(G) S{a"b"|n > 1!.

Posledica: L(G) ={a"b"| n> 1I"
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4.3 Drevesa izpeljav

| Za boljSo ponazoritev 1zpeljave lahko vpeljemo pojem drevesa 1zpeljav.
Intuitivno:

10! ke drevesa so oznacene z vmesnimi ali kon! nimi stmboli (lahko tudi z €).

Ce je notranja to! ka oznacena z vmesnim simbolom, npr. A, potem so njeni sinovi
(od leve na desno) oznaceni z X1, X, ..., X, leinsamole A! X X,...X, je produkcija.

¢ Primer (nadaljevanje). Drevo izpeljav kon¢nega niza (id + id) * id je

/@\ Mozna 1zpeljava po gramatiki:
ofoN

®

©06

a0
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Natan! neje:

Definicija. Bodi G = (V, T, P, S ) poljubna KNG. Drevo D, je drevo izpeljav
po gramatiki G, Ce velja naslednje:

Vsaka tocka v e D je oznacCena z vmesnim ali koncnim simbolom (U7 ue)).
Koren drevesa Dg je oznacCen z zaletnim simbolom S.
Ce je V€ D; notranja toCka, je oznacena z vmesnim simbolom (e r).

Ce je Ve D; oznacena z vmesnim simbolom, npr. A, in so vsi njeni sinovi od
leve v desno oznaceni z X1,X,,...,X;, potem je A—»X X,... X, produkcija (< p).

Ce je ve D; oznacdena z €, potem je V list v Dy in je edini sin svojega oCeta.

Opombal/ e je ve Dg ozna!ena s konttnim simbolom (€ T'), je Vv list v Dg (vendar ne nujno edin! ek).
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¢ Primer. Dana je gramatika G = ({S,4}, {a,b}, B S), kjer so v P produkcije

S! aAdS |a
Al SbA|SS|ba

Vprasanje: Ali je spodnje drevo drevo izpeljav po G?

o
7o%.

© ¢ ©

Preveriti moramo, ali to drevo izpolnjuje vse zahteve iz prejSnje definicije. Notranja vozliS¢a smo
obarvali oranzno. Koren je oznacen s §; njegovi sinovi so od leve proti desni oznaceni z a, 4, S;
vidimo, da je S— aAS res produkcija v G. (Podobno preverimo vsako notranjo tocko Vv.) IzkaZe se,
da je zgornje drevo res drevo izpeljav po gramatiki G.
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I Drevesa izpeljav implicitno opisujejo vse 1zpeljave stavcnih oblik po gramatiki G.

Definicija. Oznake Iistov, izpisane med premim obhodom drevesa izpeljav D,
tvorijo rob drevesa D .

Primer (nadaljevanje). Rob spodnjega drevesa izpeljav je aabbaa .

Jevs

Tu je rob drevesa konc¢ni niz (sestavljen je le iz kon¢nih simbolov). V sploSnem rob
drevesa D, vsebuje tudi vmesne simbole. ( : Rob zelenega drevesa je SAAS.)

OpombaKmalu bomo dokazali: « je rob drevesa Dg #e in samo #e je a stav!na oblika (ij. ko velja §
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¢ Zalazje sporazumevanje uvedimo Se dva enostavna pojma.

Definicija. Poddrevo drevesa 1zpeljav D v tocki v je drevo s korenom v
tocki v ter vsemi tockami in povezavami, ki v D sledijo tocki v. Ce je v
oznacena z A €V, reCemo, da je poddrevo v tej tocki A-drevo.

Poddrevo ima lastnosti drevesa izpeljav, le da oznaka v njegovem korenu #i nujno za! etni simbol S gramatike.

Primer (nadaljevanje). V spodnjem drevesu izpeljav sta dve A-drevesi. Rob
rumenega A-drevesa je abba, rob drugega A-drevesa pa ba.

&= @
& &
a8

®
(&
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¢ Zveza med izpeljivostjo (po G) in robovi (v D;;)

I Izrek. Najbo G =(V, T, B, §) poljubna KNG. Tedaj velja:
S =% a Ceinsamo Ce obstaja drevo 1zpeljav D z robom «
(krajSe: a ima drevo izpeljav Dg).

Ekvivalentno Stav! na oblika « je izpeljiva iz S po G natanko tedaj, ko je a 70b nekega drevesa izpeljav D .

¢ Ideja dokaza. Indukcija po Stevilu notranjih tock drevesa D, . (Poskusite za vajo.) O
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Skrajno leva (desna) izpeljava (po G)

Definicija. Izpeljava stavéne oblike po gramatiki G je skrajno leva, ¢e na
vsakem koraku uporabimo produkcijo, ki razvije skrajno levi vmesni simbol
trenutne stavcne oblike. Podobno je izpeljava stavéne oblike skrajno desna, ce
na vsakem koraku uporabimo produkcijo, ki razvije skrajno desni vmesni simbol

trenutne stavcne oblike.

Primer. Skrajno leva 1zpeljava konc¢nega niza aabbaa je
S= aAS > aSbAS = aabAS = aabbaS = aabbaa

& 8§ g g & ¢ GD\
skrajno desna izpeljava istega niza pa /.\

S = aAS = ada = aSbAa = aSbbaa = aabbaa

® = ® = © ©
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Dvoumnost

Bodi G KNG. Ce je w € L(G), ima w drevo izpeljav Dg (po prejinjem izreku).
Temu drevesu 1zpeljav besede w pripadata natancno dolocena skrajno leva
izpeljava besede w in natancno doloCena skrajno desna izpeljava besede w.

Vprasanje. Kaj pa, Ce je w rob vec kot enega drevesa 1zpeljav? Je to mozno? Je!
Dokaz (s primerom). Naj bo G = ({S,4,B},{a},{S — A|B, A— a, B— a}). ¢ )
Opazimo: kon¢ni niz je a € L(G), toda zanj obstajata dve drevesi izpeljav. e
(Prvo drevo da skrajno levo izpeljavo S ;=4 = g, drugo pa S ;=B = a.) @ @

Definicija. KNG G je dvoumna, Ce obstaja w € L(G), ki ima vec kot eno drevo
1zpeljav.

Ekvivalentadefinicija KNG G je dvoumna, ¢ ima kaka beseda w € L(G) vet kot eno skrajno levo (desno) izpeljavo po G.

Definicija. KNJ L je bistveno dvoumen, Ce je vsaka KNG za jezik L dvoumna.

OpombaKmalu bomo videli, da taki jeziki obstajajo !
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4.4 Normalne oblike

kontekstno-neodvisnih gramatik

Obstajajo nacini, s katerimi lahko omejimo obliko produkcij KNG, ne da bi pri
tem zmanjsali “moc” KINJ. Natancneje: Ce je L neprazen KNJ, potem je L jezik

(neke) gramatike G (L = L(G)), ki 1ma naslednje lastnosti:
Vsak vmesni in kon¢ni simbol gramatike G nastopa v izpeljavi vsaj ene besede w € L.

V gramatiki G ni produkcij oblike A — B (Kjer sta A, B poljubna vmesna simbola).

$e € & L, potem v G ni produkcij oblike A — ¢ (kjer je A poljuben vmesni simbol).

le ! ¢ L, potemjevG

! vsaka produkcija oblike A — BC ali oblike 4 — b (normalna oblika Chomskega)
(kjer sta A, B poljubna vmesna simbola in 4 poljuben konc¢ni symbol).

ali

| vsaka produkcija oblike A — b! (normalna oblika Greibachove)
(kjer je y poljuben niz vmesnih simbolov (y € V*) in b poljuben koncni simbol (b € T)).
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| Odstranitev odve! nih simbolov

Simbol gramatike G je potreben, Ce nastopa v izpeljavi kake besede w € L(G).

¢ Definicija. Bodi G = (V, T, B S) KNG. Simbol X je potreben, ¢e obstaja izpeljava
S ;=>* aXf =* w, kjer sta a,f € (V! T)* in w € T* Ce X ni potreben, je odvelen.
Lema 1. Poljubni KNG G = (V] T, B, S), kjer L(G) # |, lahko efektivno priredimo egvivalentno

KNG G’=(V°, T, P’, S), kjer za vsak vmesni simbol 4 € V’ obstaja w € T* da velja 4 s5=* w.
(tj., 1z vsakega vmesnega simbola A se da izpeljati po G’ nek koncni niz w).

Lema 2. Poljubni KNG G’ = (V°, T, P’, S) lahko efektivno priredimo egvivalentno KNG

G”= V"1, P”, S), kjer za vsak (vmesni ali kon! ni) simbol X € V”’! T’ obstajata a, 8 € (V! T’)*,
da velja S gaz5>*aXB. (tj., vsak vmesni ali kon¢ni simbol X se pojavi v neki izpeljavi po G’ 1z §).
Uporaba Leme 1 in nato Leme 2 priredi KNG G ekvivalentno G’ brez odvecnih simbolov.
(Uporaba najprej leme 2 in nato 1 v nekaterih primerih ne odstrani vseh odvecnih simbolov.)

I lzrek. VsakneprazenKNJ generiraneka KNG, ki je brezodve'nih simbolov.
¢ OpombaOdslej bomo predpostavljali, da so vse KNG, ki jih bomo rabili, brez odvecnih simbolov.
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Odstranitev e-produkcij

Definicija. e-produkcija je produkcija oblike A— &. (A je poljuben vmesni simbol.)

(:Je je € € L(G), oCitno ne moremo iz G odstraniti vses e-produkcij (ker potem € ne bi bil vec v L(95)).
Ce pa € ¢ L(G ), lahko odstranimo vse e-produkcije iz G.

Izrek. Ceje L =L(G)zaneko KNG G = (¥, T, B §), potem jezik L -{&}
generira neka KNG G’ ki je brez e-produkcij. (in brez odveénih simbolov).

Ideja dokaza.

Za vsak vmesni symbol 4 € V ugotovi, ali 4 c=* €. / e velja, re! emo, da je simbol 4 uni! ljiv.
Naj bo U mnod&ica vseh uni! ljivih vmesnih simbolov gramatike G.

Vsako produkcijo B! X X;...X, nadomesti z novimi produkcijami, ki nastanejo, ko iz X1 X;...X,, izlo! amo
simbole iz podmnod&c mnoé&ice U ; med nove produkcije pa ne Stej B! ¢ (tudi !e so vsi X; X;...X, uni! [jivi).
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Odstranitev enotskih produkcij

Definicija. Enotska produkcija je produkcija oblike A— B. (A,B sta poljubna vm.simb.)

Pozor 4! a, kjer je a kon,mni symbol, ni enotska produkcija, prav tako tudi A ! & ni enotska produkcija

Izrek. Vsak KNJ brez ¢ lahko generira KNG, ki je brez enotskih produkcij.

(in brez e-produkcij ter odvecnih simbolov).

Ideja dokaza. Letos izpustim. O
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4.5 Normalna oblika Chomskega

¢ Izreki o normalnih oblikah kontekstno-neodvisnih gramatik pravijo,
da so te gramatike ekvivalentne kontekstno-neodvisnim gramatikam,
katerih produkcije imajo posebno obliko. To se izkaZe za zelo koristno.

| Prvi tak izrek je odkril Noam Chomsky. 1zrek pravi, da imajo vse take
produkcije na desni strani bodisi dva vmesna simbola bodisi en koncni simbol.

Izrek (Normalna oblika Chomskega). Vsak KINJ, ki ne vsebuje &, se da
generirati s KNG, katere produkcije so oblike

Al BC
ali A—a
Tu so 4,B,C € Vpoljubni vmesni simboli in a € T'poljuben koncni simbol gramatike.
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¢ Ideja dokaza (konstruktivnega).

Naj bo L(G) KNJ brez .
Sestavimo eqvivalentno KNG G,=(V,T,E.S), ki je brez odve! nih simbolov, enotskih produkcij in e-produkcij.
$e ima produkcija iz P na desni strani en sam simbol, je to kon! ni simbol, zato je produkcija & v &leni obliki.
$e produkcija na desni strani nima enega samega simbola, mora biti oblike 4! X\ .X,...X,, (m > 2).
(X; je vmesni ali kon! n1 simbol.)
! | eje X; kon''ni simbol, npr. a, potem
uvedemo nov vmesni symbol C,
uvedemo novo produkcijo X;! a(taje v "eleni obliki)
nadomestimo X; s C,.
Ko to storimo z vsemi X; , ki so kon! ni simboli, dobimo novo mno"ico V’ vmesnih simbolov in novo mno"ico P’ produkcij.
Naj bo G, = (V’,T,P’,S). Doka"emo lahko, da velja L(G;) = L(G,). (Poskusite za vajo.)
Torej L(G) generira KNG G, , katere produkcije so bodisi oblike A! a bodisi oblike A! BB,...B,, (m > 2).
(B; je vmesni simbol, a pa kon! ni simbol.)
é $e je produkcija oblike A' B;B;...B,, inm > 3, potem
uvedemo nove vmesne simbole D;, D,, ..., D,
nadomestimo produkcijo s produkcijami 4! B;D,
D! B,D,

D m-3 ! BmZD m-2
Dm-2 ! Bm-le
Ko to storimo z vsemi produkcijami A! BB,...B, kiimajom! 3, dobimo novo mno"ico V"’ vmesnih spremenljivk in novo
mno"ico P’ produkcij, ki imajo obliko A! aali Al BC.
Naj bo G3=(V",T,P”,S). Doka"emo lahko, da velja L(G,) = L(G3). Potem sledi Se L(G) = L(G3). (Poskusite za vajo.)
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4.6 Normalna oblika Greibachove

Drugi tak izrek je odkrila Sheila Greibach. Njen 1zrek pravi, da se take produkcije
na desni strani zacnejo s koncnim simbolom, ki mu sledijo samo vmesni simboli.

Izrek (Normalna oblika Greibachove). Vsak KINJ, ki ne vsebuje ¢, se da
generirati s KNG, katere produkcije so oblike

Al by
Tu je A € V poljuben vmesni simbol, b € T poljuben kon¢ni simbol in ye V'* poljuben niz
vmesnih simbolov.
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¢ Ideja dokaza (konstruktivnega).

Naj bo L(G) KINJ brez ¢, kjer je gramatika G = (V, T, B.S) v normalni obliki Chomskega in V= {A;, Ay, ..., Apn}.
Sestavimo eqvivalentno KNG G;=(V,T,ES), ki je brez odve! nih simbolov, enotskih produkcij in e-produkcij.

Popravimo produkcije tako, da bo veljalo naslednje: #eje A;! Ay produkcija, potemj>i.
Kako?

Uvedemo nove vmesne simbole By, B,, ..., B,, . Produkcije so zdaj oblik
A;Y Ay, kjer j>i
A;' ay, kjer a€T
A;' ay, kjer ye (VU {By, B,, ..., B.1})*.

Spremeni vse 4,,-produkcije, potem vse A4,,.1-produkcije, potem vse 4,,,-produkcije, potem vse 4;-produkcije.
Kako?

Spreminjanje A;-produkcij (m >k >1) poteka na naslednji na! in:
Za vsako A-produkcijo:

poisti v njenem desnem delu skrajno levi vmesni symbol, npr. X;
zamenjaj ta simbol X s stikom desnih strani vseh X-produkcij.

Zdaj imajo vse A4-produkcije desne strani, ki se za! nejo s kon! nim simbolom.

Toda desne strani B-produkcij se Se vedno lahko za! nejo s kakim vmesnim simbolom A4;. Zato popravimo $e to.
Kako?

Modify the productions for the new variables By, B, ..., B,, .

V vsaki Bi-produkciji (£ = 1,2,...,m), katere desna stran se za! ne z nekim vmesnim simbolom, npr. 4;:
zamenjaj A; s stikom desnih strani vseh A;-produkcij.
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4.7/ Bistveno dvoumni

kontekstno-neodvisni jeziki

I Dvoumne KNG ni tezko najti: KNG s produkcijami1 S! A |B, A! a, B! a je
dvoumna. (Glej eno od prejénjih prosojnic.)

I Dosti tezje je najt1 KNJ, za katerega bi bila vsaka KNG dvoumna.
Definicija. KNJ L je bistveno dvoumen, ¢e: L = L(G) A Gje KNG = G je dvoumna.

| Toda, al1 tak jezik sploh obstaja? Obstaja!
Izrek. KNJ L = {a"b"cmd™ |n,m >1} 1" {a"b™c™d" |n,m >1} je bistveno dvoumen.

Dokaz. S protislovjem (dolg) O
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4.8 Slovar

context-free grammar kontekstno-neodvisna gramatika context-free language kontekstno-neodvisen jezik variable
vmesni simbol terminal kon!ni simbol production produkcija to derive izpeljati start symbol za! etni simbol to apply
(a production) uporabiti (produkcijo) to directly derive neposredno izpeljati language generated generiran (izpeljan)
jezik sentential form stav! na oblika derivation tree drevo izpeljave yield (of a derivation tree) rob (drevesa izpeljave)
subtree poddrevo leftmost/rightmost derivation skrano leva/desna izpeljava ambiguous dvoumen inherently
ambiguous bistveno dvoumen format of a production oblika produkcije useful/useless symbol koristen/odve! en
simbol e-production e-produkcija nullable variable uni! ljiv vmesni simbol unit production enotska produkcija
Chomsky normal form normalna oblika Chomskega Greibach normal form normalna oblika Greibachove

Borut Robi¢, Computability &

147 Computational Complexity



41-#5'28&( #2%'64#%(

é

Borut Robi¢, Computability &
Computational Complexity




Vsebina

' Uvod
| Definicije

I Skladovniavtomati in kontekstno-neodvisini jeziki
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5.1 Uvod

Tako kot so regularni 1zrazi in regularni jeziki tesno povezani s koncnimi
avtomati (KA), so tudi kontekstno-neodvisne gramatike (KNG) in kontestno-odvisni
jeziki (KNJ) tesno povezani s takoimenovanimi skladovnimi avtomati (SA).

SA je v bistvu KA, k1 poleg traka uporablja Se a sklad.

Vednar se razlikujeta: SA je po definiciji nedeterministicni model racunanja, njegova
deterministiCna razliCica (DSA) pa sprejema pravi podrazred razreda vseh KNJ.

Na sreco ta podrazred zajema vecCino programskih jezikov.
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Intuitivno .

é SA 1ma vhodni trak, nadzorno enoto in sklad.

Sklad je niz stmbolov iz neke abecede.
Skrajno levi stmbol tega niza je na vrhu sklada.

1&#
%&.!(&)*+-[j

A

o
S /1"%0
&

¢ SA je po definiciji nedeterministi! en (v dani situaciji ima kon! no
Stevilo (0,1,2,...) alternativ za naslednjo potezo.
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¢ Poteze so dveh vrst: navadne 1n tihe (e-poteze).

Pri navadni potezi se vhodni simbol konzumira. Poglejmo kako.

V odvisnosti od
stanja ¢ nadzorne enote,
vhodnega simbola a v oknu 1n
simbola 7 na vrhu sklada,

obstaja kon¢no mnogo alternativ

(pl)" 1)’ (pZ’" 2)? R (pma" m)’

kjer i-ta alternativa (p;,y;) vsebuje

é naslednje stanje p; nadzorne enote,

é  niz ¥; (lahko tudi prazen) skladovnih simbolov,
ki bodo nadomestili Z.

SA nedeterministi! no izbere in izvede eno od alternativ

$"%&

in premakne okno na naslednjo celico (konzumira vh. simbol).
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¢ (nadaljevanje)
Pri tihi potezi se vhodni simbol ne konzumira.

V odvisnosti od 4 l
stanja ¢ nadzorne enote in Ej
simbola 7 na vrhu sklada, —
ter neodvisno od vhodnega simbola " | ®
obstajakon! no mnogo alternativ
@1, @22, s P ), - |
kjer i-ta alternativa (p;," ;) vsebuje I
6 naslednje stanje p; nadzorne enote, S
é  niz"j (lahko tudi prazen) skladovnih simbolov, Ej
ki bodo nadomestili ~. $
SA nedeterministi! no izbere in izvede eno od alternativ —
1N pusti okno na isti celici (ne konzumira vh. simbola). | | |

OpombaTihe poteze omogocajo SA manipulira s skladom, ne da bi bral vhodne simbole s traku.
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¢ Jezik, ki ga sprejme SA, lahko definiramo na dva na! ina.
Pogleymo mno"1co vseh besed w z lastnostjo

(1) Ko SA prebere w, se znajde v kon! nem stanju.
Pravimo, da je ta mnozica jezik, ki ga SA sprejme s koncnim stanjem.

(2) Ko SA prebere w, izprazni svoj sklad.
Pravimo, da je ta mnozica jezik, ki ga SA sprejme s praznim skladom..

¢ Videli bomo, da sta definicij1 ekvivalentni v naslednjem smislu:

L spreyme SA M, s kon! nim stanjem natanko tedaj, ko L sprejme SA M, s praznim skladom

¢ Prva definicyja je bolj obi! ajna, z drugo pa je la"je dokazati osnovni
1zrek o skladovnih avtomatih, ki pravi tole:

L spreyme SA natanko tedaj, ko L je KNJ.
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5.2 Definicije

| Definicija. Skladovni avtomat (SA) je sedmerka M = (Q,! ,",!, 0, Zo, F),
kjer so
() konCna mnoZica stanj,
Y. vhodna abeceda,
| skladovna abeceda,
go € () zacetno stanje,
Zo ! | zacetni skladovni simbol,
F C @@ mnoZica konc¢nih stanj, in

0 funkcija prehodov,
tj. preslikavai1iz Q! (! " {!})! " v podmnozice mnozice Q! !"*.

Opombad je program SA; vsak SA ima svoj specifi¢ni 0.
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| Poteze skladovnega avtomata.

é Prehod

S(Q,CZ,Z) = {(pbyl)’ (pZ,VZ), D) (pmaym)} pomeni7 daSAv Stcmju q, Z
vhodnim simbolom a v oknu 1n skladovnim simbolom Z na vrhu sklada,

nedeterministi! no 1zbere i (1<i<m) in stori naslednje: preide v stanje p;,
zamenja Z z nizom Yy; in premakne okno na naslednjo calico traku.
To je navadna poveza.

! 5(Q)£1Z) = {(pl?y1)7 (pZ’VZ)a ERP) (pi’m)/m)} pomeni7 da SAv Stcmju q, S
skladovnim simbolom Z na vrhu sklada in neodvisno od vhodnega simbola

v oknu, nedeterministi! no 1zbere i (1<i<m) 1n stori naslednje: preide v
stanje p, in zamenja Z z nizom y; (okno pusti pri miru) To je tiha poteza.

Dogovori: skrajno levi simbol v y; je na vrhu sklada. Vhodne simbole bomo oznacevali z a,bc, ...,
nize vhodnih simbolov z u,v,w, ..., skladovne simbole z. A,B,C, ..., nize skladovnih simbolovpa z a,(,y ...
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Trenutni opisi.

Trenutni opis (konfiguracijo) SA v nekem trenutku sestavljajo trenutno stanje SA,
dotlej neprebrani del vhodne besede 1n trenutna vsebina sklada. Trenutni opisi nam

bodo omogocili, da natancno opiSemo ra! unanje, ki ga 1zvaja SA.

Definicije. Trenutni opis (TO) je trojka (g,w,y), kjer je g stanje, w niz vhodnih
simbolov in Y niz skladovnih simbolov. vied delovanjem SA je vsak TO v zvezi s prejSnjim TO.
CejeM =(Q,!,",!,®,Zo,F) SA, retemo, da TO (g, ax, Zf) neposredno preide v
TO (ph X, VI:B) --- kar Zapiéemo (Q7 ax, Zﬁ) MI_ (pb X, yIIB) 4 5(% a, Z) Vseije (pi> )/I)
Tu je namesto vhodnega simbola a lahko tudi € (zaradih tihih prehodov).
Refleksivno tranzitivno zaprtje relacije yt- je relacija yk*. Ce velja I y+* J re¢emo, da
TO Ipreide v TO J. Ce I prede v J v k neposrednih prehodih, to pisemo kot I y; HX J.
Opomba Kadar bo jasno, kateri SA M je misljen, bomo indeks M opustili.
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(nadaljevanje)

Intuitivno: situacija na levi strani slike lahko neposredo preide v situacijo na desni
samo ! e program 6 skladovnega avtomata M vsebuje ukaz 8(q, a, 2) = {..., (i, Vi), ...}.
Se bo ta prehod tudi izvedel? To bo odlocil M, ki bo nedeterministi! no izbiral med

alternativnimi pari. ]

le—

%

-] o0, =

$U& (1 & ' ()1 [0+,"1+2 $%/R3&B/
)All & (! (#11,"56)52/lI&3 ;.
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| Jeziki, ki jih sprejemajo SA.

' Definicija. Vsak SA M =(Q,! ,",!,m, Zo, F) sprejme dva jezika:

L(M), jezik sprejet s koncnim stanjem, ki je definiran kot
g

L(]W) = {WEI ! | (QOa w, ZO) H* (p7 <, )/)a kjerjep eFr ln]/ € F*}
N(M), jezik sprejet s praznim skladom, ki je definiran kot
NM) = {wel " | (q, w, Zo) V* (p, &, €), kjer je p € Qj.

)

L(M) vsebuje besedo w, ¢e se M po branju w lahko (nedeterminizem!) znajde v kakem koncnem stanju.
N(M) vsebuje besedo w, ¢e ima M po branju w lahko (nedeterminizem!) prazen sklad.

OpombaPri sprejemanju s praznim skladom so koncna stanja nepomembna, zato je takrat lahko F =1 .
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| Primer. Sestavimo SA M, ki sprejme jezik N(M) ={wew® |w € (0+1)*} s praznim skladom.

¢ Zamisel. Beri vh.besedo v stanju ¢, in za vsak prebrani vh.simbol porini njegovega predstavnika na
sklad. (Predstavnik 0 je B, predstavnik 1 pa G.) Ko preberes ¢, preidi v drugo stanje, ¢,. Nadaljuj z
branjem vhodne besede v tem stanju in za vsak prebrani vh.simbol odstrani simbol na vrhu sklada,
&e je predstavnik prebranega vh.simbola (Ce ni, se ustavi). Ce ni ve¢ vh.simbolov in je bil pravkar odstranjen
symbol Z,(oznaka dna sklada), je bila vh.beseda oblike wewR. Ker je sklad prazen, to besedo sprejmi.

¢ SAjeM=({q, ¢}, {0,1,c}, {R,B,G}, 8, g1, Zg, ! ), kjer je program & definiran takole:

1. 8(q1, 0, Zo) = {(q1, BZo)} 2. 8(q1, L, Zo) = {(q1, GZp)}
3. 6(¢q1, 0, B) = {(q1, BB)} 4. d(q1, 1, B) = {(q1, GB)}
5. 8(q1,0,G) = {(q1, BG)} 6. 6(q1, 1, G) = {(q1, GG)}
7. 8(q1, ¢, Zo) = {(92, Z0)}
8. &(q1, ¢, B) = {(g2, B)}
9. 8(q1, ¢, G) = {(q2, G)}
10. 6(q2, 0, B) = {(q2, €)}  11. (g, 1, G) = {(2, ©)}
12. 6(q2, €, Zo) = (2, )}

Opomba/ eprav so SA po defniciji nedeterministifini, zgornji M deluje deterministitino, saj ima vedno na izbiro le eno mo! nost.
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Primer. Sestavimo SA M, ki sprejme N(M’) ={wwR|w € (0+1)*} s praznim skladom.

Pozor. Za razliko od prej$njega primera tu ni ve,-simbola ¢, ki bi ozna,eval sredino vh.besede. Torej bo moral M’
uganiti, ali je med branjem dosegel sredino vh.besede. Ker bo M’ nedeterministitten, bo to pravilno uganil in takrat presel iz
stanja ¢; v stanje ¢,. Torej bomo v prej$nji program dodali mo2nost izbiranja (ali je sredina doseZena ali ne).

Zamisel. Beri vh.besedo v stanju ¢; in za vsak prebrani vh.simbol porini njegovega predstavnika na sklad. (Predstavnik
0 je B, predstavnik 1 pa G.). Vsakokrat, ko bo prebrani vh.simbol “ustrezal” vrhnjemu simbolu sklada, je morda
doseZena sredina vh.besede. Nedeterministiftno ugani, ali je sredina dose! ena ali ni; #e je, preidi v stanje gq,, sicer pa porini
predstavnika prebranega vh.simbola na sklad. Ko uganes (zaznas) sredino vh.besede, nadaljuj z branjem v tem stanju in
za vsak prebrani vh.simbol odstrani simbol z vrha sklada, #e je predstavnik prebranega vh.simbola (#e ni, se ustavi).

0% ni ve,-vh.simbolov, je bila vh.beseda oblike wwR. Ker je na skladu le $e Z,, ga odstrani. Tako bo vh.beseda sprejeta.
Ot pa nikoli ne zaznas$ sredine vh.besede, je morala biti vh.beseda bodisi € ali en sam simbol, zato jo sprejmi.

M’ = ({q1, ¢2}, {0,1}, {R,B,G}, 6, q1, Zy,! ) delyje po naslednjem programu §:

1. 6&(q1, 0, R) = {(41, BR)} 2. 68(q1,0,G) = {(q1, BG)}
3. (g1, 1, R) = {(¢1, GR)} 4. 6&(q1, 1, B) = {(¢1, GB)}
5. (g1, 0, B) = {(1, BB), (g2, &)} 6. (g1, 1, G) = {(q1, GG), (92, &)}
7. 6(q2, 0, B) = {(a2, )} 8. (g, 1,G) = {(g2 €)
9. 8(a, &, R) = {(92, &)} 10. 6(q1, &, R) = {(g2, €)}
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Intuitivno gledano, je bil SA M, ki je sprejemal N(M) = {wewR |w € (0+1)*},
“deterministiCen’’ v smislu, da je imel v vsakern TO na voljo le eno potezo.
Stroga definicija deterministi! nega SA je bolj natancna.

Definicija . SAM =(Q,!,",!, o, Zo, F) je deterministi¢en, ¢e za & velja:
Zavsakpar q! QandZ ! |

1(9,",Z)E" =# $a%! :!(q,a,2)="

la" | #{1}:"(q,a,2)| $ 1

Kaj to pomeni? Pogoj 1 preprecuje izbiranje med navadnimi in tihimi potezami.
Pogoj 2 preprecuje izbiranje pri navadnih potezah in izbiranje pri tihih potezah .

OpombaKer je SA po definiciji nedeterministicen, bomo deterministicne SA
oznacevali z DSA (deterministi¢ni skladovni avtomati).
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5.3 Skladovni avtomati in

kontekstno-neodvisni jeziki

I Vemo, da deterministi! ni KA sprejmejo isti razred jezikov kot nedeterministi! ni KA
(regularne jezike). Ali je tako tudi pri deterministi! nih in nedeterministi! nih SA?

I Ali razred jezikov, sprejetih s SA, vsebuje kake zZe znane jezike? (regularne? KNJ? ...?)

I Kako se razlikujejo jeziki L(]W) (sprejeti s konénim stanjem) od jezikov N (]W) (sprejetih s

praznim skladom)?
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Ekvivalenca sprejemanjas kon! nim stanjemin praznim skladom.

¢ Ali se sprejemanje s kon! nim stanjem in sprejemaje s praznim skladom razlikujeta v ,,moci*?
Ne! Da to vidimo, moramo dokazati, da je razred jezikov L(M) (sprejetih s kon¢nim stanjem)
enak razredu jezikov N(M) (sprejetih s konénim stanjem). Slednje pa dokazemo, e dokazemo:
L sprejme neki SA s kon! nim stanjem natanko tedaj, ko L sprejeme neki SA s praznim skladom.
To izraZata naslednja dva izreka.

Izrek. Ce je L=L(M,) za nek SA M,, potem je L=N(M,) za nek (drugi) SA M;.

Ideja dokaza. Naj bo L = L(M,;) poljuben jezik. Konstruiramo SA Mj, ki simulira M, , pri tem pa Se zbriSe svoj sklad
vsakokrat, ko bi M, vstopil v kako kon! no stanje. Zato je L = N(M;). D

Izrek. Ce je L=N(M,) za nek SA M, potem je L=L(M,) za nek (drugi) SA M,.

Zamisel dokaza. Naj bo L =N(M,) poljuben jezik. Konstruiramo SA M,, ki simulira M; , pri tem pa Se vstopi v
kon! no stanje vsakokrat, ko bi M; izpranil svoj sklad. Zato je L = L(M,). D

| Posledica: Razred jezikov, ki jih sprejmejo SA s konCnim stanjem, je enak
razredu jezikov, ki jih sprejemejo SA s prazni skladom.
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Zveza med skladovnimi avtomati in kontekstno-neodvisnimi jeziki.

Ali obstaja kaka zveza med jeziki, sprejetimi s SA, in regularnimi in/ali kontekstno-
nedovisnimi jeziki? Slutimo, da so SA ,,mocnej$i“ od KA, tj. da sprejemejo vec kot le
razred regularnih jezikov.

Ali morda SA sprejemajo vse KINJ? (Da bi to dokazali, moramo dokazati tole: $e je L KNJ, potem L sprejme
neki SA.) Ce to drzi, ali morda SA sprejemajo samo KINJ? (Da bi to dokazali, moramo dokazati:
$e L sprejeme neki SA, potem je LKNJ.) Oboje drZi -- to povesta spodnja izreka.

Izrek. Ce je L KNJ, potem obstaja SA M, da je L = N(M).

Ideja dokaza. Naj bo L poljuiben KNJ. L lahko generia KNG G v Greibachovi normalni obliki. Konstruiramo
SA M, ki simulira skrajno leve izpeljave po G. (M naj sprejema s praznim skladom) Sledi, da je L = N(M). O

Izrek. Ce je L = N(M) za neki SA M, potem je L KNJ..

Ideja dokaza. Naj bo M poljuben SA. Konstruiramo KNG G tako, da skrajni leva izpeljava po v besede x
simulira (opisuje) delovanje SA M na vhodni besedi x. Sledi, da je L=L(G), torej KNJ. O

Posledica Razredvsehjezikov, sprejetins SA, jeenakrazreduvsehKNJ.
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Deterministi! ni in nedeterministi! ni SA.

Videli smo, da SA (nedeterministicni po definiciji) sprejemajo natanko KINJ.
Katere jezike pa sprejemajo DSA (deterministicne razlicice SA)?

Ker so DSA le omejeni SA, se vpraSamo, ali so dovolj “mocni, da bi sprejemali vse
KNJ?

VpraSanje: Ali je razred jezikov, ki jih sprejemajo DSA, ist1 kot razred vseh KINJ?

Odgovor: Ne. Obstaja jezik, ki je KINJ, a ga ne spreyme noben DSA.

Izrek. Jezik {ww®|w € (0+1)*} sprejme neki SA in noben DSA.

Ideja dokaza. Opustim. O

Sklep: DSA je po sposobnosti sprejemanja Sibkejsi od SA.

Opomba Pri skladovnih avtomatih nedeterminizem vpliva na njihovo sposobnost sprejemanja. To je druga,e kot pri
kon,nih avtomatih, kjer nedeterminizem nima vpliva na njihovo sposobnost sprejemanja. Nauk. Pri razli#tnih modelih
rattunanja nedeterminizem razlittno vpliva na njihovo sposobnost sprejemanja.
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5.4 Slovar

pushdown automaton skladovni avtomat stack sklad regular move navaden prehod, navadna poteza s-move tihi
prehod, tiha poteza language accepted by empty stack (final state) jezik sprejet s praznim skladom (kon! nim stanjem)
basic theorem of PDA osnovni izrek o skladovnih avtomatih stack alphabet skladovna abeceda instantaneous
description trenutni opis directly becomes neposredno preide v becomes preide v
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Lastnostl
kontekstno-neodvisnih jezikov




Vsebina

| Lema o napihovanju za KNJ
I Lastnostizaprtosti KNJ

I Odlocitveni problemiin algoritmi za KNJ
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6.1 Uvod

¢ V tem poglavju bomo opisali:
Lemo o napihovanju za KNJ. Uporabna bo npr. pri dokazovanju, da
nekateri jeziki niso KNJ.
Nekatere operacije, ki ohranjajo KINJ. Te lastnost1 zaprtosti so uporabne
pri ugotavljanju, da nekater1 jeziki so KNJ, pa tudi pri ugotavljanju, da
nekateri jeziki niso KINJ.

Odlocitvene algoritme za iskanje odgovorov na nekatera vprasSanja o KINJ.
npr. ali je dani KNJ prazen, kon! en, ali vsebuje dano besedo.

Vprasanja o KNJ, na katera ne more (vedno) odgovoriti noben algoritem!
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6.2 Lema o napihovanju za KNJ

¢ Spomnimo se: Lema o napihovanju za regularne jezike pravi, da
vsaka zadosti dolga beseda 1z regularnega jezika vsebuje blizu svojega
za! etka kratko podbesedo, ki jo lahko ponovimo koncno mnogokrat, a
bo nova beseda Se vedno v tem jeziku.

¢ Lema o napihovanju za KINJ pravi, da vsaka zadosti dolga beseda 1z
KNJ jezika L vsebuje dve kratki podbesedi, ki sta si blizu in ki ju lahko
koncno mnogokrat ponovimo (obe enako mnogokrat), a bo nova
beseda Se vedno v jeziku L.
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Lema o napihovanju (za kontekstno-neodvisne jezike). Naj bo L KNJ.
Potem obstaja konstanta 7 (odvisna samo od L), da velja naslednje :
I e je z poljubna beseda z lastnostjo
zeL Nl|z|>n,

potem obstajajo besede u, v, w, x, y, da velja

z=uvwxy N L [T1 # [7°01 (]
Nlwxlsn A RN
ANlvelz1 A
AViz0uwweyel "$ & [0 OO # 0] O (]

Intuitivno. "eje L KNJ in ze L zadosti dolga beseda (| z| > ), ima zdvepodbesedi v in X, ki sta si blizu(| vw»{ < n) in neobe
prazni(| vx| = 1), ki ju lahko (obe enakokrgtkor'nomnogokraponovimo, a bo dobljena napihnjena beseda Se vedno v jeziku L.

Ideja dokaza. Naj bo G KNG v normalni obliki Chomskega. Z indukcijo po i doka#mo: ! edrevazpeljabesedees L(G) nimapoti

ki bibiladalj'aodi, potenje | z| < 2i1. Naj bo ze L(G) in| z| > n = 2k, kjer je k §tevilo vmesnih simbolov v G. Ker je|z| > 21, ima
vsako drevo izpeljav besede zneko pot dol#he > k+1. Na tej poti se mora nekvmesnsimbolponoviti

¢ Podobno kot Lemo o napihovanju za regularne jezike, lahko tudi Lemo o napihovanju za KINJ

zapiSemo s formulo v predikatnem racunu in iz nje izpeljemo Metodo za ugotavljanje, ali L ni v KNJ.
(Poskusite za vajo.)
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I Primer.

Najbo L = {d'b'd|i>1}. Dokazati Zelimo, da L ni KNJ.

Metoda je podobna kot pri regularnih jezikih.

¢ Naj bo 7 konstanta iz leme.

¢ Pogleymo besedo z = a"b"". (Tabeseda: je Odobra®erjeze Lin | 2= 31> n)

o Obstaja vec ‘dobrih’ razdelitev z na u,v,w,x,y (tako da je z = uvwxy,| vwx| < n,| v« >1).
¢ Pogleymo, kaksni sta podbesedi vin x v besedi a"b"c™

Ker je|vwx| < n, opazimo, da vx ne more vsebovati hrati a-jev in c-jev. (Razlo& zakaj.)
V vx so bodisi samo a-ji bodisi samoa-ji in b-ji bodisi samob-ji bodisi samob-ji in c-ji bodisi samoc-i.
Analizirajmo vsako od zgornjih petith moZnosti:

¢ /eimatavin x samoa-je, potemima u’wx’y = uwy n b-jevin n c-jev ter manj kot n a-jev

(Zakaj? Kerje| vx| =1). To papomeni, dau®wx’y niv L/
¢ /eimatavin x samoa-je in b-je, potemima u'wx’y = uwy ve! cjev kot a-jev ali b-jev, zatoniv L/
¢ Ostale tri mo! nosti analiziramo podobno; vsaka do ugotovitve, da u’wx’y ni v L ! (Poskusiteza vajo.)

¢ Skladno z metodo, ki izvira iz leme o napihovanju (za KNJ), sledi, da L ni KNJ!

¢ S tem primerom smo doazali, da obstaja formalni jezik, ki ni KNJ ! To
pomeni, da tega jezika ne sprejme noben skladovni avtomat SA !
Zato bomo potrebovali mo! nejsi model ra! unanja, ki bo sposoben sprejeti ta jezik !
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¢

*QOgdenovalema. (Ta prosojnica ni obvezna)

There are certain non-CFLs for which the pumping lemma is of #o help (e.g. L = {a'bic'd!|i, j >1}).
We need a stronger version of the pumping lemma for CFLs that will allow us to focus on some small
number of positions in the word and pump them. (Such an extension is easy for regular languages. The

result for CFLs is much harder to obtain.) Here is a weak version of the so-called Ogden's lemma.
Using this lemma we can prove that the above L is not CFL.

Ogden’s Lemma. Let L be a CFL. Then there is a constant # (which may be the same as
in the pumping lemma for CFL) such that the following holds:

if z1is any word such that

z € L. A we mark any »n or more places in z,
then there are words u, v, w, x, y such that
Z = uywxy A

A vx has at least one marked place A

A vwx has at most n marked places A

A Vix>0: uv'wxly e L.

Proof. Omitted. O
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3.2 Lastnosti zaprtosti

za kontekstno-neodvisne jezike

I Nekatere operacije na KINJ ohranjajo kontekstno neodvisnot jezikov.
(tj., delovanjeteh operacijna KNJ vrne spetkKNJ).

¢ Defiramo: razred kontekstno-neodvisnih jezikov je zaprt za dano operacijo, Ce je rezultat
te operacije pri argumentih, ki so KNJ, spet KINJ.

Opomba: Re,-emotudi, daima ta razredlastnostzaprtosti (za dano operacijo)

¢ Definiramo: Lastnost zaprtosti za dano operacijo je efektivna, Ce obstaja algoritem,
ki na podlagi kon¢nih opisov KINJ (ki so argumenti operacije) vrne kon! ni opis KNJ,
ki je rezultat operacije. Zanimale nas bodo le efektivne lastnosti zaprtosti razreda KINJ.

Kon, i opisi KNJ so npr. konkretni SA, KNG ali ustreznanormalna oblika Chomskegaali Greiachove
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Izrek. Razred kontekstno-neodvisnih jezikov je zaprt za operacije
unija,
stik,
Kleeneovo zaprtje,
substitucija (in homomorizem),
inverzni homomorfizem.

Dokaz. Opustim. O

Izrek. Razred kontekstno-neodvisnih jezikov ni zaprt za operaciji
presek,

komplement.

Dokaz. Opustim. O

Toda: Razred kontekstno-neodvisnih jezikov je zaprt za presek z regularnim jezikom.

Izrek. Ceje L KNJ in R regularen jezik, potem je L N R KNUJ.

Dokaz. Opustim. O
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$"%Bdlocitveni problemi in algoritmi

| Zanimajo nas odlocitveni algoritmi za razne odlocitvene probleme o KINJ;
npr. “Ali je KNJ L prazen? Ali je KNJ L kon! en? Ali KNJ L vsebuje besedo x?”’
Za nastete primere odlocitvenih problemov bomo nasli odlocitvene algoritme.

I Seveda obstaja Se mnogo drugih odlocitvenih problemov o KNJ; na primer,
“Al1 je komplement KNJ L tudi KINJ? Ali je KNJ L kofiniten? Ali sta KNG Gp1n
Go ekvivalentni? Allje KNG G dvoumna?”

Videli bomo (pogl.8), da obstajajo odlo! itveni problemi, ki nimajo odlo! itvenih algoritmov.
Zgornji primeri odlo! itvenih problemov o KNJ nimajo odlo! itvenih algoritmov.

¢ Vhodni podatki odlocitvenih algoritmov so kon! ni Opl'SZ' KINJ (KNG, SA s praznim skl. / kontnim st.)
Ker lahko efektivno pretvorimo enega v drugega, lahko izberemo najustreznejSega.
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é

Praznost in kon! nost KINJ.

Izrek. Obstajata odlocitvena algoritma za ugotavljanje, ali je KINJ
prazen,;

koncen.

Ideja dokaza. Naj bo G = (V, T, P, S) KNG.
Za ugotavljanje praznostijezika L(G) moramo ugotoviti, ali S generiravsajen niz kon! nih simbolov.

Za ugotavljanjekon! nosti jezika L(G) konstruiramo KNG G’= (77, T,PQS) v normalni obliki Chomskegabrez
odve! nih simboloy, ki generirajezik L(G) - {}. (Seveda L(G’) je kon! en natankotedaj, ko je L(G) kon!en.)
Nato nari'lemo usmerjengraf, kjer to! ke predstavljajovmesnesimboleiz 7, iz tol ke A v to!' ko B paobstaja
usmerjenapovezava ! e v POobstajaprodukcija oblike 4! BCali A' CB (zapoljubenvmesnisimbol C).
Potemvelja: L(G’) je kon! en natankotedaj, ko je graf acikliten. Nato preverimg, ali je graf acikli! en (za kar
obstajajoznani algoritmi (npr. topolo'ka ureditev grafa).
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¢ Primer. Dana je KNG G, =(V, T, P S) = ({4,B,C,S}, {a,b}, P, S), kjer so v P produkcije

S! AB A/@\A
A" BC| a

B! CClb &‘
C! a @

G, je v normalni obliki Chomskega in brez odve¢nih vmesnih simbolov. Pripadajoci
usmerjeni graf (glej zgoraj) je acikli' en (nima ciklov), zato je L(G,) kon! en.

¢ Primer. Dodajmo zgornji KNG produkcijo C! AB. Nova gramatika G, je Se vedno v
normalni obliki Chomskega in brez odvecnih vmesnih simbolov. PridruZeni usmerjeni
graf (glej spodaj) je cikli' en (ciklov je vec, npr. A! C! A, B! C! B A" Bl C! A),

zato je L(G,) neskoncCen. ‘/@\A

$
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I Pripadnost KNJ.

I Definicija. Problem pripadnosti (za KNG) je vprasSanje
TAlijex € L(G), kjerje G=(V, T, P, S) dana KNG in x € T* dana beseda?”’

| VpraSanje. Ali obstaja odlocitveni algoritem, ki za poljubno dano KNG G
in poljubno dano besedo x € T'* odgovori na vprasanje "Alijex € L(G) ?”’

I Odgovor. Da, obstaja. TakSen je naslednji (naivni) algoritem:

1. Pretvori G v normalno obliko Greibachove, G'. /* Opomba L(GO) =L(G) B{e} */
2. Cejex = ¢, potem preveri ali S ;=>*¢

sicer I* Zdaj velja: x e L(GOpatankotedaj, ko x € L(G). Zato seosredotgi naKNG GO.
Pozor: vsakaprodukcija gramatike GQOdoda nizu, ki segenerirg natanko en kon,ni simbol.

Ok za x obstajaizpeljavapo GOpotemta izpeljavamora imeti natanko| x| korakov. Nadalje, ,€

iIma vsak vmesni simbol (gramatikeGO)\<k produkcij, potem obstaja < k'*! skrajno levih izpeljav

besed dol! ine | x. Ali je x med njimi ?*

Sistemati-no pregledujeno za drugo skrajno leveizpeljave beseddol2ine| x| , S
dokler bodisi ne najde! izpeljave beseder ali pa si neuspe!nopregledalvsemo?2ne izpeljave.
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(nadaljevanje)

Opisani algoritem odgovori z DA/NE za poljubne vhodne podatke G, x.
¢ S stalis' a izra! unljivosti je problem propadnosti za KNJ reSen.

¢ S stalis' a prakti! ne uporabnosti pa je opisani algoritem ! asovno neu! inkovit,
ker lahko zahteva eksponentno mnogo ! asa glede na dani x (saj v najslabsem primeru,
tj. ko x ¢ L(G), pregleda vseh &!*! skrajno levih izpeljav besed dolzine |x|).

Obstaja u! inkovitejsi algoritem, t.1. algoritem CYK (Cocke-Younger-Kasami),
ki

¢ jerazvit z metodo dinamil nega programiranja,

¢ zahteva O(|x|3)!asa za odgovor na vprasanje x €? L(G).
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* Algoritem CYK (Cocke-Younger-Kasami) (Neobvezno)

Nas bo x poljubna beseda dolZine 7 > 1 in G poljubna KNG v normalni obliki Chomskega.

Oznacimo z x; podbesedo besede x dolZine j in zacetkom na mestu 7. Velja: 1<i<n in 1<j <n-i+1,

Za vsak par £,j in vsak vmesni simbol 4 Zelimo ugotoviti, ali velja 4 s=* x; . Kako?
Opazimo naslednje:

[O&/=1] V tem primeru je x; en samkon,ni simbol. Posledica 4 =* x;; natanko tedaj, ko A'! x;je produkcija.

[0k >1] Zdaj ima x; vsaj2 kon,na simbola. Posledica 4 c=* x; natanko tedaj, ko obstajaprodukcija4! BC
in ltevilo k(1 < k <), tako da B generiraprvih & simbolov besedey; (tj. B g=* x; ) in C generirapreostalih;-&
simbolv besedey; (. C c=>* Xi1g/)-

[0k = #] V tem primeru mora to biti podbesedar;,, , kar je x. Posledica Ugotoviti bo treba ali S g=* xy,, .

V splosnem je lahko ve¢ vmesnih simbolov, ki generirajo x; ; naj bodo v mnozici Vjj = {4 |4 =% x;}.
Opomba: Pridanem; jelahkoi=1,2, ..., nj+1.

Ideja algorima. Po naraScajoem j =1, ..., n raCunaj mnoZice Vj z upoStevanjem zgornjih treh
primerov [j=1], [/>1], [j=n].
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| (nadaljevanje)

begin /* Algoritem CYK

1) fori:=1tondo

2) Vii ;= {A| A — a je produkcija A i-ti simbol v x je a};
3) forj:=2tondo
4) fori:=1ton—-j+1 do
5) Vi=1;
0) fork:=1toj—1 do
7) Vi="V;! {Al4A— BC jeprodukcija A B€ Vix N C€ Viyjx}
endfor
endfor
end.
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6.5 Slovar

pumping lemma for CFL lema o napihovanju za KNJ OgdenOkmma Ogdenovalemma cofinite kofiniten CYK
algorithm algoritem CYK membership problem (for KNG)problem pripadnosti (za KNG)
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Vsebina

' Uvod

| Turingov stroj

I Uporaba Turingovegastroja
I Razlicice Turingovegastroja
I Univerzalni Turingov stroj

| Prvi osnovni rezultati
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/.1 Uvod

Kaj je algoritem? Kaj je ra! unanje?

Ze od Evklida dalje je bil algoritem razumljen intuitivno. Znanstveniki so ga razumeli
kot recept, kon! en spisek ukazov, ki opisuje, kako resimo dani problem; moramo mu le slepo,
mehani! no slediti in izvajati njegove ukaze, pa nas bo slejkoprej privedel do resitve problema.

Definicija (algoritem intuitivno) Algoritem za reSevanje problema je kon¢na mnoZica
ukazov, ki vodijo i1zvajalca, da v koncnem Stevilu korakov dobi iz vhodnih podatkov
reSitev problema.

Dolgo ni bilo potrebe, da bi pojem algoritma definirali strogo, formalno. Zato je ostal
intuitivno, neformalno definiran vse do 30-ih let prejSnjega stoletja.
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¢ Potreba po formalni definiciji pojma “algoritem” se je pojavila v prvih desetletjih 20.
stoletja kot posledica dogodkov v matematiki (matematicni logiki). Kaj se je zgodilo?

Okrog 1900 je Cantor zasnoval teorijo mnozic. Teorija je bila zelo obetavna, saj se
je kazala kot dobra podlaga za veliko podrocij matematike (aritmetika, analiza, E ).
Toda Cantor je v svoji teoriji uporabljal matematic¢no neskon! nost neprevidno.

To se je mascevalo: teoriji mnoZic so bila odkrita razna protislovja.

Ker jih Cantor s popravki svoje (naivne) teorije ni uspel odpraviti, so to poskusali
drugi s formalno logiko. Nastale so tri smeri poskusov—intuicionizem, logicizem,
formalizem—Kki so prispevale nove zamisli in orodja, s katerimi so v matematiko
vpeljali jedrnato in natan! no 1zrazanje ter strogost pri raziskovanju.

Hilbertov program je bil obetaven formalisti! ni poskus, da b1 matematiko resil
protislovij. Zal so ta poskus leta 1933 iznicila Godelova odkritja o teorijah, ki so
razvite v formalnih axiomatskih sistemih.

Toda padec Hilbertovega programa je pre" ivelo in ostalo aktualno vprasanje o
obstoju algoritma za reSevanje nekega zelo pomembnega problema 1z logike,
t.1. Entscheidungsproblem. Pri iskanju odgovora pa so se pojavile nove hude tezave.
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Te! ava, je bila tale: Kako naj najdemo odgovor na vpraSanje “A/7 obstaja algoritem
za resevanje Entscheidungsproblema?”’, Ce pa sploh ni povsem jasno, kgj je algoritem.

Intuitivna definicija algoritma ni zadoscala. Poglejmo zakaj:

¢ Da bi dokazali, da algoritem za Entscheidungsproblem obstaja,
bi zadoscalo, Ce bi konstruirali en sam recept (in dokazali, da 7esi nas problem).

¢ Da bi dokazali, da algoritem za Entscheidungsproblem ne obstaja,
bi morali zavrniti vsak recept (tako, da bi dokazali, da ze resi naSega problema).

Toda receptov je neskoncno mnogo! Kako dokazati, da nobeden ne resi naSega problema?
Odgovor: Da bi to dokazali, bi morali imeti na voljo nekaj, kar bi vsebovalo:

1) formalno karakterizaciio pojma Qulgoritem”, tj. natan, 1o definirano lastnost, ki bi jo imeli vsi algoritmi
in ni,-drugegakot algoritmi;

2) formalno definicijo realistittnega okolja, ki bi bilo sposobnoizvestivsak(tako karakteriziran) algoritem;
3) formalno definicijo izvajanja (tako karakteriziranih) algoritmov v tem okolju.
Temu OnekajOre,.emo model ra- unanja.
$e bi imeli model rattunanja, bi z njim lahko izlo#ili neskonttno mnogo kandidatov za iskani algoritem.
Potreba po modelu raunanja je postala jasna.
Definicija. (model racunanja) Model racunanja formalno karakterizira osnovne pojme
algoritmic¢nega racunanja, tj. algoritem, njegovo okolje in njegovo izvajanje v tem okolju.
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¢ V 30-1h 20.stoletja se je pricelo iskanje modela raCunanja. Potekalo je v raznih smereh.
Sc¢asoma je bilo predlaganih kar nekaj modelov:

pu-rekurzivne funkcije (Kurt Godel, Stephen Kleene)
splo$ne rekurzivne funkcije (Jacques Herbrand, Kurt Godel)
A-raCun (Alonzo Church)

Turingov stroj (Alan Turing)
Postov stroj (Emil Post)
Markovski algoritmi (Andrej Markov Jr.)

¢ Modeli se povsem razlikujejo, zato se je postavilo vprasanje:
Kateri model (ce sploh kateri) je “pravi’’ ali vsaj najbolj ‘“ustrezen’’ ?

¢ Vecina raziskovalcev se je ogrela za Turingov stroj, ker je z najbolj popolno in
razumljivo utemeljitvijo definiral osnovne pojme algoritmicnega racunanja.

¢ Presenetljivo so raziskovalci kmalu dokazali, da so nasSteti modeli ekvivalentni :

Kar zmore 1zra¢unati eden, zmorejo tudi ostali.
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Kaj pa naSe intuitivno razumevanje osnovnih pojmov racunanja?

Al1 obstaja kaka povezava med ¢lovekovim intuitivnim razumevanjem oznovnih pojmov

1 ¢ 1 g

algoritmi! nega ra! unanja (‘‘algoritem’’, “‘raCunanje’’, ‘‘izraCunljiva funkcija’) in
formalnimi modeli ra! unanja?

Da. Ker so dokazali, da so znani modeli raCunanja ekvivalentni (Ceprav povsem razli' ni), je
bila postavljena naslednja trditev (feza):

Teza o izra"unljivosti (tudi Church-Turingova teza). Intuitivni osnovni pojmi
algoritmiCnega racunanja so ustrezno formalizirani (strogo definirani) takole:

intuitivni pojem ‘‘algoritma’ formalizira Turing program;
intuitivni pojem ‘‘ra! unanja’ formalizira izvajanje Turingovega programa,

intuitivnil pojem ‘‘izra! unljive funkcije’’ formalizira funkcija, izra' unljiva s Turingovim
programom.

¢ Tezo je sprejela veCina raziskovalcev, danes jo sprejemajo vsi (doslej je nihce ni uspel ovredi).
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"Computable"

"Algorithm" :
function

"Computation"

I CcT $ I CT i I CTi
] Turing ) Turing ) Turing
Church/ \5 Godel- Church/ \5 Godel- Church/ \5 Godel-
Algorithm, {|Kieene Computation, ||Kleene Comp u.tab le “Nkicene
as formalized as formalized ﬁmCl‘lOifl,
by by as formalized
Post \y /Markov Post \y/? Markov Post §\Zz J/ Markov
Herbrand-Godel Herbrand-Godel Herbrand-Godel

Teza o izra"unljivosti je vzpostavila most (zvezo) med intuitivnim razumevanjem
osnovnih pojmov “algoritem,” “racunanje” in “izracunljivost” in_matemati! nim,
formalno definiranim razumevanjem teh pojmov s pomocjo modelov racunanja.
Teza je odprla vrata matemati! ni obravnavi intuitivnih osnovnih pojmov racunanja.
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7.2 Turingov stroj

¢ Modela KA in SA sta nekako omejena: oba lahko le bereta vhodne
simbole zaporedoma od za#tka vhodne besede do njenega konca.

¢ Tudi Turingov stroj (TS) ima
trak z oknom in nadzorno enoto Z"” ;”’ai control unit
S programom. pros

¢ Toda Turingov stroj lahko bere
in piSe simbole v celice kjerkoli - - -
na potencialno neomejenem traku. 5 0 -
window
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Definicija. (Turingov stroj) Turingov stroj (osnovna razli! ica) ima naslednje

enote: nadzorno enoto, v Kateri je Turingov program; trak, ki ga sestavljajo celice;
premicno okno na traku, ki je povezano z nadzorno enoto.

Podrobnosti so:

Trak sluZi pisanju in branju vhodnih podatkov ter vmesnih in kon¢nih rezultatov.
Razdeljen je na enake celice in je potencialno neskon! en v eno (desno) smer;
tj. vsakokrat, ko je to potrebno, se (samodejno) podaljsa s kon! no mnogo celicami.

Vsaka celica vsebuje nek tra¢ni simbol iz tracne abecede I'={z, ..., z}, t > 3.
Simbol z je poseben: oznacuje, da je celica prazna. Obicajno ga piSemo kot Ll in
imenujemo simbol za prazen prostor. Poleg Ll sta v tra¢ni abecedi Se vsaj dva
simbola: 0 in 1. (Ne da bi se s tem omejili, se dogovorimo, dajez;=01inz =1.)

Vhodni podatki so zapisani v vhodni besedi; ta je sestavljena iz simbolov vhodne
abecede X, za katero velja {0,1}<€ ¥ € I'-{L1}. Torej X zagotovo vsebuje vsaj 0 in 1,
in zagotovo ne vsebuje simbola L. Sprva je vhodna beseda vpisana v skrajno levih
celicah (tj. na zacetku traku), vse ostale celice traku pa so prazne (v vsakije [I).
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Nadzorna enota je vedno v kakem stanju 1z kon! ne mno"ice stanj Q ={q, ..., qs}, s=1.
g1 je zacetno stanje. Nekatera stanja so koncna; zbrana so v mnozici F' € Q ; ostala
stanja so nekon! na. Kadar indeks stanja ni pomemben, v€asih uporabimo tudi
oznaki g4, 0z. ¢,. za 0znacevanje koncnega oz. nekoncnega stanja.

V nadzorni enoti je Turingov program (TP), ki usmerja delovanje enot TS.
Turingov program P je zna! ilen za izbrani TS, tj. razli¢ni TS imajo razli¢ne TP.
TP je parcialna funkcija §: OXI''  QXI'X{L,R,S}, imenovana funkcija prehodov.

Pozor. TS je podefiniciji deterministi,-en: zavsakpar (stanjg tra,ni simbol) ima navoljo kve,jemu eno potezo.

TP § lahko predstavimo s tabelo # = QXI', kjer velja: qu — - -
L Vg, 2] = (g, 20 D) Ce 8(qi, z) = (g}, 2w, D) je ukaz v &, 92 °

' Vgi,z] =0 ce 6(qi,z)! (nedefinirano). q:,- @D

Brez zmanjSanja sploSnosti lahko predpostavimo,

da iz ¢,. vedno obstaja prehod, iz g4, pa ne. .-

Okno se lahko premakne (korakoma, preko vmesnih celic) na poljubno celico.
Nadzorna enota lahko iz celice pod oknom prebere simbol, v celico pod oknom pa
lahko tudi vpise simbol (tj. zamenja prejSnjega z novim). V enem koraku se okno
lahko premakne le na sosednjo calico.
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Pred zagonom TS velja naslednje:

é a. vhodna beseda je zapisana na zacetku traku (t]. v skrajno levih celicah);
é b. okno je premaknjeno na zacetek traku (). nad skrajno levo calico);
& C. nadzorna enota se nahaja v zaCetnem stanju.

Odslej naprej TS deluje samostojno, mehanic¢no in korakoma kot mu narekuje TP.
Ce je TS v stanju ¢; € Q in vidi v celici pod oknom simbol z, € I, potem:
if g; je koncno stanje, then TS se ustavi;
else, if 8(g;, z)! (t). TP nima ukaza za par g;, z,) then TS se ustavi;
else, if 6(qi, z)" = (g;, 2z, D) then TS stori naslednje:
preide v stanje g;;
vpise z, skozi okno (v celici po oknom zamenja simbol z, s simbolom z,);
Premakne okno na sosednjo celico v smer D (levo (! e D=L); desno(! e D=R))
ali pa pusti okno, tam kjer je (stoj (! e D=S5)).

#,
@ LA SI%t g # S \/o—\

é

..................

&) Sl 8 &%,

¢ V splosnem je TS sedmerka 7= (Q,2,I",6,q,,U,F). Konkretni TS ima podane konkretne Q,X,I",5,F.
(konec definicije)
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é Primer. Sestavimo TS T, ki bo izratunal vsoto m+#n naravnih $tevil m in #. Vhodna

podatka m,7n naj bosta zapisana unarno v viodni besedi 1™ 01". Preden se T ustavi, naj
na traku vrne rezultat m+n v besedi 1™, (Npr., pri vh.besedi 111011 naj vrne besedo 11111.)

Algoritem (zamisel). Ce je prvi simbol vh.besede 1, ga izbrisi (ukaz 1) in premikaj okno v desno
¢ez simbole 1 (ukaz 2), dokler ne preberes simbola 0. Nato zamenjaj ta simbol s simbolom 1 in
se ustavi (ukaz 3). Posebnost: Ce je prvi simbol vhodne besede 0, ga izbrisi in se ustavi (ukaz 4).

Turingov stroj T

T=(0,2,T,6,q, U, F),kjer so:
Q = {Qh q2, ‘h}
2 ={0,1}
r={0,1, U}
F={gs}
6 ima naslednjeukaze
1.

o & & o o

2.
3.
4

8(q1
8(q2
8(q2
8(q1

1) = (g2
1) = (g2
, 0) = (g3
,0) = (g3

.U, R)
» 1,R)
,1,9)
L, S)

Izra! un vsote 3+2
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é Primer. Sestavimo druga! en TS T, ki bo izratunal vsoto m+#n naravnih $tevil m in 7.

Algoritem (zamisel). Premikaj okno v desno, dokler ne preberes Ll. Premakni okno na levo
sosednjo celico (na zadnji simbol vhodne besede) in izbrisi simbol v njej. Ce je bil izbrisan 0, se
ustavi, sicer premikaj okno v levo dokler ne preberes 0. Namesto 0 vpisi 1 in se ustavi.

Turingov stroj TO Izra"un vsote 3+2

T’ = (Qa Z) F, 5’ q1, u> F)> Where:
Q={q1 ¢ 93 qa g5}

2={0,1} r={0,1, U} F={gs}
6 has the following instructions:
1.

¢
¢
¢

X0 N ok W

6(q1, 1) = (g2, 1, R)
8(¢1, 0) = (g2, 0, R) >
6(q2, 1) = (q2, 1, R)
6(q2, 0) = (¢2, O, R)
6(q2, L) = (g5, U, L)
(g3, 0) = (g5, L, S)

8(g3 1) = (ga U, L) > 5 5

_- ol E R - Lol L

5(Q41 1) = (Q4’ 1! L)
5(qs, 0) = (g5, 1, S) TR . ELEPEEER] . PR EREEE]
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Definicije .
Ce je Turingov stroj T'v danem trenutku videti kot

@

Beseda a, se zatne s simbolom pod oknom
in konca s skrajno desnim nepraznim simbolom.

se beseda I = a;ga, imenuje trenutni opis (TO) Turingovega stroja 7.

Inuitivno: TO je Qrenutnaslika enot TuringovegastrojaO(angl. snapshot)med zaporednimaukazoma

TO I neposredno preide v TO J -- kar zapiSemo I + J-- e v TP stroja T obstaja ukaz,
katerega izvedba spremeni I v J. Refleksivno tranzitivno zaprtje relacije + je relacija F*;
ce velja I * J, reCemo, da TO I preide v TO J.

Primer. "4 1" GHSHIBHE HH S

1

ﬁ
Ll %l &l |) [ | * L] %| & ) *
$ $ $ $
DH%&)(* $ # 198%E&" ) (*
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| Primer. Denimo, da je zaporedje trenutnih slik nekega Turingovega stroja, ko izvaja
svoj program &, naslednje:

¢ Izra"un, ki ga Turingov stroj pri tem opravi, je opisan z zaporedjem trenutnih opisov

7111011 F Lig,11011 + [U1g,1011 + L11g,011 + L11g;111

Intuitivno. IzraCune in raCunanje lahko predstavimo z zaporedji trenutnik opisov.
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/.3 RabaTuringovega stroja

Osnovne ra! unske naloge, ki jih 1zvajajo Turingovi stroji, so tri :

Racunanje vrednosti funkcij

2)

" Za dano funkcijo @ in argumente a,, ..., a, izra' unaj p(a, ..., ap).
Razpoznavanje mnozic
" Za dano mno"ico S in objet x ugotovi, ali velja ali ne velja x € §.”

Generiranje mnoZzic
" Generiraj zaporedje x1, Xo, X3, ..., ki ima natan! no elemente dane mno"ice S.”
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¢ Ralunanje vrednosti funkcij s TS.

¢ Vsak TS T inducira, za vsak k > 1, funkcijo ¢+®, ki preslika & besed v besedo.

Definirajmo funkcijo ¢ ®.

Definicija. Bodi 7=(Q, 2, I', 6, q;, U, F) TS in & > 1. k-mestna lastna funkcija
stroja je parcialna funkcija @ ®: (X*)* | X* definirana kot sledi:

Ce vhodne podatke stroja T sestavlja % besed u,..., u, € 2*, potem je
vrednost funkcije ¢ +® pri argumetnih #4,...,u;, podana s

® "y, lese Tustavi A vrne na traku besedov A ve X% ;
dT (ulr'-auk) = . )
| l e se T ne ustavi V na traku ne vrne besede iz X*.

Interpretacija argumentov uy,...,u, in rezultata v je odvisna od podro! ja uporabe.
Npr., Ce interpretiramo besede u,...,uy kot kode naravnih Stevil #y,...,n,, potem lahko

interpretiramo @1 ®kot aritmeti! no funkcijo (N<# N), katere vrednost @1 ® (uy,...,u) je
p 2 lJ 2

koda v nekega naravnega Stevila m.
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V praksi pogosto naletimo na obratno nalogo:

“"Za dano k-mestno funkcijo @ : (" *) =" * najdi TS T, ki ra" una njene vrednosti.”
Drugace: za dano k-mestno funkcijo ¢ konstruiraj TS 7, da bo @(uy,...,u) = @1 ® (uq,...,u).

Izkazalo se je tole: Odvisno od funkcije @ je, v koliksni meri je TS (model racunanja)
zmo" en ra! unati njene vrednosti. Glede na to razlikujemo tri vrste funkcij.
Intuitivno povedano je funkcija ¢ :

izra! unljiva, ¢e obstaja TS T, ki zmore izra! unti vrednost ¢ pri poljubnih argumentih;
parcialnaizra! unljiva, ¢e obstaja TS 7, ki zmore izra! unati vrednost ¢ povsod, kjer je ¢ definirana;

neizra! unljiva , ¢e ne obstaja TS T, ki b1 bil zmozen izra! unati vrednost ¢ povsod, kjer je ¢ definirna.

Definicija. Naj bo ¢ : (X*)* | X* funkcija. Teda;j:
@ je izracunljiva, ¢e TS, ki izracuna ¢ povsod na dom(¢p) A dom(g) = (Z*)K;
@ je parcialna izracunljiva (p.1.), ¢e I TS, ki izracuna ¢ povsod na dom(¢);

@ je neizracunljiva, ¢e 73 TS, ki izracuna ¢ povsod na dom(y).
Opomba zrattunljiva funkicja je p.i. funkcija, ki je celo totalna.
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¢ Razpoznavanjemno"ic s TS.

I Vsak TS T sprejme nek jezik.

Definicija. Bodi 7= (Q, 2, I', 6, g1, U, F') TS in w € X* beseda. T sprejme w,
ce 1w * a1 p a» za neko stanje p € F'in a1, € I'*. Jezik, ki ga spreyjme TS T,
je mnozica L(T) = {w|w e X* N\ T sprejme w}.

Torej: Besedge sprejeta ! e se 7, ko jo prebere znajdev kakem kon#tnem stanju.
Jezik, ki ga T'sprejme pa jemno&ica vsehtakih besed

6 Interpretacija jezika L(T) je poljubna, odvisna od uporabe TS. Npr., Ce besede w € L*
interpretiramo kot kode naravnih Stevil, lahko L(7") interpretiramo kot podmnoZzico

mnozice N.
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V praksi pogosto naletimo na obratno nalogo:
“Za dano mno"ico S € X* najdi TS T, ki sprejme S.”’

Povedano drugace: za dano mnoZico S konstruiraj TS 7, dabo § = L(T).

Izkazalo se je tole: Odvisno od mno"ice S je, v koliksni meri je TS (model ral unanja)

zmo" en razpoznavati njene pripadnike. Glede na to lo¢imo t7i vrste mno" ic.

Intuitivno povedano je mnoZzica S :
odlo! ljiva, ¢e obstaja TS T, ki zmore odgovoriti DA/ NE na vpr. “"Ali je x € 7" za poljubeny ;
polodlo!ljiva, ¢e obstaja TS T, ki zmore odgovoriti DA na vpr. “"Ali je x € §7” za poljubenx e §;
neodlo! ljiva, cene obstaja TS 7, ki zmore odgovoriti DA/NE na vpr. “"Ali je x € $7” za poljubeny .

Definicija. Najbo § € X* jezik. Potem:
Sje odlo!ljiv, e #TS, ki odgovori DA/NE na vpr. “"Alije x$ S?” za poljuben x $ % ;
S je polodlo! ljiv, e #TS, ki odgovori DA na vpr. “"Alijex $ S?” za poljubenx $ S;
S je neodlo! ljiv, ! e A#TS, ki bi odgovoril DA/NE na vpr. ““Ali je x$ S?” za poljuben x $ % .

Borut Robi ¢, Computability &

205 Computational Complexity



I Ka"e, da pri nekaterih S ne moremo algoritmil no odlo! iti vpr. Alije x€ §7”
Zakaj?

Naj b § = L(T) polodlo! [jiv in x € X* poljubna vhodna beseda. Potem:

6 l!exjev S, potem se boT gotovo ustavil (in odgovoril DA).

¢ lexniv § potem se lahko zgodi, da se T ne bo ustavil (in zato nikoli odgovoril NE).
Zakaj?/ ev resnicix ¢ S, definicija polodlo! ljivega S ne dolo! a, kaj T'v tem primeru odgovori 0z. po! ne
Torej selahko ustaviin odgovori NE, ali pa setudi nikoli ne ustavi. (Vedno predpostavijamg da nela&e.)

Torej: dokler T ra! una, ne moremo vedeti
6 alisebo T neko ustavil (\ ¢ ga pustimo ra! unati) in odgovoril DA ali NE,
6 alipa bo T ra' unal brez prestanka in zato nikoli odgovoril (niti DA niti NE)

Povedano drugace:
¢ Ce v resnici x € S, potem se bo T zagotovo ustavil in odgovoril DA.

¢ Cevresnicix ¢ S, potem se T
bodisi ustavi in odgovori NE;
bodisi nikoli ne ustavi in zato nikoli ni¢ ne odgovori. (Dokler racuna ne vemo, kaj se bo zgodilo.)

Borut Robi ¢, Computability &

206 Computational Complexity



Generiranje mno"ic s TS

Nekater1 TS T generirajo jezike.

Definicija. Najbo 7= (Q, 2, I', 6, g1, U, F') TS. Pravimo, da je T generator,
Ce na trak izpiSe zaporedje (nekih) besed 1z 2*, razmejenih s ssmbolom # € I'- Y.
Jezik, ki ga generira 7, je mnozica G(T) = {w|w € X* A T izpise w}.

Besedaw je v G(T), ,jo Tizpile ali bi jo slejkoprej izpisal (tj. po konttno mnogo korakih 0d za,-etkageneriranjg.
Vrstni red izpisanih besedni predpisan Besedge lahko izpisanave,krat.

Primer. Besede c. a. b so vieziku G(T) = {c, a, b, ...}, ki ga generira T.

G
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Zopet v praksi pogosto naletimo na obratno nalogo:

V" Za dano mno"ico S € X* najdi TS T, ki generira natanko njene elemente.”’

Povedano drugace: za dano mnozico S konstruiraj TS 7, da bo S = G(7).

Ugotovitev. Nekatere mnoZice se dajo generirati, druge pa ne.

Primeri. Mnozico N naravnih Stevil se da generirati: 1#2#3#... n#(n+1)#... Tudi mnozico Z celih
Stevil se da generirati . O# 1#-14#2#-2#3#-3#.. . n#t-n#(n+1)#-(n+1)#... Prav tako tudi mnozici P
(prastevila) in Q (racionalna $tevila). (Vaja: razmisli kako.) Toda mnoZice R realnih Stevil se ne da
generirati; tudi mnoZice [0,1] realnih Stevil, ki so med 0 in 1, se ne da generirati.

O"itno je: MnoZice, ki niso stevne, se ne dajo generitati. Kaj pa stevne mnozice?

VprasSanje: Kdaj se stevna mno"ica S da algoritmil no generirati 7 Kdaj se vsi njeni
elementi dajo zaporedoma izpisati z nekim algoritmom (Turingovim strojem), tako
da se bo vsak element mno" ice S (in ni! drugega) slejkoprej pojavil v tem zaporedju?

Opomba Ok je taka S neskon#tna, se ne bo nikoli izpisala v celoti, toda vsak njen posamitini element se bo izpisal v kon#tnem
Hasu.
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¢ lIzra!unljivo preltevni (i.p.) jeziki (mno"ice)

¢ Denimo, da se mnozZica S da generirati. Torej se bo vsak njen posamil ni element slejkoprej
izpisal. I1zberimo poljuben x € S. Recimo, da se x (prvi€) izpiSe kot n-t1 po vrsti, kjer je n € N,
Torej lahko govorimo o prvem, drugem, tretjem, ... n-tem izpisanem (generiranem)
elementu mnozice S. Torej vsakemu elementu mnoZice S pripada natanko eno naravno
Stevilo (njegova zaporedna Stevilka v zaporedju). Pravimo, da se S da oStevilciti. (enumerate)

¢ Zanimajo nas mnozZzice S, ki se dajo algoritmil no generirati, tj. generirati z nekim TS.
Pravimo, da so take mnozice izra! unljivo prestevne. (angl. computably enumerable, kratko c.e.)

Definicija. MnoZica S je 1zracunljivo preStevna (i.p.), ¢e obstaja TST, daje S = G(T).

Povedano drugace. S je izraCunljivo prestevna, Ce jo lahko generira kak Turingov stroj.

I Izrek. S je izraCunljivo preStevna natanko tedaj, ko S je polodlocljiva.
Dokaz. Izpustim (glej mojo knjigo). O
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Povzetek. Doslej smo definirali Ze nekaj vrst formalnih jezikov (0z. mnozic):
regularne, kontekstno-neodvisne, odlo! ljive, polodlo! ljive (i.p.), neodlo! ljive jezike.

Obstoj regularnih in kontekstno-neodvisnih jezikov smo Ze dokazali, obstoj ostalih pa bomo dokazali v
nadaljevanju. Dokazali bomo tudi, da med razredi teh jezikov veljajo naslednji odnosi.

neodld ljivi jeziki L! "*

polodlo!ljivi jezikiL! ™*

odlo!ljivi jeziki L1 "*
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/.4 Razlicice Turingovega stroja

Med razlogi za sprejetje Turingovega stroja kot splosnega modela ra! unanja je tudi
ta, da je osnovni model TS ekvivalenten vsem razlicicam TS (Ceprav so te po
svoj1 racunski moci vidett mocnejSe). V nadaljevanju bomo razlicice opisali in
nakazali, kako dokazemo, da so ekvivalentne osnovnemu TS. Vsako razlicico
dobimo z neko posplositvijo osnovnega TS. Razlicice so:

TS s kon¢ni pomnilnikom

TS z vecslednim trakom

TS z neomejim trakom
Vectracni TS

TS z veCdimenzionalnim trakom
Nedeterministicni TS
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TS skon! nim pomnilnikom .

Ta razliCica (varianta) V¥ ima v nadzorni enoti kon¢no velik pomnilnik, ki
lahko hrani £ > 1 tracnih simbolov in uporablja med raCunanjem. Turingov
program (TP) je zato funkcija 'y : Q! I'1 X" Q1 11 {L,R,S}! IX

Primer. Pr1 £ = 2 je V' videte takole:
k=2

Ceprav se zdi, da je V mo¢nejsi od osnovnega modela 7, ni tako; T lahko
1zracuna vse, kar lahko izracuna V. Dokaz (ideja): pokazemo, da T lahko
simulira vsako potezo stroja V. (Obratno je trivialno, saj je 7 poseben primer ¥ (k= 0).) O
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TS zve! slednim trakom.

| TarazliCica V' ima trak razdeljen na ¢k > 2 vzporednih sledi (angl. tracks). Na
vsaki sledi so simboli tracne abecede I'. Okno vidi tk-terko simbolov, po enega
na vsaki sledi. Turingov programije 'y : Q! 1® ™ Q1 11 [ R,S}.

| Primer. Pritk = 2 je V' videt1 takole:

—_
—_

| Ceprav se zdi, da je  mo¢nejsi od osnovnega modela 7, ni tako; 7 lahko
izracuna vse, kar lahko 1zracuna V. Dokaz (ideja): pokaZzemo, da 7 lahko
simulira vsako potezo stroja V. (Obratno je trivialno: 7'je poseben primer V(& = 1).) O
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TS zneomejenimtrakom.

Ta razliCica V' 1ma trak, ki je (potencialno) neomejen v obe smeri. Turingov
program stroja Vje funkcijaly : Q! " Q! 'l {L,R,S}.

:u_uzzzzuuu

Spet se zdi, da je " mocnejsi od osnovnega modela 7. Vendar ni tako: T'lahko
izracuna vse, kar lahko izraCuna V. Dokaz (ideja): pokaZzemo, da T lahko
simulira vsako potezo stroja V. (Obratno je trivialno, saj je 7' poseben primer 7.) O
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Veltralni TS.

| Ta varianta V' ima tp > 2 neomejenih trakov. Vsak trak ima svoje okno, ki se
lahko premika neodvisno od ostalih. TPje Iy :Q! I'P" Q! (1! {L,R,S}H¥.

| Primer. Za tp = 2 izgleda V tako:

----I_Il—lI_IZZZZZI_II—II_I
p=2 . y
-l_lZZZZZI_II_II—II—II_I----

| Tudi ta razli¢ica ni mocnejSa od osnovnega modela 7': T lahko izracuna vse,
kar lahko 1zracuna V. Dokaz (ideja): pokazemo, da T lahko simulira vsako
potezo stroja V. (Obratno je trivialno, saj je T poseben primer V (tp = 1).) O
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TS zve!l dimenzionalnim trakom.

| Tarazlicica V' 1ima d-dimenzionalen trak, d > 2. Okno se lahko premika
v d dimenzijah, tj. 2d smereh L, Ry, Ly, R», ..., L;, R;. Turingov program je
funkcija 'y : Q! " Q! I {L.,R1,L2,R2,...,Lq4,Rqg, S}.

| Primer. Zad =2 je V tak:

uzzzzziuuuu

Y 7/ Al A A D/ P (P Y I

I Ali je morda ta razli¢ica mocnejSa od osnovnega TS T'? Ne. T lahko 1zracuna
vse, kar lahko 1zracuna V. Dokaz (ideja): pokazemo, da T lahko simulira vsako
potezo stroja V. (Obratno je trivialno, saj je T poseben primer V' (d = 1).) O
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Nedeterministi! ni TS.

I Ta Vima Turingov program &, ki vsakemu paru priredi (g;, z,) kon! no mnozico
mo" nih prehodov{(G,,Zw,, D1), (G, Zw,, D2),.. .}, stroj V (nadzorna enota) pa
izbere enega med njimi.

I Kako Vizbere enega izmed moznih prehodov?

Privzamemo, da ima V' ude" no sposobnost, da med ve€ moznimi prehodi vedno izbere
pravega (Ce je kaksen tak), tj. tistega, ki ga vodi k uspehu (npr. sprejetju, ali npr. koncu
racunanja funkcije). Ce takega prehoda ni, V' to ¢udeZno ugotovi in se takoj ustavi.

Nedeterministi! ni TM ni uresni ljiv (realisti! en) model ra! unanja, ker lahko ugotovi, kak!no ra! unanjein kak'en
rezultat bi sledil (v prihodnosti), ! e bi izbral ta ali oni moé&ni prehod. Tak TS je sposoben v danem trenutku izbirati med
razliftnimi prihodnostmi! Kljub temu seizka&e za koristno orodje, ki je omogo! ilo marsikaterougotovitev ali odkritje.
To bomo videli v naslednjihpoglavijih.

¢ Zdise, daje V zaradi svojih cudeznih sposobnosti mocnejsi od osnovnega modela 7.
In vendar ni tako: T lahko izracuna vse, kar lahko izracuna V. Dokaz (ideja): pokazemo,
da T lahko simulira vsako potezo stroja V. (Obratnoje trivialno: 7'je posebenl (<1 mo&+345+6#").) O
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¢ Pomenin uporabarazli!ic TS.

¢ Razlic¢ice so koristne, ko Zelimo dokazati, da obstaja Turingov stroj T za dani problem P.
Obicajno je dokaz eksistence takega T enostavnejsi, Ce 1S¢emo kako njegovo razli¢ico V'
(ali celo kombinacijo razli¢ic). (Razli¢ice so bolj “okretne”.)

Pogosto se celo izognemo (zapleteni) konstrukciji dejanskega TS V, ki re$i P. Kako?
Storimo naslednje:
1. Sestavimo intuitivni algoritem A (" "recept’, koncno zaporedje ukazov) za reSevanje P.

2. Recemo: “"Po Tezi o izracunljivosti obstaja TS T, ki stori enako kot na$ intuitivni A4.”
Odslej se lahko sklicujemo na V' (kot TS za reSevanje P) in obravnavamo V kot obstojec¢ TS.

¢ Ker nobena od razli¢ic TS po svoji moci ne prekasa osnovnega TS, je to Se dodatno
dejstvo, ki1 gre v prid Tezi o izra unljivosti.

¢ Opombalzracuni na razli¢icah TS so obi¢ajno hitrejsi (merjeno v Stevilu korakov) in prostorsko manj
potratni (merjeno v Stevilu obiskanih celic). Toda to bo pomemembno Sele pri Rac¢unski zahtevnosti
(kjer bomo obravnavali casovno in prostorsko zahtevnost reSevanja problemov).
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7.5 Univerzalni Turingov stroj

¢ Spoznali bomo, kako je Turing odkril klju! no dejstvo o svojih strojih.
Izvedeli bomo,
da Turingove stroje lahko kodiramo z besedami nad neko abecedo;
kako Turingovi stroji berejo kode drugih TS 1n ,,racunajo’ z njimi;
kako je Turing to uporabil in konstruiral t.1. univerzalni Turingov stroj (UTS),
poseben TS, ki zmore izra! unati vse, kar je izra unljivo na kateremkoli drugem T'S.

kako je to odkritje sprozilo iskanje fizi! ne realizacije UTS, in v 40-ih letih 20.
stoletja privedlo do konstrukcije prvega sploSno-namenskega racunalnika.
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¢ Kodiranje Turingovih strojev

I Naybo T'=(Q, X, I', §, q1, U, F') poljuben osnovni model TS. Stroj T Zelimo
zakodirati, tj. predstaviti z besedo nad neko kodirno abecedo. Kako to storimo?

Naj bo kodirna abeceda kar mnozica {0,1}.

Zakodirali bomo samo funkcijo §. To bomo storili tako, da se bodo iz kode funkcije 6
dali enostavno izlusciti parametri Q,2,I",F, ki tudi dolo¢ajo 7. To storimo takole:

1. Ceje 8(%h, Z) = (%, Zz, D) ukaz v funkciji 6,
ga predstavimo z besedo
K =0'10110%10¢10™ kjer so D,=L, D,=R, D;=S.
2. Tako predstavimo vsak ukaz funkcije 6.
3. Iz dobljenih predstavitev K, K>, ..., K, sestavimo kodo (§) funkcije § takole:

(6) =111K;11K,11 ... 11K/111
Koda (T') stroja T je potem kar koda (&) njegovega programa, tj., {(71') := (5).
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é Primer.

I Kaksna je koda (T') prvega od TS, ki raCunata vsoto m+n (pogl.7.2, str. 197)?

I Komponente stroja 7' so:
Q = {Ql’ q2, Q3} OZ. Q = {0)00’000}

!

X =10.1)

. =401} oz I ={0,00,000 (kerso: 0=z, 1=z, LI=z3)
I F={qs}

Turingov program 6 stroja 7 ima Stiri ukaze:
1. 6(qg;, 1)=(g2, U, R) o0z. K;=01001001000100
2. 8(q2, 1)=(g2, 1,R) o0z. K,=100100100100100

3. 8(gs, 0)=(gs, 1,S) oz. Kz=001010001001000
4. 8(q1,0)=(gs, U, S) oz. K,=010100010001000

Koda (§) programa 6 je
(6) =111010010010001001001001001001001001010001001000101010001000100011
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Oltevil  enje Turingovih strojev

Kodo (T') Turingovega stroja lahko interpetiramo kot dvojiski zapis nekega
naravnega stevila. Temu Stevilu pravimo indeks Turingovega stroja 7.

Primer. Index TS T za raCunanje vsote m+n (glej prejSnji primer) je naravno Stevilo
1331015301402912694716154818999989357232619946567. Indeksi strojev so ogromna Stevila.
Vendar nas to ne bo motilo, ker indeksi strojev ne bodo argumenti aritmeti¢nih operacij.

Opazimo: nekatera naravna Stevila niso indeksi strojev.
(Zakaj? Njithov dvojiSki zapis nima zgradbe, ki jo imajo kode strojev.)
Da to neprakti¢no dejstvo (“lepotno napako”) odpravimo, vpeljemo naslednji

Dogovor: Vsako naravno stevilo, | igar dvojiski zapis ni oblike, ki jo imajo kode Turingovih
strojev, bo indeks posebnega, umetno uvedenega TS, imenovanega prazni TS. Progam 6 tega
TS je povsod nedefiniran; tj. pri vsaki vhodni besedi se ta TS takoj ustavi (v 0 korakih).

Zdaj lahko re¢emo: Vsako naravno Stevilo je indeks natanko enega Turingovega stroja.
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Za poljubni dani z € N lahko iz z 1zlus¢imo komponente Q, X, I', F', ki skupa;j
z 6 natancno doloc¢ijo konkretni TS 7, ki ima indeks z. Kako?

(1) preverimo, ali ima dvojiski zapis Stevila n zgradbo 111K,11K,11 ... 11K,111.
Ce jo ima, potem je # indeks nekega TS T (2) Nato pregledamo nize K;,K5,...,K; ,
da zberemo vse podatke, ki dolo¢ajo komponente Q, X, I', F' tega TS T.

Dobljen1 Q,X,I',F' skupaj z § natan¢no dolicajo konkretni osnovni Turingov stroj
T=(Q, 2, T,§6, q1, U, F), ki ima indeks n. Ta TS obicajno oznac¢imo tudis 7, .

Zdaj pa naj n tece po zaporednih vrednostih 0,1,2, ... Z zgornjim postopkom
lahko konstruiramo zaporedje Turingovh strojev

T07T1 ’TZa

S tem smo oStevilCili (enumerirali) osnovne Turingove stroje. Vsakemu osnovaemu TS
pripada natan! no dolo! en indeks n € N in vsakemu n € N natan! no odlo! en osnovni TS.)
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¢ ODbstoj univerzalnega Turingovega stroja

I Leta 1936 je Turing --- potem, ko je naSel ostevil¢enje osnovnih TS --- priSel do
prelomnega odkritja v zvezi s TS. Njegovo odkritje lahko zapiSemo takole.

| Trditev. Obstaja Turingov stroj U, ki lahko izraCuna vse, kar se da izracunati
s katerimkoli (drugim) Turingovim strojem.

I Ideja dokaza. Turing sije zamislil in matemati¢no konstruiral poseben TS, ki
je sposoben simulirati katerikoli drugi TS. M1 s1 bomo dokazovanje, da tak
poseben stroj obstaja, olajSali s Tezo o izra! unljivosti (v naslednjih dveh korakih):

a) Zamislili si bomo nek stroj Z in zapisali intuitivni algoritem, ki1 naj ga izvaja stroj Z.
(Stroj Z bo kar enaod razli! ic osnovnegaTluringovegastroja, toda z intuitivno opisanim programom.)

b) Nato se bomo sklicali naTezo o ozra! unljivosti, rekoC: “Teza o ozra! unljivosti zagotavija,
da obstaja Turingov stroj U, ki po! ne isto kot opisani algoritem na zamisljenem stroju 2.”

Potem, ¢e Zelimo, se lahko posvetimo dejanski konstrukciji TS U.
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Dokaz.
(a) Stroj Z s1 zamislimo kot vectracni TS (ki nima Turingovega programa).

WII ,

(I)
/3

Z|Z|Z

4 ..
471 9020 Y Y Y Y P

Nadzorna enota nima pravega
Turingovega programa, pa"#pa
intuitivno zasnovan algoritem,
kot je opisano na naslednji strani.

: :input tape

zlzlz 1ol ::::worktape

: :auxiliary tape

225

Vhodni trak vsebuje vhodno

besedo, ki ima dva dela: kodo (7')
poljubnega IST= (Q:%&a' >QI’( ’F)a
in poljubno besedo w (vh. besedaza 7).

Delovni trak je spo"#tka prazen.

Z ga bo uporabljal natanko tako,

kot bi T uporabljal svoj trak pri dani
vhodni besedi w.

Pomo$ni trak je spo! etka prazen.
Z ga bo uporabljal za zapisovanje
trenutnega stanja, v katerem bi bil T
v danem trenutku, in za preverjange,
ali je to stanje kon! no stanje strojaT.
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Nadzorna enota stroja Z naj 1zvaja naslednji intuitivo zasnovan algoritem:
1.

Preveri, ali je vhodna beseda oblike (T w), Kjer je (7') koda nekega osnovnega TS.
Ce ni, se ustavi..

Iz (T') 1zlus¢i F' in zapisi {(g;, F') na pomozni trak.

Kopiraj w na delovni trak in postavi okno na zacetek tega traku.

// Naj bo na pomoZnem traku {q; , I}, v oknu na delovnem traku pa z, .

Cejeq € F seustavi.  //T biseustavil v koncnem stanju q,. | <T> _LW LIl input tape
Na vhodnem traku i§¢i v kodi (7') zapis ukaza 6(g;,z ) = ... lz|zlz ]zl L[ L]L] work tape

g . : . : . . K2 o

Ce ne najdes, se ustavi. // 71" bise ustavil v nekoncnem stanju gq;. [l B 1T auitiary tape

// Ukaz 8(q;, z: ) =... je bil najden in prebran; denimo, da je to ukaz 5(q;, z. ) = (g;, zy , D).
Na delovnem traku izpisi simbol z,, in premakni okno v smeri D.

Na pomoznem traku nadomesti g, v (g, F') s g;.

Skoci na korak 4.

(b) Zgornji algoritem lahko izvede tudi ! lovek. Po Tezi o izra! unljivosti zato obstaja
Turingov stroj U = (Qu, 2y, 'y, 6y, g1, U, Fyy), Cigar program &y izvaja ravno

nas$ intuitivni algoritem. Ta TS je 1skani univerzalni Turingov stroj (UTS) !
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| Konstrukcija univerzalnega Turingovega stroja

I UTS U= (Qu,2, v,0u,q1,U,F) je bil dejansko konstruiran (podrobno opisan).

I Bilo je pri¢akovano, da bo (U ) zalo dolgo zaporedje simbolov 0 in 1.
Res, koda (U') stroja U, ki sta ga 1989 sestavila Penrose & Deutsch je obsegala =~ 5,500 bitov.

I Toda obstajajo razli¢ice UTS, ki so ekvivalentne U (zmorejo isto kot U).

Raziskovalci so se osredotocili na razli¢ice UTS z neomejenimi trakovi.
I Pojavilo se je vpraSanje: KakSen je najmanysi tak UTS?

VpraSanje: Kako meriti velikost teh UTS?
6  Shannon je za mero predlagal produkt |Q,| || (= max stevilo ukazov v §, . Dokazi)

¢ Boljsa mera bi bila dejanskostevilo ukazov v programu 6.
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I Kmalu je postalo jasno, da imata |Qy| in |I'y| nasprotni teZnji (angl. trade-off ),
tj. zmanjSanje enega povzroci povecanje drugega.

I Raziskovalci so zato definirali “"razrede” UTS in se osredotocili nanje.
Razred UTS(s,?) (s, > 2) vsebuje vse UTS, ki imajo s stanj in ¢ tra¢nih simbolov.

1996 RogoZin konstruiral UTS v razredih

UTM(2,18), ... UTS z 2 stanjema in 18 tra¢nimi simboli
UTM(3,10),

UTM(4,6), ... UTS s 4 stanji in 6 tracnimi simboli
UTM(5,5),

UTM(7,4),

UTM(10,3),

UTM(24,2). ... UTS s 24 stanji in 2 tratnima simboloma

o & & & & o o

Med temi ima univerzalni Turingov stroj v UTS(4,6) najmanj ukazov: 22.

Iskanje Se manjSih UTS danes Se vedno poteka.
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¢ Pomenuniverzalnega Turingovega stroja

! Turingovo odkritje univerzalnega Turingovega stroja je bil teoreti! ni dokaz,
da je sploSno-namenski racunski stroj vsaj na! eloma mo" en.

problem 1 ..

Turing program 1 Turing program n

\/

universal
Turing machine

< ®

Denimo, daima #-ti uporabnik (i =1,2,...) ra,~ problemI1; (x),

Kjer je x formalni parameter, Ki predstavljavh. podatke problema

Uporabnik 2eli relitev primerka I1; (a), tj. relitev problemapri

dejanskem parametru a. Opilimo relevanjebrezin z UTS.

» Uporabnik realizira TS T; s TP P; zarelevanjell; (x) na T;.
Nato za2ene T; z vh. besedas, da T; ra,unall; (a).

» Uporabnik sestavi le program P; zall; (x) na T; (ne realizira T;)
Nato za2ene(2e obstojed) UTS U z vh. besed(T;,a).
Ura,-unall; (a) tako, dasimulira T; pri vh. besedla.

I Turing pa je bil preprican, da se da tak raCunski stroj tudi dejansko sestaviti:

Mozno je fizi¢no realizirati racunski stroj, ki zmore izraCunati vse, kar je izracunljivo
na kateremkoli drugem TS (oz. kateremkoli drugem fizicnem racunskem stroju).

Turing je torej napovedal napravo, ki j1 danes pravimo sploSno-namenski racunalnik.
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Posledice splo!no-namenskira! unalnik

Konstrukcija splosno-namenskega ral unalnika se je pricela okrog 1940.
Raziskovalci so razvili prve take stroje, ki jim danes pravimo racunalniki.

Primeri: ENIAC, EDVAC, IAS. Do srede 50-ih let se je pojavil kak ducat racunalnikov.

Razvoj teh racunalnikov ni povsem verno sledil zgradbi univerzalnega TS.
Zakaj? Razlogov za to je bilo vec:
pomembno je vplivala Zelja po ! im ve! ji | asovni u! inkovitosti racunalnika; in

tehnoloske danosti tistega Casa (elekrronika se jelele zaelarazvijati).
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¢ Glavne razlike, ki so nastale med UTS in konstruiranimi ra¢unalniki so bile (sstali!!a TS):

Celice so bile ostevil! ene (1 esarpri TS ni bilo).
Program je bil zapisan na traku (namestov nadzorni enoti).
Nadzorna enota je dobila:
6  neposredni dostop do katerekoli celice v konstantnem Casu (nepotrebnegaoknani bilo ve!).
¢  drugacne naloge. V vsakem koraku je morala nadzorna enota (obi! ajno) storiti naslednje:
1. prebrati ukaz iz celice;
2. prebrati operande ukaza iz celic;
3. 1zvrsiti operacijo nad operandi;
4. 1zpisati rezultat v celico.

é& nove komponente:
& programski stevec (za dolocitev celice, od kjer se bo preberal ukaz),
6 registre (za operande, ...),
¢ akumulator (za rezultat operacije).

¢ Spremembam se je prilagodila terminologija: glavni pomnilnik (~trak), program (=Turingov program),
processor (~nadzorna enota), spominska lokacija (=celica), naslov (=" zaporedna Stevilka celice”).
Splo$no zgradbo teh racunalnikov so poimenovali von Neumannova arhitektura.
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/.6 Prvi osnovni rezultati

V prejSnjih poglavjih smo opisali osnovne pojme in zamisli Teorije izra unljivosti.
Natancneje:
Formalno smo definirali poyme algoritem, ral unanje, izra! un 1n izra! unljiva funkcija;

Formalno smo definirali pojme odlo! ljiva, polodlo! [jiva, neodlo! ljiva in i.p. mno"ica.

Zdaj lahko zacnemo raziskovati lastnostih teh pojmov in odnose med njimi.
Torej zacnemo 1skati in dokazovati prve, osnovne izreke o teh poymih.

Na naslednji strani je nekaj osnovnih 1zrekov o odlo! ljivih 1n polodio! ljivih
mno" icah --- take mnozice bodo igrale klju! no vlogo v nadaljevanju.
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Izreki. Naj bodo S, 4, B poljubne mnoZzice. Velja naslednje:

a) Sjeodloliiva = S je polodlo! [jiva

b) Sjeodloljiva = S je odlo! ljiva

¢) Sin S stapolodlo! liivi = S je odlo! ljiva (t.i. Postov izrek)
d) A in B sta polodio' ljivi = AN B in A! B sta polodlo! ljivi
¢) AinBsta odloljivi = ANB inA! Bsta odlo ivi

Dokaz. Dokazi so lahki. Poskusite (uporabite definiciji (pol)odlocljive mnozice). O

Na kratko opiSimo Se bistvo treh pomembnih, a zahtevne;jSih i1zrekov:
Lema o dopolnjevanju (Padding Lemma)
Izrek o parametrz’zacz’jz’ (Paramem'zation (s-m-n) T heorem)

Izrek o re/eurzz'jz' (Recuzfsz'on (Fixed-Point) T heorem).
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/.7 Slovar

Turing machine Turingov stroj naive settheory naivna teorija mnoé&ic paradox paradoks protislovje intuitionism
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8.1 Racunski problemi

¢ V prejsnjih poglavijth smo spoznali:
| kako s TS ra! unamo vrednosti funkcij,
I kako s TS razpoznavamo mno" ice,
| kako s TS generiramo mno" ice.

Te osnovne racunske naloge so tesno povezane s Turingovim strojem.

¢ Toda: clovekse v vsakdanjem "ivljenju soo! a z realnimi, pogosto
mnogo bOl_] zapletenimi ra! unskimi nalogami (v primerjavi z zgornjimi tremi),
ki1 lahko zahtevajo dosti bolj zapleteno reSevanje. Vsem tem
realnim ra! unskim nalogam pravimo ra! unski problemi.
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¢ Vrste ra! unskih problemov

I Definiraymo naslednje Stir1 vrste raCunskih problemov:

Odlocitveni problemi (imenovani tudi da/ne problemi). ReSitev
odlocCitvenega problema je odgovor pa ali NE (torejensir).

¢ Primeri: Ali dana mnozica Stevil S vsebuje kako prastevilo?
Ali dani graf G(V,E) vsebuje kak Hamiltonov cikel?

Problemi iskanja. Pri dani mnoZici S in lastnosti P je reSitev takega
problema element x € §, ki ima lastnost P.
¢ Primeri: V dani mnozici Stevil S poisSci najvecje prastevilo.
V danem utezenem grafu G(V,E,c) poisci najkrajsi Hamiltonov cikel.
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(nadaljevanje)

Problemi prestevanja. Pri dani mnozici S in lastnosti P je reSitev takega
problema §tevilo elementov mnoZice S, ki imajo lastnost P.

¢ Primeri: Koliko prastevil je v dani mnoZici Stevil S?
Koliko Hamiltonovih ciklov je v danem grafu G(V,E) ?

Problemi generiranja. Pri dani mnozici S in lastnosti P je reSitev takega
problema zaporedje (seznam) elementov mnoZice S, ki imajo lastnost

¢ Primeri: Izpisi vsa prastevila, ki so v dani mnozici Stevil S.
Izpisi vse Hamiltonove cikle, ki so v danem grafu G(VE).
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¢ Katero vrsto problemov bomo obravnavali?

I Odgovor: Osredotocili se bomo na odlocitvene probleme.

Zakaj? Odlocitveni problemi sprasujejo po najenostavnejSem moznem
rezultatu, tj. odgovoru DA/NE, ki ga predstavlja en sam bit. Zato smo
pragmati' ni in upamo, da bo raziskovanje odlocitvenih problemov obrodilo
spoznanja, ki bodo koristna tudi pri raziskavah ostalih vrst problemov.

I Pozor: To ne pomeni, da so druge vrste racunskih problemov manj
pomembne od odlocCitevenih problemov. Njihovo obravnavo Zelimo le
odloziti, dokler ne bomo podrobneje spoznali odlocitvenih problemov.
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8.2 Resevanje racunskih problemov

é Zastavi se vprasanje:

Ali lahko uporabimo pridobljeno znanje
o treh osnovnih ra#$nskih nalogah, ki jih izvaja Turingov stroj,
pri reSevanju racunskihproblemadv

I Da; to znanje bomo uporabili pri raziskovanju odlo! itvenih problemov.
V nadaljevanju bomo:

1. vzpostavili povezavo med mnozicami (formalnimi jeziki) in odlo! itvenimi problemi;

2. uporabili znanje o mnoZicah (formalnih jezikih) na odlo! itvenih problemih.
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¢ Jezik odlo!itvenega problema

Obstaja tesna zveza med odlocitvenimi problemi in mnoZicami, ki omogoca, da
prevedemo vprasanja o odlocCitvenih problemih na vpraSanja o mnoZicah.

Zvezo bomo konstruirali v Stirth korakih.

@
@

Naj bo D poljuben odlo! itveniproblem

V praksi smo obicajno sooceni s konkretnim primerkom d problema D. Primerek d
nastane iz D, ko zamenjamo spremenljivke (formalne parametre) v definiciji D z
dejanskimi podatki (dejanskimiparametri) Problem D si zato lahko predstavljamo kot
mno" ico vseh njegovih primerkov. Rekli bomo, da je primerek d € D pozitiven oz.
negativen, ce je odgovor na d DA oz. NE. Tore;:

Naj bo d primerekproblema D.

Primer. Naj bo Dp,, = “Ali  prastevilo?” odlo¢itveni problem. Ce zamenjamo spremenljivko n z
dejansko vrednostjo, npr. 4, dobimo primerek d; = “Ali je 4 prastevilo?” problema Dp,,. Ta primerek je
negativen, ker je njegova resitev odgovor NE. Nasprotno, od 2009 vemo, da je reSitev primerka d,

= “Ali je 2431126021 prastevilo?” odgovor DA; zato vemo, da je d, pozitiven primerek problema Dp,,.
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(3 Kako naj TS izra! una odgovor, ki pripada primerku d odloditvenega problema D ?

Opis primerka d v naravnem jeziku vsebuje razne dejanske vrednosti (konkretna!tevila,
matrike, grafe E ). Za 1zracun odgovora s strojem—bodisi abstraktnim, kot je TS, bodisi
sodobnim rac¢unalnikom—moramo predstaviti te vrednosti v obliki, ki bo razumljiva
temu stroju. Kako?

Ker racunski stroj uporablja neko viodno abecedo X (npr. » = {0, 1}) , moramo izbrati
neko injektivno funkcijo koda : D — X*, ki bo preslikala (kodirala) poljuben primerek

d € D v besedo 1z X* (razli,na primerka bo preslikalav razli,ni besed). Taki funkciji recemo
kodirna funkcija. MnoZica koda(D) vsebuje kode vses primerkov problema D, zato je
jezik nad abecedo X (koda(D) < 2*). Obicajno bomo namesto koda(d) pisali (d ).
Primer. Za kodiranje primerkov problema Dy, ,= “Ali je n prastevilo?” lahko izberemo funkcijo
koda : Dy # {0,1}*, ki n € N preslika v njegov dvojisSki zapis. Npr., (“Ali je 4 prastevilo?” ) = 100
in (“Ali je 5 prastevilo?” ) = 101. O

Torej: Najbokoda: D! ZX* kodirnafunkcija.
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(4) Zdaj bi lahko zaceli iskati TS, ki bi izra¢unal odgovor na dani primerek d e D.
Vendar tega ne bomo storili; nadaljevali bomo drugace. Kako?

Zberimo kode vseh pozitivninprimerkovproblema D v mno"ici L(D).

L(D) je podmnozica mnoZice X* ()" #*), torej jezik nad abecedo X.

Jezik L(D) je pridru" en odlocitvenemu problemu D. Tu je uradna definicija:

Definicija. Jezik odlocitvenega problema D je mnoZica L(D), definirana z
L(D) = {{d ) € X*|d je pozitiven primerek odlo¢itvenega problema Dj}.

Primer. Jezik odlocitvenega problema Dp,, = “Ali je n prastevilo?” je jezik
L(Dp,,) = {10, 11, 101, 111, 1011, 1101, 10001, 10011, 10111, 110101, ... }.

(Tu smouporabili kodirno funkcijo iz prejnjegaprimera.) O

Zdaj pa opazimo, da velja naslednja ekvivalenca:

d € D je pozitiven primerek < (d) € L(D) (%)

To je iskana povezava med odlocCitvenimi problemi in mnozicami (formalnimi jeziki).
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Kaj smo s tem dosegli? Ekvivalenca % pove, da lahko ra! unanje odgovora na
primerek d € D nadomestimo z ugotavljanjem, ali velja ali ne (d) € L(D). Tore;j:

Relevanjeodl|o! itvenegaproblema D prevedemo na razpoznavanjemno"ice L(D) v " *.

positive
instances

d
D | 4

negative
instances

code

Odgovor na ugotovimo, kje je
primerek de D dobimo,'e  (d) glede na L(D).
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| Povezava % je pomembna, ker omogoca, da pri obravnavi odlo! itvenih problemov
uporabimo dognanja, ki smo jih razvili za razpoznavanje mnoZic.

| Vprasanje: Kaj nam razpoznavnost jezika L(D) pove o izra! unljivosti problema D!

L(D) je odlocCljiv = Obstaja algoritem, ki na poljuben d € D odgovori DA /NE.
Dokaz. Naj bo L(D) odlo! ljiv. Tedaj3 TS, ki zapoljuben (d ) € X* odlo#, ali je/ni (d) € L(D). Nato! . O

L(D) je polodlocljiv = Obstaja algoritem, ki
¢ na vsak pozitiven d € D odgovori DA,
¢ na negativen d € D odgovori NE ali pa sploh ne odgovori.

Dokaz. Naj bo L(D) polodlo! ljiv. Potem3 TS, ki sprejmevsak(d ), kjer (d ) € L(D);
le(d) ¢ L(D), TS zavrne(d ) ali pa sene ustavi. Potemuporabi! .0

L(D) je neodlocljiv = Ni algoritma, ki bi na poljuben d € D odgovoril DA /NE.
Dokaz. Naj bo Z(D) neodlo! ljiv. TedajA3 TS, ki zapoljuben {(d ) € E* odlot, ali je/ ni (d) € L(D). Nato ! . 0
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Zdaj lahko razsirimo izraze, k1 se nanaSajo na mnozice, Se na odlo! itvene probleme.

Definicija. Naj bo D odlocitveni problem. Teda;:

problem D je odlocljiv (ali izracunljiv)  Ce je jezik L(D) odlocljiv;
problem D je polodlocljiv ce je jezik L(D) polodlocljiv;
problem D je neodloCljiv  (ali neizracunljivy  Ce je jezik L(D) neodlocljiv.
Terminologija.
Namestov odloél]:z'v/ nef)dlo'cv'ljiv 'pr?ble{n unsolvable
lahko re¢emo tudi izracunljiv/ neizracunljiv . . \
problem. Vendar je slednje poimenovanje incomputable
bo}j s%fno:b?ana_é,a sellahko g{z vse vrste undecidable
racunskih problemov, ne le na odlocitvene. B S A
Izraza resljiv/neresljiv sta e splosnejsa: general PVOblemS/ | _decidable
lahko se nanasata na raCunske in tudi computational problems \ Computable)
ne-raCunske probleme (npr. psiholoske, decision problems solvable

sluzbene, druzbene, politicne, ipd.).
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8.3 Neizracunljiv problem —

Problem ustavitve

Zdaj vemo, kaj so odlo" ljivi, polodlo" [jivi in neodlo" l[jivi DA/NE problemi.

Ne vemo pa, ali sploh obstajajo polodio! ljivi problemi (ki niso odlocljivi) in
ali obstajajo neodlo! ljivi problem (ki1 niso polodlocljivi).

Kako najti tak problem (! e sploh obstaja)? To je uspelo 1936 Turingu.
Turing se je zavedal, da teZavo pri racunanju predstavlja tudi njegov stroj,
ker se ta v! asih ne ustavi. “Koristilo bi”-- je razmisljal -- “l e bi za poljuben TS T
in poljubno vhodno besedo w lahko preverili, ali se T' nad w ustavi ali ne ustavi.”

Ce bi bilo to moZno, potem bi za dani par (7,w) najprej preverili, ali se 7' nad w

ustavi. $e se ustavi, bi brez skrbi zagnali T nad w. $e pa se ne ustavi, bi poskusali
dopolniti 7' (npr. Turingov program )tako, da b1 se novi T ustavil tudi nad w.
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¢ Problem ustavitve

Turing je definiral naslednji odloCitveni problem, t.i. Problem ustavitve.

Definicija. Problem ustavitve Dy, je odlocitveni problem

Dy = “Alise TS T pr1 vhodni besedi w € X * ustavi?”

Potem je dokazal naslednji 1zrek.

Izrek. Problem ustavitve Dy, je neodlo! ljiv.

Opomba. Posledica je, da ni algoritma, ki bi bil sposoben za poljuben par T, w
odgovoriti DA/NE na vprasanje “Ali se T pri vhodni besedi w ustavi?”
Drugace: Vsak algoritem za reSevanje Problema ustavitve, ki bi ga razvili danes
ali v prihodnosti, bo zagotovo odpovedal (ne vrnil odgovora) pri vsaj enem paru T, w.
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¢ Dokaz.

| Predem se lotimo dokaza, definiraymo dve mnoZici, ki bosta imeli pri tem
pomembno vlogo. To sta univerzalni in diagonalni jezik.

Definicija. Univerzalni jezik, oznacen s K, je jezik Problema ustavitve, torej
Ko = L(Dyar) = { (T, w)| T se pri vhodu w ustavi}.

Drugi jezik nastane 1z jezika Ky, ko zahtevamo, da je w := (7).

Definicija. Diagonalni jezik, oznacen s K, je definiran s
K={(T, T)| Tseprivhodu (T) ustavi}.

¢ Opomba:
K je jezik odlocitvenega problema Dy = “Ali se TS T pri vhodni besedi (7')
ustavi?”

Dy je podproblem problema Dy (ker je dobljen 1z Dy, z omejitvijo wna w := (T')).
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| Zdaj lahko zacnemo z dokazom. Nacrt dokaza je sledec:

¢ dokazali bomo, da je K neodlo! [jiva mno" ica; (glejlemo spoda))
¢ potem bo sledilo, da je tudi K, neodlo! ljiva mno" ica; (ker k cK,)
é to pa bo pomenilo, da je Dug neodlo! ljiv problem. (po def.neodlo! ljivega problema)

I Spodnja lema je poucna; uporablja premeteno definiran TS S nad lastno kodo (S).

Lema. K je neodlo! ljiva mno" ica.

Dokaz leme. (dokaz s protislovjem)

% Predpostavimo, da bi bila mno" ica K odlo! ljiva.
Potem bi obstajal TS Dy, ki bi za poljuben T odgovoril na vpraSanje (1,7 )e?K z
- DA, e Tsenad (T) ustavi;

D ((TT)) = ,
NE, !e T'senad (T) ne ustavi.

Zdaj pa konstruirajmo nov TS §.
Nas namen je sestaviti S tako, da bo -- ko bo za vhod dobil svojo lastno kodo (S ) --
razkril nesposobnost TS Dy , da pravilno napove, ali se S nad (S ) ustavi.
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Zamislimo s1 TS § takole: <T>

S |

The shrewd Turing machine S -
uncovers the incapability of D, A <T.T>

to answer whether S halts

on its own code <S>. Dy |<| - The supposed machine D 4
YES [NO answers, for arbitrary T,
v whether T halts
YES on its own code <T>.

S deluje takole. Vhodna beseda stroja S je koda (7T') poljubnega TS T. S podvoji (T')

v besedo (7,T'), jo preda kot vhodno besedo TS Dy in ga zaZene. Po predpostavki %
se Dy zagotovo ustavi in odgovori DA/NE na vprasanje (7,7 ) €? K. Ce odgovori DA,
mu S ponovi isto vprasanje. Ce pa Dk odgovori NE, S vrne svoj odgovor DA in
konca.

Toda S je zvito sestavljen: ¢e dobi na vhod svojo lastno kodo (S ), razgali nesposobnost
TS Dy , da v tem primeru izraCuna pravilen odgovor. Pogleyjmo zaka;.

Ko S pregme vhodno besedo (S), jo (kot obiCajno) podvoji in preda stroju Dy, da ta v
kon¢nem casu odgovori z DA/NE na vpraSanje (S,S ) €? K. (zdaj se zazaenejo D, te2ave)
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Pogleymo posledice odgovora na vpraSanje (S§,5 ) €? K g

A 4

a) Denimo, da je D odgovoril DA . Tedaj S ponovi vpraSanje .5
(S,S ) €7 K stroju Dy, ki pa seveda ponovi svoj odgovor C’ D
Dy ({(S,S)) = pbA. Tako se S vrti v zanki in nikoli ustavi. VES TNO
Toda Dy hkrati vstrajno napoveduje prav nasprotno, tj. 1
da se bo § pri vhodu (S) ustavil. Sklep: v primeru a) Dy ne odgovori pravilno.

b) Denimo, da je Dy odgovoril NE. Tedaj S vrne odgovor DA in se ustavi. Toda Dk je
napovedal, da se S pri (S) ne ustavi. Sklep: v primeru b) Dy ne odgovori pravilno.

Torej Dy ni zmoZen pravilno odgovoriti na vprasanje (S,S ) €? K. To nasprotuje
predpostavki %, da je K odlo! ljiva mno"ica (in Dy pripadajots TS). Predpostavka % ne velja.
Posledica: K je neodlo! ljiva mno" ica.

Lema je dokazana.

Ker je K neodlocljiva, je neodlocljiv tudi DA/NE problem Dy . Ker je Dy podproblem
problema Dy, mora bit1 tudi ta neodlocljiv Dy, (v nasprotnembi bil odlo! ljiv tudi Dy,. Zakaj?

TS, ki bireleval Dy, , bi lahko uporabili zare!evanjeDH.)
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8.4 Osnovne vrste odlocCitvenih problemov

| Zdaj vemo, da poleg odlo! ljivih DA/NE problemov obstajajo tudi neodlo! [jivi
DA/NE problemi (zaenkrat je tak le eden, Problem ustavitve).

I Kaj pa polodlo! ljivi DA/NE problemi? Ali obstajajo? Odgovor je da. Zakaj?

(Odgovor. Odlocljiv problem obstaja. Njegov jezik je odloc¢ljiva mnozica. Vsaka odlocljiva
mnoZica je tudi polodlocljiva (glej izreke v 7.2). Zato je vsak odlocljiv problem tudi
polodlocljiv.)

I Ali obstajajo polodlo! [jivi DA/NE problemi, ki so neodlo! ljivi? Vprasajmo
drugace: Ali obstaja DA/NE problem, pri1 katerem vsak algoritem lahko zagotovi
odgovor samo pri pozitivnih primerkih problema? Odgovor je da. Pogleymo, zakaj.
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¢ Obstajajo neodlo! ljive mno"ice, ki so polodlo! ljive

I Izrek. Ky je polodlo! ljiva mno"ica.

Dokaz. Poiskati moramo TS, ki sprejme K|, . Zamisel je sledeca. Iskani TS naj za
poljubnen dani par (7,w) simulira T'nad w. Ce se simulacija kon¢a -- torej se T'nad
w ustavi — naj TS odgovori DA in se ustavi. Ce tak TS obstaja, bo odgovoril DA
natanko takrat, ko je (T,w ) € K,. Tak TS pa Ze poznamo: univerzalni Turingov stroj
U. Torej je Ky polodlo! [jiva mno"ica. O

Opomba. Zato se K, imenuje univerzalni jezik.

Neposredna posledica zadnjih dveh 1zrekov je:

Korolar. K je neodlo! ljiva (a Se vedno) polodio! ljiva mno" ica.

¢ Na podoben nacin dokazemo, da je tudi K neodlo! ljiva (a se vedno) polodlo! ljiva mno" ica.
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¢ Obstajajo neodlo! ljive mno"ice, ki niso polodlo! ljive

I Opazujmo mnoZico K g (komplement mnozice &;).

Izrek. K o ni polodlo! [jiva mno" ica.

Dokaz. Denimo, da bi bila Ky polodlo! [jiva. (Dokazali smo 7e, da je K, polodloéljiva.)
Potem bi bili Ky in Ko obe polodlocljivi in zato (izreki v razdelku 7.6) obe odlogljivi,
To bi bilo v protislovju s korolarjem (prejinja stran). Sklep: K ¢ #i polodlo! ljiva mno" ica. O

I Na enak nacin dokaZemo, da tudi K #i polodlo! ljiva mno" ica.

¢ Primer. DA/NE problema, katerih jezika sta Ko in K, 0zna¢imo z D in Dy :
¢ Dz = “Alise TS T pri vhodni besedi w € X'* ne ustavi?”
¢ Dg =“Alise TS T pri vhodni besedi (1) ne ustavi?”
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Osnovne vrste odlo! itvenih problemov

Dokazali smo, da obstajajo neodlo! [jive mno" ice, ki so polodio! ljive (npr. K, in K)
in da obstajajo neodlo! ljive mno" ice, ki niso polodlo! ljive (npr.Ko inK').
Ugotovili smo tudi, da so vse odlo! [jive mnozice tudi polodlo! [ive.

Razred mnozic je torej razdeljen v tr1 (neprazne) podrazrede, kot kaze slika:

The class of all sets:

neodlodjive (niti polodlo,djive) EEEEE..EEEE. Kye oK .
undecidable

neodlojive (toda polodlo jive) E..EE.EEEEE..
,,,,,,,,,,,,,,, semi-decidable }

odlojive EEEEEEEEEEEEEEEEEE.. decidable
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(nadaljevanje

Mnozice lahko obravnavamo, kot da so jeziki DA/NE problemov.

Npr., K, in K smo defirali kot jezika DAINE problemov Dy, 1n Dyy.

Kaj paK, in K ? Ti mnozici sta jezika (sorodnih) DAINE problemov D in D
¢ D = “Alise TS T pri vhodni besedi w € X'* ne ustavi?”

¢ D = “Alise TS T pri vhodni besedi (T') ne ustavi?”

Razred DA/NE problemov je zato (tako kot razredmnoéic) razdeljen v tr1 podrazrede:

The class of all decision problems:

.. - ve o\ Lffo 2z PP L L
neodlo! ljivi (niti polodlo! ljivi) EEEEE..EEEE. Digmw Dy .
— undecidable
e i e e
neodlo! ljivi (toda polodlo! ljivi) E..EE.EI?EEE:. @Hah DH
e semi-decidable
odlo! livi EEEEEEEEEEEEEEEEEE.. } decidable

Torej razred polodlocljivih problemov zajema vse odloCljive in nekatere (ne vse) neodloCljive probleme.
Razred neodloCljivih problemov zajema nekatere (ne vse) polodlocljive in vse, ki niso niti polodlocljivi.
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(nadaljevanje

Vidimo, da je vsak odlocitveni problem D ene od treh vrst:

D je odlocljv.

Obstaja algoritem, ki resi (odgovori z DA/NE na) poljuben primerek d € D.
Takemu algoritmu v! asihrel emo odlo#tevalnik (angl. decider) za problemD.

D je polodlocljiv (a neodlocljiv).

Ni algoritma, ki b1 resil poljuben primerek d € D. Obstaja pa algoritem, ki resi
poljuben pozitiven d € D, tj. odgovori DA e in samo ! e je d pozitiven primerek D.
(Pri vsaj enem negativnem primerku pa se nikoli ne ustavi).

Takemu algoritmu v! asinrel emo razpoznavalnik (angl. recognizer) za D.
D ni niti polodlocljiv.

Ni algoritma, ki bi resil poljuben d € D; Se vecC, ni niti algoritma, ki bi resil poljuben
pozitiven d € D. Vsak algoritem za D bo odpovedal (se nikoli ustavil) pri vsaj enem
pozitivnem 1n vsaj enem negativnem primerku problema D.
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¢ Komplementarne mno"ice in pripadajo!i odlo! itveni problemi

Iz prej$njih izrekov sledi, da so za odlo¢ljivost mnoZice S in komplenta S

naslednji tr1 moznosti:

Sin 'S sta obe odlo! ljivi (A" , glej sliko spodaj);

S1in S sta obe neodlo! ljivi, pri Cemer je ena polodlo! ljiva, druga pa ne (0e);
S in S sta obe neodlo! ljivi, pri ¢emer nobena ni polodlo! ljiva (- M),

semi-decidable {

The class of all sets:

mO

©

AA

} undecidable

} decidable

Enako velja za odlocljivost pripadajocih odlo! itvenih problemov:

The class of all decision problems:

semi-decidable {

mO

(@)

AN

260

} undecidable

}- decidable
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8.5 Drugi neizracunljivi problemi

¢ Ali poleg Problemaistavitvebstajajo Se drugi neizra! unljivi problemi?
Da, obstajajo!

¢ Po letu 1940 je bilo odkritih velikoneizra! unljivih problemov. Prvi med
njimi so se nanasali na lastnosti in delovanje ral unskimodelovPo 1944 pa
so se za! ela vrstiti odkritja tudi bolj realisti nih neizra! unljivih problemov.
Danes jih odkrivamo naraznihpodrdjih znanosti

¢ V tem razdelku bomo nasteli nekaj 1izbranih neizra! unljivih problemoyv,
urejenih po podro!jih (iz racunalnistva in matematike). Za nobenega od njih ne
obstaja algoritem, ki bi ga zmo"#$resiti v popolnostiresiti poljuben primerek).

Borut Robi ¢, Computability &

261 Computational Complexity



Problemi o algoritmih in programih

TERMINATION OF ALGORITHMS (PROGRAMS) USTAVLIIVOST ALGORITMOV (PROGRAMOYV)
Let 4 be an arbitrary algorithm and d be arbitrary input data. Questions:
® D = “Does 4 terminate on every input data?”

L 4 “Does A terminate on input data d ?”

CORRECTNESS OF ALGORITHMS (PROGRAMS) PRAVILNOST ALGORITMOV (PROGRAMOV)
Let Pbe an arbitrary computational problem and A an arbitrary algorithm. Question:

® D, = “Does the algorithm code(A) correctly solve the problem code(P)?”

EXISTENCE OF SHORTER EQUIVALENT PROGRAMS KRAJSI EKVIVALENTNI PROGRAM
Let code(A) be a program describing an algorithm 4. Question:

€ “Given a program code(A), is there a shorter equivalent program?”
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Problemi o jezikih in gramatikah

AMBIGUITY OF CFG GRAMMARS DVOUMNOST KONTEKSTNO-NEODVISNIH GRAMATIK
Let G be a context-free grammar. Question:

€ “Isthere a word that can be generated by G in two different ways?”

EQUIVALENCE OF CFG GRAMMARS EKVIVALENTNOST KONTEKSTNO-NEODVISNIH GRAMATIK
Let G, and G, be CFGs. Question:

€ “Do G, and G, generate the same language?”

OTHER PROPERTIES OF CFGs AND CFLs RAZNE LASTNOSTI KNG IN KNJ

Let G and G’be arbitrary CFGs, and let C and R be an arbitrary CFL and a regular language,
respectively. As usual, X is the alphabet. Questions:

® “IsL(G)=x*7 “Is L(G) regular?” “IsR € L(G)?”
® “IsL(G)=RY “Is L(G) € L(G’)?” “Is L(G) N L(G”) = @7”
€ “IsL(G) N L(G”) CFL?” “Is C ambiguous CFL?” “Is there a palindrome in L(G)?”
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I Problem oizra! unljivih funkcijah

¢ INTRINSIC PROPERTIES OF COMPUTABLE FUNTIONS RAZNE LASTNOSTI IZRA#UNLJIVIH FUNKCIJ
Let ¢: A — B and y: A — Bbe arbitrary computable functions. Questions:

“Is dom(¢p) empty?”

“Is dom(g) finite?”

“Is dom(¢) infinite?”

“Is A - dom(¢) finite?”

“Is ¢ total?”

“Can ¢ be extended to a total computable function?”

“Is ¢ surjective?”

“Is ¢ defined at x7”

“Is @(x) = y for at least one x7?”

“Is dom(¢p) = dom(y)?”

“Is (p — lp?”

L IR R IR K JNR JNE R 2R IR B 2
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Problemi iz teorije !tevil , algebrein matemati! ne analize

SOLVABILITY OF DIOPHANTINE EQUATUINS RESLIIVOST DIOFANTSKIH ENA#B

Let p(xy, ..., x,) be an arbitrary polynomial with unknowns x,...,x, and rational coefficients.
Question:
€ “Does a Diophantine equation p(x;, ..., x,) = 0 have a solution?”

MORTAL MATRIX PROBLEM NKELNI PRODUKT MATRIK
Let M be a finite set of # X n matrices with integer entries. Question:

€ “Can the matrices of M be multiplied in some order, possibly with repetition,
so that the product 1s zero matrix O ?”

EXISTENCE OF ZEROS OF FUNCTIONS REALNE NI#LE FUNKCLJ
Let f: R# R be an arbitrary elementary function. Question:
€ “Is there a real solution to the equation f{x) = 07"
A function f(x) is elementary if it can be constructed from a finite number of exponentials, logarithms, roots, real

constants, and the variable by using function composition and the four basic operations + ,," , and O.
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I Problemi tlakovanja

é DOMINO TILING PROBLEM TLAKOVANJE POLIGONOV

Let T be a finite set of tile templates, each with an unlimited number of copies. Question:

€ “Can every finite polygon be regularly 7-tiled?”
T g% . a polygon
"
tile templates NRT
¢ DOMINO SNAKE PROBLEM TLAKOVANIJE POTI a regular T-tiling of the polygon

Let T be a finite set of tile templates and A4, B, X arbitrary 1X1 squares in Z?. Question:

€ “Is there a path between 4 and B which avoids X and can be regularly 7-tiled?”’

PO

WX — XK X

XXX

a regular T-tiling of a path p(4,B,X)

tile templates
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I Postov koresponden ni problem

é POST’S CORRESPONDENCE PROBLEM POSTOV KORESPONDEN#NI PROBLEM

Let Cbe a finite set of card templates, each with an unlimited number of copies. Question:
€ “Is there a finite C-sequence such that U=L?"

0 bra|| a ||cad > a |bralcad| a |bra| = abracadabra = U
Il
ra || ab || cad ab | ra |cad| ab | ra | = agbracadabra = L
1 2 3 2 1 3 2 1
card templates a C-sequence of cards
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Problem garal a (busy beaver problem)

Povedano enostavno: garac je najbolj produktiven TS med TS iste vrste.

Na kaks$no vrsto Turingovih strojev mislimo zgoraj?

Mislimo na Turingove stroje, ki ne porabljajo ¢asa s pisanjem simbolov, razli¢nih
od 1, in tudi ne z zadrZzevanjem okna na obiskani celici. Pa jih razdelimo v razrede
Jn,n=172,..., tako da bo 77, vseboval vse take TS, ki 1majo enako stevilo stanj.

Definicija. Naj bo 7, (n > 1) razred vseh TS, ki imajo:

neomejen trak v obe smeri;

n nekonc¢nih stanj (skupaj s g1) in eno konc¢no stanje, g,+1 ;

vhodno abecedo X = {0,1} in trac¢no abecedo I = {0,1,L};

Program &, ki na trak vedno izpise le 1, in okno vedno premakne (L ali R).

Izrek. (Rado) Pri vsakem 7 > 1 je v 7, kon! no mnogo Turingovih strojev.
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| Definicija. TS T € 7, je ustavljiv, ¢e se T pri praznem vhodu & ustavi.

Izrek. (Rado) Za vsak n>1 obstaja v 7, ustavljiv 7.
Torej je v vsakem razredu 7, vsaj eden in kve! jemu | 7,,| ustavljivih TS.

| Sledi, da v 7, obstaja ustavljiv TS T, ki zapusti na traku, ko se ustavi, najvecje
Stevilo sitmbolov 1 med vsemi ustavljivimi TS v 7,. Temu T * reCemo n-garac.
Rekli bomo, da je TST garac, ce obstaja n>1, da je T n-garac.

¢ BUSY BEAVER PROBLEM PROBLEM GARA#A
Najbo Te! i>1 7 poljuben TS. Vprasanje:
€ “Alije T garac?” (tj. “"Ali obstaja n > 1, pri katerem je 7' = n-garac?”’)

| Definicija. Gara! eva funkcija s(n) je definirana takole:

s(n) = ‘Stevilo simbolov 1, ki jih zapusti n-garac na traku, ko se ustavi’.

Izrek. Garaceva funkcija je neizra! unljiva.
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3.6 Dictionary

undecidability neodlo! ljivost computational problemsra! unski problemi decisionproblem odlo! itveni problem search
problem problem iskanja, iskalni problem counting problem problem pre!tevanjagenerationproblem problem
generiranjalanguage of a decision problerjezik odlo! itvenegaproblemainstanceprimerek problema nalogacoding
function kodirna funkcija codekoda decidable, semidecidable, undecidable decisioproblem odlo! ljiv, polodlo! ljiv,
neodlod! ljiv odlo!itveni problem computable/incomputable problemizra! unljiv/ neizral unljiv problem
solvable/unsolvable problemrelljiv/ nerelljiv problem halting problem problem ustavitve universallanguage
univerzalni jezik diagonal languagediagonalni jezik termination of ustavljivostcorrectnesgravilnost ambiguity
dvoumnostintrinsic property vsebovananaravna bistveng lastnostsolvability of Diophantine equationsre!ljivost
Diofantskih end b tiling problem problem tlakovanja PostOs correspondence probldtostovkorespondenni problem
busy beaver problenproblem gara a stopperustavljiv stroj
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Vsebina

Uvod

DeterministiCni Cas in prostor (razreda DTIME, DSPACE)
Nondeterministi¢ni €as in prostor (razreda NTIME, NSPACE)
Stiskanje traku, linearna pohitritev in zmanjSanje Stevila trakov v TS
Relacije med razredi DTIME, DSPACE, NTIME, NSPACE
Razredi P, NP, PSPACE, NPSPACE

Problem P =? NP

NP-polni in NP-tezki problem1
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10.1 Uvod

¢ Doslej nas je zanimalo,
kaj se da resiti vsajna'eloma
(ne glede na potreben ! as/prostor) "#3%&'()*+,-
in | esa se ne dé resiti niti na' eloma'-%+,-&
(tudi ! e bi bila na voljo neomejen
I as in prostor).

094*,1%.") 28" #$1%& () H$*1&+! -)!
$"&/01,#2')10382")/%!"#11-#-.* 4
5-)3)#3)"#3"#") -, A&+ #B ++)3)$,
5-1.--/1 &+1.$"&/01,#2.". *415-)3)!
YHNEY,).$"&/01,#2")10382")/7!

6  Odkrili smo, da obstajajo problemi, ki so
izra"unljivi (dejansko ali na! eloma)
a tudi problemi, ki so neizrd unljivi.

8#"-1"&/01,#2")10382")/1-#%! *#!

* 19."2&1)2%)1/%,6-/4)9$,1.,.&$!,)"%!1

1"6-H8&Y6.-1)"&-7/*$- ;1% 1- I"#])#$-/ |

&38%.-15"33"$(,)!" Yo+,-&H$12)1%8& ()64
AR RARENA]

<&=1/1"-1,./)>%0H")"#$I=) 1#++&367

15968 ()*+,-!
' Yo+ -&J
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10.2 Deterministicni Cas in prostor

(1"#$9%8&.'1()*+%,

I Vpralanje: Koliko ¢asaoz. prostorgotrebuje algoritem,
da re!i (odlo¢ljiv) odl@itveniproblenD ?

Zaradi zveze ! med odlocCitvenimi problemi in njihovimi jeziki lahko vprasSanje zastavimo s
pomocjo formalnih jezikov:

I Vpralanje: Koliko korakowz.celima traku potrebuje TS,
da razpozn#odiocljiv) jezikL(D) problema D ?

V nadaljevanju bomo ti vprasanji formulirali natanc¢neje.
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Deterministi ! na! asovnazahtevnost & razredi DTIME

| Definicija. Naj bo M = (Q,2,I",6,q,,LU,F') DTS s £ >1 neomejenimi trakovi.
Pravimo, da ima DTS M (deterministicno) ¢asovno zahtevnost 7(#n), Ce za

vsako vhodno besedo w € X* dolZine | w| = n nared1 kve! jem T(n) korakov
(potez), preden se ustavi.

V definiciji velja naslednja predpostavka: M prebere celo vhodno besedo w.
Posledica: T(|w|) > |w|+ 1, tj. T(n) > n + 1. Sled1: T(n) vsaj linearna funkcija.

I Torej TS M (det.) ¢asovne zahtevnosti 7(#) (zagotovo) odgovori na vprasanje

w €? L(M)
v kve! jemu T( | w|) korakih.

To je motivacija za naslednjo definicijo.
Borut Robi¢, Computability &
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(nadaljevanje

I Definicija. Jezik I ima (deterministicno) casovno zahtevnost 7(#n),
Ce obstaja DTS M z (det). Casovno zahtevnostjo 7(n), za katerega je L = L(M).
Razred vseh jezikov z (det.) Cas. zahtevnostjo 7(#n) je

DTIME( T'(n)) = {L| L jejezik A L ima (det.) ! asovnozahtevnostT (n)}

Intuitivno: DTIME( T (n)) vsebujenatanko vsejezike L, pri katerih sed¥ odgovor na poljubno vpralanje w €? L
deterministi! no izral unati v 'asu< 7 (| wl).

é Zgornji definiciji ustreza (zaradi! ) podobna definicija, ki se nanasa na odlocitvene probleme:

Definicija. Odlo! itveni problem D ima (deterministi¢no) ¢asovno zahtevnost 7(#),
¢e ima njegov jezik L(D) (det.) Casovno zahtevnost T(n).
Razred odlocitvenih problemov z (det.) casovno zahtevnostjo 7(n) je

DTIME( 7(n)) = { D| D je odlo!itveni problem A Dima (det.)!as zaht.T (n)}

Intuitivno: DTIME( T (n)) vsebujenatankovseDA/NE problemeD, pri katerih sed? poljuben primerekd € D
deterministi! no reliti v 'asuT7 (| (d)]).
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Deterministi ! na prostorska zahtevnost & razredi DSPACE

| Definicija. Naj bo M = (Q,2,I',6,q,,LU,F) DTS z 1 vhodnim trakom in k>1 delovnimi
trakovi. Pravimo, da ima DTS M (deterministi¢no) prostorsko zahtevnost S(#),
ce za vsako vhodno besedo w € X* dolzine | w| = n porabi kve! jemu S(n) celic na
vsakem delovnem traku, preden se ustavi.
Opombacelice na vhodnem traku se pri porabi prostora ne upostevajo.

V definiciji velja naslednja predpostavka: M uporabi vsaj eno celico na vsakem
delovnem traku (tisto, ki je pod oknom pred zagonom M). Sled1: S(|w|) > 1.

| Torej TS M (det.) prostorske zahtevnosti S(7) (zagotovo) odgovori na vprasanje

w €7 L(M)

na kve! jemu S(|w|) celicah vsakega od delovnih trakov.

To je motivacija za naslednjo definicijo.
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(nadaljevanje

| Definicija. Jezik I. ima (deterministi¢no) prostorsko zahtevnost S(#),
Ce obstaja DTS M z (det). prostorsko zahtevnostjo S(#), za katerega je L = L(M).
Razred vseh jezikov z (det.) prostorsko zahtevnostjo S(#) je

DSPACE(S (n)) ={L| L je jezik A L ima (det.) prostorskozahtevnostS(»)}

Intuitivno: DSPACE(S(n)) vsebujenatanko vsejezike L, pri katerih sed} odgovor na poljubno vpralanje w €? L
deterministi,no izra,-unati na <S (| w|) celicah(navsakemod delovnih trakov).

¢ Zgornjima definicijama ustrezata (zaradi! ) podobni definiciji za DA/NE probleme:

Definicija. Odlo! itveni problem D ima (deterministi¢no) prostorsko zahtevnost
S(n), Ce 1ima njegov jezik L(D) (det.) prostorsko zahtevnost S(#). Razred vseh
odlocitvenih problemov z (det.) prostorsko zahtevnostjo S(#) je

DSPACE(S(n)) = { D| D je odlo#fveni problem A D ima (det.) prost.zaht. S(»)}

Intuitivno: DSPACE (8(n)) vsebujenatankovseDA/NE probleme D, pri katerih sed¥ poljuben primerekd € D
deterministi,no reliti na prostoru <S(| (d)|).
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10.3 Nedeterministicni Cas in prostor

(-"#$%&'-()*+%,

Recimo, da b1 imeli na voljo tudi nedeterminigtnealgoritme 0z.TS (NTS).

| Vpralanje: Koliko ¢asaoz. prostoradi potreboval nedeterminigni
algoritem za reSevanje (odlocljivega) odlo! itvenega problema D ?

Zaradi zveze ! lahko vprasanje zastavimo s pomocjo formalnih jezikov:

I Vpralanje: Koliko korakowz.celima traku b1 rabil nedeterminigtni
TS za razpoznavanje (odiodljivega) jezika L(D) problema D ?

V nadaljevanju bomo ti vprasanji formulirali natancneje.
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Nedeterministi ! na ! asovnazahtevnost & razredi NTIME

| Definicija. Najbo N=(Q, 2, I', §, q1, U, F') nedeterministi! ni TS s k>1 trakovu.
Pravimo, da ima N'TS N nedeterministicno ¢asovno zahtevnost 7(#n), ¢e za
vsako vhodno besedo w € X* dolZine |w|= n obstaja izraCun, v katerem N
naredi kve! jemu T(n) korakov (potez), preden se ustavi.

V definiciji spet velja naslednja predpostavka: NN prebere celo vhodno besedo w.
Posledica: T(|w|) > |w|+ 1, tj. T(n) > n + 1. Sled1: T(n) vsaj linearna funkcija.

I Torej NTS N nedet. Casovne zahtevnosti 7(#n) (zagotovo) odgovori na vprasanje

w €7 L(N)
v kve! jemu T( | w|) korakih.

To je motivacija za naslednjo definicijo.
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(nadaljevanjg

I Definicija. Jezik [ ima nedeterministicno ¢asovno zahtevnost 7(#n),
Ce obstaja NTS N z nedet. casovno zahtevnostjo 7(n), tako da je L = L(N).
Razred vseh takih jezikov je

NTIME(T (n)) = {L| L je jezik A L ima nedet. casovno zahtevnost 7 (n)}

Intuitivno: NTIME( T (n)) vsebujenatanko vsejezike L, pri katerih sed¥ odgovor na poljubno vpralanje w €? L
nedeterministi no izra! unati v 'asu< 7 (| w|).

¢ Zgornji definiciji ustreza (zaradi! ) podobna definicija, ki se nanasa na odlocitvene probleme:

Definicija. Odlo! itveni problem D ima nedeterministicno ¢asovno zahtevnost 7(#),
¢e ima njegov jezik L(D) nedet. Casovno zahtevnost 7(n).
Razred odlocitvenih problemov z nedet. casovno zahtevnostjo 7(n) je

NTIME( 7(n)) = { D| D je odlo! itveni problem A D ima nedet !as zaht. 7'(n)}

Intuitivno: NTIME( T (n)) vsebujenatanko vseodlo! itvene probleme D, pri katerih sedt poljuben primerekd € D
nedeterministi no reliti v !'asuT (| (d)]).
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Nedeterministi ! na prostorska zahtevnost & razredi NSPACE

| Definicija. Naj bo N=(Q,2,I,6,q;,U,F) NTS z 1 vhodnim trakom in k >1 delovnimi
trakovi. Recemo, da ima NTS N nedeterministicno prostorsko zahtevnost S(7),
¢e za vsako vhodno besedo w € X* dolZine |w| = n obstaja izraCun, v katerem N
porabi kve! jemu S(n) celic na vsakem delovnem traku, preden se ustavi.
Opombacelice na vhodnem traku se pri porabi prostora ne upostevajo.

V definiciji velja naslednja predpostavka: N uporabi vsaj eno celico na vsakem
delovnem traku (tisto, ki je pod oknom pred zagonom /). Sledi: S(|w|) > 1.

| Torej NTS N nedet. prostorske zahtevnosti S(#) (zagotovo) odgovori na vprasanje

w €7 L(N)

na kve! jemu S(|w|) celicah vsakega od delovnih trakov.

Spet je to motivacija za naslednjo definicijo.
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(nadaljevanje

| Definicija. Jezik L. ima nedeterministi¢no sprostorsko zahtevnost S(#),
Ce obstaja NTS N z nedet. prostorsko zahtevnostjo S(#), tako da je L = L(N).
Razred vseh takih jezikov je

NSPACE(S (n)) = {L|L je jezik A L ima nedet. prostorsko zahtevnost S (n)}

Intuitivno: NSPACE(S(n)) vsebujenatanko vsejezike L, pri katerih sed} odgovor na poljubno vpralanje w €? L
nedeterministi-no izra,-unati na <S (| w|) celicah(navsakemod delovnih trakov).

¢ Ustrezna definicija za odloCitvene probleme je:

Definicija. Odlo! itveni problem D ima nedeterministicno prostorsko zahtevnost
S(n), ¢e ima njegov jezik L(D) nedet. prostorsko zahtevnost S(#).
Razred odlocitvenih problemov z nedet. prostorsko zahtevnostjo S(#) je

NSPACE(S(n)) = {D| D je odlocitveni problem. A D ima nedet. prost. zaht. S(n)}

Intuitivno: NSPACE (S5(n)) vsebujenatanko vseodlo,4itvene probleme D, pri katerih sed¥ poljuben primerekd € D
nedeterministi-no reliti na prostoru <S(| (d)|).
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Povzetek razredov zahtevnosti

| Razredi z vidika formalnih jezikov in TS:
DTIME(T (n)) = {L|L je jezik A L ima (det.) ! asovno zahtevnost T (n)}
DSPACE(S (n)) = {L| L je jezik A L ima (det.) prostorsko zahtevnost S (n)}
NTIME(T (n)) = {L|L je jezik N\ L ima nedeterministi! no ! asovno zahtevnost 7 (n)}
NSPACE(S (n)) = {L|L je jezik A L ima nedeterministi! no prostorsko zahtevnost S (n)}

| Isti razredi z vidika odlo! itvenih problemov in algoritmov:
DTIME(T (n)) = {D|D je odlo! itveni problem N\ L(D) ima (det) ! asovno zahtevnost T (n)}
DSPACE(S (n)) = {D| D je odlo! itveni problem A L(D) ima (det.) prostorsko zahtevnost S (n)}
NTIME(T (n)) = {D|D je odlo!itveni problem N L(D) ima nedet. | asovno zahtevnost T (n)}
NSPACEC(S (n)) = {D|D je odlo! itveni problem N\ L(D) ima nedet. prostorsko zahtevnost S (n)}

¢ Intuitivno :
DTIME(T (n)) = {vsiodlo!'itveni problemi, reSljivi z  deterministi" nim algoritmom v " asu T(n)}
DSPACE(S (n)) = {vsi odlo!itveni problemi, reSljivi z  deterministi" nim algoritmom na prostoru S(n)}
NTIME(T (n)) = {vsiodlo!itveni problemi, resljivi z nedeterministi" nim algoritmom v "asu T(n)}

NSPACEC(S (n)) = {vsi odlo!"itveni problemi, resljivi z nedeterministi" nim algoritmom na prostoru S(n)}
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10.4 Stiskanje traku, linearna pohitritev

InN zmanjsanje stevila trakov

| Pokazali bomo, da

prostorsko zahtevnost vedno lahko zmanjSamo za konstantni faktor

((V:e merimo porabo prostora v stevilu potrebnih celic, lahko to Stevilo zmanjSamo tako, da
kodiramo vec tracnih simbolov v enega, tj. z ve€jo tracno abecedo; ocitno pri tem velikost
celice ignoriramo);

casovno zahtevnost vedno lahko zmanjsamo za konstantni faktor

((V:e merimo porabo ¢asa v stevilu korakov, lahko to Stevilo zmanjSamo z grupiranjem vec
zaporednih korakov v enega, tj. z definiranjem zahtevnejSih ukazov; pri tem Cas izvedbe

zahtevnejSega ukaza ignoriramo)

I Posledica: v funkcijah 7(n) in S(n) lahko zanemarimo konstantni faktor
in se osredoto¢imo le na Aitrost naras! anja funkciy T(n) in S(n)

Borut Robi ¢, Computability &

281 Computational Complexity



Stiskanje traku

| Motivacija. Prostor, ki ga TS potrebuje za 1zraCun, smo definirali kot najvecje
stevilo celic, ki jith TS med 1zraCunom uporabi na kakem od delovnih trakov.
Zamisel: zakodirajmo ve! simbolov z enim simbolom iz ve! je tra! ne abecede.

Primer. Razdelimo dano besedo00110110doé&ine 8 v pare 00 11 01 10 ikodirajmo paresimbolov iz stare
abecedd0,1} s simboli nove abeced€0,1,2,3}, npr. takole: 00! 0,01 1,10 2,11 3.Besedge zdaj0312.

Torej, s pove! anjem tra! ne abecede lahko zmanjSamo stevilo porabljenih celic.

| Izrek. Ce ima jezik prostorsko zahtevnost S(#), potem ima za poljuben ¢ > 0

tudi prostorsko zahtevnost ¢ S(n). To velja tudi za nedet. prostorsko zahtevnost.
(Pozor: ¢ je lahko <1.)

Dokaz. Podoben kot v zgornjem primeru. O

Korolar: Za poljuben ¢ > 0 je DSPACE(S(n)) = DSPACE(cS(n))
in NSPACE(S(r1)) = NSPACE(cS(n))
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Linearna pohitritev

¢

Ali velja kaj podobnega tudi za ¢asovno zahtevnost? Casovno zahtevnost merimo v stevilu
korakov, ki jih med 1zraCunom opravi TS. Zamisel: zdru" imo ve! zaporednih korakov v nov,
vel ji korak (ve! ji ukaz). I1zkaze se, da je to vedno mozno, ! e sta izpolnjena dva pogoja:

TS mora imeti vsaj 2 trakova (tj. £>2)
Veljati mora inf,, ,7(n)/n = o .

Intuitivno: 7(n) mora narascati vsaj malo hitreje kot n. Potem bo po branju vhodne besede ostalo
vsaj malo Casa za raCunanje. (inf,, | 7(n)/n = lim,, | glb{T(n)/n, T(n+1)/n+1, T(n+2)/n+2, ...})

Izrek. Naj bo inf, 4 7T(n)/n = 1n k >2. Potem:
Ce ima jezik ¢asovno zahtevnost 7{(#), potem ima za poljuben ¢ > 0 tudi ¢asovno
zahtevnost ¢7(n). To velja tudi za nedet. casovno zahtevnost. (Pozor: cje lahko <1.)

Korolar: Ce inf T(n)/n = o, potem je za poljuben ¢ > 0
DTIME(T(n)) = DTIME(cT(1))
in NTIME(7(r)) = NTIME(cT(n))
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Povzetek

| Pri c> 0 in dveh razumnih pogojih velja:
DTIME(T(1)) = DTIME(cT(1))
NTIME(7(r)) = NTIME(cT(n))
DSPACE(S(1)) = DSPACE(cS(1))
NSPACE(S(1)) = NSPACE(cS(1))

I To pomeni, da pozitivne konstante ¢ ne vplivajo na vsebino teh razredov.
Primer: DTIME(0.33 n2) = DTIME(41%) = DTIME(7#2) = ... = DTIME(1?) =

¢ Namesto
“D je v razredu DTIME(n?)”
reCemo tudi:

“D ima (det.) ¢asovno zahtevnost reda O(7?).
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ZmanjSanje Stevila trakov v TS

#asovno zahtevnost smo definirali s pomocjo TS, ki ima k >1 trakov.
Vprasanje: Ce ima TS s % trakovi ¢asovno zahtevnost 7 (#), kolik$na je ¢asovna zahtevnost
ekvivalentnega TS z manj trakovi?

Odgovor: Zmanj$anje kna 1 poveca ¢asovno zahtevnost s T () na najve! T %(n),
zmanjSanje k£ na 2 pa poveca casovno zahtevnost s 7'(n) na najve! T(n) logT(n).
Izrek. 0L e DTIME( T(n)) pri #>1, potemje L € DTIME( T%(n)) pri #=1.
Ok L € NTIME( T(n)) pri £>1, potemje L € NTIME( T?*(n)) pri #/=1.
Ok L € DTIME( T(n)) pri £>2, potemje L € DTIME( T (n)logT (n)) pri k=2.
Ok L e NTIME( T(n)) pri £>2, potemje L € NTIME( T (n)logT (n)) pri k=2.

Prostorsko zahtevnost smo definirali s TS, ki ima k >1 delovnih trakov 1n 1 vh. trak.
Vprasanje: Kako zmanjSanje Stevila & vpliva na prostorsko zahtevnost ekvivalentnega TS?
Odgovor: ZmanjSanje Stevila delovnih trakov ze vpliva na prostorsko zahtevnost TS.
Izrek. o1 e DSPACE(S(n)) pri #>1, potemje L € DSPACE(S(n)) pri k=1.

Ok L e NSPACE(S(n)) pri £>1, potem je L € NSPACE(S(n)) pri #=1.
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10.5 Relacije med razredi

"HEU& () +96& -"H$Y & - ()*+ %6

I Ali med nasStetimi razredi zahtevnosti obstajajo kake relacije vsebovanja < ?
Zanimajo nas vsebovanja

med razredi iste vrste (npr. med razredi DTIME(T(r)) pri razli! nih funkcijah 7(7))
med razredi razli! nih vrst (npr. med razredoma DTIME in NTIME pri neki 7))

I Videli bomo, da
vsaka vrsta razredov CLASS (= DTIME, NTIME, DSPACE, NSPACE ) tvori neskon! no hierarhijo
CLASS(f(n)) © CLASS(£(n)) © CLASS((n) S ..., kjer so £(n), i = 1,2, ... ustrezne funkcije;

zamenjava nedeterministi! nega algoritma z. ekvivalentnim deterministi! nim algoritmom
povzrol i

6  kvel jemu eksponentno pove! anje | asovne zahtevnosti;
6 kvel jemu kvadratno pove! anje prostorske zahtevnosti.
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Relacije med razredi zahtevnosti iste vrste

¢ Hierarhiyje, 1zrek o vrzeli, ...

ZAENKRAT PRESKOCIM.
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Relacije medrazredi zahtevnosti razli! nih vrst

¢ Naslednji 1zrek opisuje relacije vsebovanja med razlicnimi vrstami razredov zahtevnosti.
| zrek.

s DTIME(T(n)) € DSPACE(T(n))

Kar se dareliti deterministittno v #asu redaO(1(n)), se dareliti deterministittno na prostoru redaO(T(n)).
¢ L e DSPACE(S(n)) A S(n) > logy, n = 3c: L € DTIME(cSM)

Kar se dareliti deterministitino na prostoru redaO(S(n)), se dareliti deterministittno v #asu redaO(c5™).
Konstantacje odvisnaod L.

¢ LeNTIME (T(n)) = 3c : L € DTIME({™)

Kar se dareliti nedeterministitino v #asu redaO(T(n)), se dareliti deterministittno v #asu redaO(c™).

Posledicazamenjava nedeterministi- nega algoritma z ekvivalentnim deterministi- nim algoritmom
povzro-i kve- jemu eksponentno pove- anje - asa, ki je potreben za izra- un reSitve primerka problema.

¢ NSPACE(S(n)) € DSPACE(S%(n)), ¢e S(n)>1log, n A S() popolnoma prostorsko predstavijiva

Kar se dareliti nedeterministitno na prostoru redaO(S(n)), se dareliti deterministittno na prostoru redaO(S(n)?).

Posledicazamenjava nedeterministi- nega algoritma z ekvivalentnim deterministi- nim algoritmom
povzro-i kve- jemu kvadratno pove- anje protora, ki je potreben za izra- un reSitve primerka problema.
OpombaTa izrek seimenuje Savitchev izrek.
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Predstavljive funkcije zahtevnosti

I Da bi se izognili patoloskim primerom (ki so sicer nezanimivi in redki), moramo
zahtevati, da sta funkciji S(n), 7T(n) " “predstavljivi.”’” OpiSimo, kaj to pomeni.

Definicija . Funkcija S(n) je prostorsko predstavljiva, ¢e obstaja TS M s prostorsko zahtevnostjo
S(n) in naslednjo lastnostjo: za vsak n € N obstaja vhodna beseda dolZine n, pri kateri M med
raunanjem uporabi natanko S(n) celic traku. Ce pa za vsak n € N pri vsaki vhodni besedi dolZine 7
stroj M uporabi natanko S(n) celic, reCemo, da je S(n) popolnoma prostorsko predstavljiva.

Funkcija 7(n) je Casovno predstavljiva, ¢e obstaja TS M's ¢asovno zahtevnostjo 7(#) in naslednjo
lastnostjo: za vsak n € N obstaja vhodna beseda dolZine n, pri kateri M med racunanjem napravi
natanko T(n) korakov. Ce pa za vsak n € N pri celo vsaki vhodni besedi dolZine # stroj M napravi
natanko T(n) korakov, reCemo, da je S(n) popolnoma Casovno predstavljiva.

¢ Razred prostorsko prestavljivih in razred ¢asovno predstavljivih funkcij sta zelo bogata.
Vsebujeta vse obicajne funkcije, vecina jih je celo popolnoma predstavljivih.

¢ OpombaEnakovreden izraz za predstavljivo funkcijo je verna funkcija.
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10.6 Razredi }&'-)&)()*+%&"-)()*+%

I Velik prakti! n1 pomen 1majo razredi zahtevnosti
| DTIME(T(n)),
I NTIME(T(n)),
I DSPACE(SY(n)),
I NSPACE(SY(n)),

kjer sta funkciji 7(n) 1n S(r) poljubna polinoma.
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Zakaj polinomi ?

é Zahteva raCunanja po nekem ra! unskem viru (! asy prostoru, energiji, procesorjihE ) je razumna,

Ce je navzgor omejena s polinomom. Npr, reSevanje primerkov velikosti 7 ( ),
ki zahteva T(n) Casa, je razumno, Ce je T(n) <poly(n), za vse n od nekega ny dalje.

¢ Kaj !ezahtevani polinomsko omejena? Tabelakage, da eksponentna ! asovnazahtevnost npr. 7(n) = 2" ali T(n) = 3",
postanenesprejemljivo velika (Vv primerjavi s polinomsko zahtevnostjg celo pri majhnih # (npr. n>20).

T(n) n=10 n=20 n=30 n=40 n=50 n= 60
n 0,00001 s | 0.00002 s 0.00003 s | 0.00004 s 0.00005 s 0.00006 s
n2 0.0001 s | 0.0004 s 0.0009 s |0.0016 s 0.0025 s 0.0036 s
n3 0.001 s |0.008 s 0.027 s |0.064 s 0.125 s 0.216 s
n° 1 s |32 S 24.3 s | 1.7 min 5.2 min 13.0 min
AL 0.001 s | 1.0 17.9  min
3" 0.059 s
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P, NP, PSPACE, NPSPACE

| Definicija. Razredi zahtevnosti P, NP, PSPACE in NPSPACE so definirani:

P = U, DTIME(#)

razred vseh odlocitvenih problemov, ki so deterministicno resljivi v polinomsko omejenem Casu
NP = U, ,NTIME(#')

razred vseh odlocitvenih problemov, ki so nedeterministicno resljivi v polinomsko omejenem Casu
PSPACE = U, DSPACE(#')

razred vseh odlocitvenih problemov, ki so deterministi¢no resljivi na polinomsko omejenem prostoru

NPSPACE = U,,,NSPACE (#')

razred vseh odlocitvenih problemov, ki so nedeterministicno resljivi na polinomsko omejenem prostoru
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Osnovne relacije (med P, NP, PSPACE, NPSPACE)

| Izrek. Veljajo naslednja vsebovanja: P € NP € PSPACE = NPSPACE

Dokaz.

(P € NP) Vsak DTS polinomske ¢asovne zahtevnosti je trivialni NTS (vsak ukaz da
na izbiro kve¢jemu en prehod) enake (polinomske) ¢asovne zahtevnosti.

(NP < PSPACE) Ce je L € NP, potem (po definiciji) 3%, da je L € NTIME(#¥).
Zato je (po enem od osnovnih izrekov) L € NSPACE(#), in zato (po Savitchevem izreku)
L € DSPACE(#24). Sledi (iz definicije PSPACE), da je L € PSPACE.

(PSPACE = NPSPACE) Izrek dokazemo v dveh korakih: najprej €, potem 2.

¢ (PSPACE < NPSPACE) Vsak DTS polinomske prostorske zahtevnosti je trivialni NTS
(v katerem vsak ukaz da na izbiro <1 prehod) enake (polinomske) prostorske zahtevnosti.

¢ (NPSPACE < PSPACE) NPSPACE =(definicija NPSPACE)= U,,; NSPACE(#) C

(Savitchev izrek) € U, DSPACE(#?2") € (definicija PSPACE) € PSPACE.
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10.7 Problem P .!' NP

Pravkar smo dokazali: PSPACE = NPSPACE.
To lahko razumemo takole;:

Kadar je prostorska zahtevnost polinomska,
nedeterminizem 7e pove! a racunske moci.

Ali kaj podobnega velja tudi za ! asovno zahtevnost? Vemo Ze, da je P € NP.
Vprasamo:

I Alije P=NP?
I alipaje PSS NP?

Kljub intenzivnim raziskavam v zadnjih desetletjih, je vprasanje P =? NP brez
odgovora; predstavlja glavni nereSeni problem teoreticnega racunalniStva.
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Zakaj je vpralanje P =7 NP pomembno ?

| Mnogo pomembnih odlo! itvenih problemov je v NP. Za vsak tak problem D obstaja
nedeterministi! ni algoritem Np , ki reS1 D v nedet. polinomsko omejenem Casu.

| Toda nedeterministi¢ni algoritmi #niso realisti! ni ; noben realni racunski stroj jih ne
more neposredno izvajati. (Kako naj b1 realni racunalnik brez napak izbral vedno
pravo 1zmed vecC alternativnih potez?)

| Zato moramo nadomestiti Np z ekvivalentnim deterministi! nim algoritmom Ap,
ki bo 1zracunal isti rezultat kot Np, morda (ne nujno) s sistemati! nim simuliranjem
vsakega nedeterministi! nega ukaza algoritma Np z zaporedjem deterministi! nih ukazov.

| Zato bo Ap zahteval ve! ! asa (iot ga poravi N, ), da bo 1zracunal isti rezultat kot Np,.
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Vpra!anje: Koliko !asa rabi AD Za reéevanje D (4. zarelevanjeprimerkov problemaD)?

¢ Spomino se izreka: L € NTIME(T(n)) = 3c : L € DTIME(c"™). Izrek nam pove, da

zamenjava Np z ekvivalentnim Ap povzroci kve! jemu eksponentno pove! anje Casa, ki je
potreben za reSevanje problema D.

V naSem pr1meru je D € NP, tj. D € NTIME(#) za neki k>1. Po zgornjem 1zreku je zato
De DTIME(Cn ). Torej je D deterministil no resljiv v ¢asu konst" ¢"". Pozor: to je zgornja meia
za det. Cas. zaht. problema D; njegova dejanska det. Cas. zaht. bi bila lahko tudi nizja od
konst" ¢ (a bi Se vedno veljalo D € DTIME(¢" )). Zato se zastavi vprasanje:

Ali lahko deterministi" ni Ap kljub zgornji meji O(cnk ) resi D V polinomsko omejenem " asu?

Denimo, da lahko. Ali potem to velja Se za kake druge probleme v NP? Ali morda velja celo za vse
probleme v NP ? To je enakovredno vprasanju “"Ali je P = NP?”’ (na kratko: P =? NP).

evresniciveljaP = NP (teganevemo!), potem je vsak D # NP deterministi" no relljiv v
polinomsko omejenem " asu. Zato lahko vpralanje P =? NP razumemotudi takole;

%€ je "asovna zahtevnostpolinomska, ali nedeterminizemne pove"a ral unskemo!i?
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Kako selotiti iskanja odgovoranaP =" NP ?

Prevladujoce mmnenje je, da P + NP (torej P & NP).

Zakaj? Ce bi veljalo P = NP, bi bile nekatere posledice “prevec” presenetljive (skorajda neverjetne).

Zato poskuSamo dokazati, da je P & NP.

Kako? Obstajajo razne metode. Med njimi je naslednja:
1. poiScimo “najteZji’”’ problem X v NP;
2. dokaZzimo, da ta problem X ni v P.

Podlaga za to metodo je intuicija, ki nam pravi tole:
Ce sploh obstaja kak problem v NP#P, potem je to gotovo tisti, recimo mu
X, ki je “"najtezji”’ v NP (ali pa eden od “najtezjin”, ¢e je takih vet).
Za tak X bo gotovo la"je (ali pa vsaj ne rezjie) dokazati, da ni v P, kot b1 bilo
dokazati, da kak drug problem, “lazj1” od X, ni v P.
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Prevedbeproblemov

Kdaj je nek problem ""najtezji’”’ v NP? Kako naj to lastnost sploh definiramo?

Intuitivno : Problem D* je "‘najtezji”’ v NP, Ce je vsak drug D € NP " “kveCjemu tako teZek kot”” D*.

¢ Zamisel: Denimo, da bi v NP obstajal D*, na katerega bi se dal ,,hitro prevesti’’ vsak D € NP.

Prevedbo definirajmo takole: problem D se da " hitro’ prevesti na problem D *,

e obstaja funkcija r: D — D¥, F)*)-x H$%& ($)*
ki ““hitro’’ preslika poljuben primerek d € D S "o seqsgyy - &
v primerek 7(d) € D*,

tako da se reSitev s primerka 7 (d) da
“hitro”’ transformirati v reSitev 7"’ primerka d.

Intuitivno : ReSevanje problema D bi se dalo "“hitro’’ nadomestiti z reSevanjem problema D *.

Zato bi bil D kvecjemu tako teZek kot D*! (Tu ni! ne govorimo o te€avnostirelevanjaD*.)

¢ Ce bitak D* € NP obstajal, bi bil vsak drug D € NP kve! jemu tako te" ek kot D*;

z drugimi besedami: D* bi bil najte" ji problem v NP (ali pa eden od njih).
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Polinomske-! asovneprevedbe

Se vedno smo dolZni pojasniti, kaj pomeni, da se da D hitro prevesti na D*.
Definirajmo: "hitro’’ = v deterministi! nem polinomskem ! asu.

Zdaj imamo vse pripravljeno za naslednjo definicijo:

Definicija. Problem D eNP je polinomsko-¢asovno prevedljiv na problem D’ tj. D <PD’,
¢e obstaja deterministicni TS M polinomske Casovne zahtevnosti, ki preslika poljuben
primerek d € D v primerek d’ € D’, tako velja d je pozitiven < d’ je pozitiven.

Relaciji < Pre¢emo polinomska-¢asovna prevedba (polinomska prevedba kadar je jasna dagreza!as).

Intuitivno : M v polinomskem ¢asu nadomestid € D z d’ € D’, ki ima enak odgovor kot d.
Kako to stori? M na podlagi vh.besede (d ) vrne v Casu poly(|(d )|) besedo M({(d )), za katero velja
M({d)) e L(D’) < (d) e L(D). (Tu je seveda M({(d )) = (d’), koda primerka d’.)

Ugotovili smo: NajteZji problem v NP je vsak problem D *, za katerega velja
D* e NP in
Za vsak D € NP: D <P D*.

V naslednjem razdelku bomo rekli, da je tak problem NP-poln.
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10.8 NP-polni in NP-tezki problemi

| Zdaj uvedemo pojma NP-polnegain NP-te"kegaproblema.
I Razlo"imo, da obstaja NP-poln odlo! itveni problem.

I OpiSemo obi! ajno metodo za dokazovanje NP-polnosti oz.
NP-te"kosti drugih ra! unskih problemov.
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NP-polni in NP-te"ki problemi

I Videli smo, da je najte" ji problem v NP vsak problem D*, ki 1zpolnjuje pogoja
D* € NP
D <P D*, za vsak D € NP

| Taki problemi so tako pomembni, zato si zasluZijo posebno ime.
Definicija. Problem D* je NP-te" ek, Ce za vsak D € NP velja D <? D*.
Problem D* je NP-poln, Ce velja
D* e NP 1n
D <? D*, za vsak D € NP.

| Torej: problem je NP-poln & problem je v razredu NP A problem je NP-te" ek.
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(nadaljevanje)

NP-polnost oziroma NP-tezkost problema D* lahko ilustriramo takole:
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Crtkane puscice predstavljajo polinomske-¢asovne prevedbe D <P D* (za posamicne D e NP)
Pozor: NP-te! ek problem je lahko v NP ali izven NP.
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Obstaja NP-poln problem

¢

Vprasanje. Ali sploh obstaja kak NP-poln problem; tj., ali D* sploh obstaja?
Odgovor. Da, obstaja. Danes poznamo Ze na tisoce takih problemov!
Prvega sta 1971 neodvisno odkrila Stephen Cook in Leonid Levin.

Definicija. LogiCni izraz (Boolovizraz) induktivno definiramo takole:
¢ Logic¢ne spremenljivke x1, x,, ... so logi€ni izrazi.

¢ Cesta Ein Flogi¢na izraza, so ~E, EV F in E A\ F logi¢ni izrazi.

Definicija. Logi¢ni izraz E je izpolnljiv, Ce obstaja prireditev logi¢nih vrednosti
RESNI%VO/NERESNI%NO Njegovim spremenljivkam, da ima E logi¢no vrednost rResNiowo.

Definicija. Problem 1zpolnljivosti je odlocCitveni problem
SAT = ""Ali je logicni 1zraz E izpolnljiv?”’

Izrek (Cook-Levin). SAT je NP-poln problem.

Torej: Za problem D* lahko vzamemo SAT.
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I ldeja dokaza.

Letos preskoc¢im.

Borut Robi¢, Computability &

310 Computational Complexity



Dokazovanje NP-polnosti problemov

IV nadaljevanju bomo potrebovali naslednja dva izreka:

Izrek. Naj bo D <? D’. Potem velja:
I D’eP =DeP

I D’eNP = DeNP.
Intuitivno: %e8je problem D prevedljiv v polinomskem "#su na kak problem v P (oz. v NP),

potem je tudi sam D v P (oz. v NP).
| Izrek. Relacija <? je tranzitivna.

Torej: DKPD’N D’PD” = DPD”.
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(nadaljevanje)

I Korolar. Velja sledece:
D* je NP-te"ek A D* P D' = D' je NP-te"ek

D*jeNP-poin A D*PD' A D' eNP = D' je NP-poln

¢ Korolar nam razkrije metodo za dokazovanje NP-tezkosti oz. NP-polnosti problema D' :

Za dokaz, da jeD!
NP-te. ek:

Nek znano NP-te. ki
problem D* prevedi

v polinomskem!asu
naD' .

Za dokaz, da jeD'
NP-poln:

Nek znano NP-polni
problem D* prevedi
v polinomskem!asu
naD' in doka&i, da
jeD' vNP.

| HE $%&( LHE )+,
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Primeri NP-polnih problemov

I S tometodoje bila dokazanaNP-polnost 0z. NP-te&ost & nekajtiso#problemov.
Spodajnavajamosamaotri (za vet glejte npr. Wikipedia: List of NP-complete problems).

¢ RAZDELITEV (PARTITION)
Primerek: Kon¢na mnozica A naravnih Stevil.

Vprasanje: Ali obstaja podmnozica B€ 4, daje a=  a?
al B al A" B

¢ HAMILTONOYV CIKEL (HAMILTONIAN CYCLE)
Primerek : Graf G(V, E).
Vprasanje - Ali G(V,E) vsebuje Hamiltonov cikel?

¢ KOSI (BIN PACKING)

Primerek : Kon¢na mnoZica U naravnih $tevil in naravni Stevili ¢ in &.
Vprasanje : Ali obstaja razdelitev mnoZice U na disjunktne mnoZice U,, U,, ..., U, , tako da je vsota
Stevil v vsaki U, kve¢jemu ¢ ?
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Povzetek
I Ceje P # NP, potem so razmere v razredu NP naslednje:
Tu so:

¢ NPC jerazred vseh NP-polnih problemov.
¢ NPI jerazred vseh NP-vmesnih problemov. Vmesnih??

Izrek (Ladner): Ce P+NP, potem v NP obstaja problem,
ki ni niti v P niti v NPC.

Rekli bomo, da je tak problem NP-vmesen

Kandidat za NP-vmesni problem je odlocitveni problem

#5%"% ,,Ali je 7 sestavljeno Stevilo?*

Ce je P + NP, potem velja:

Ce je problem v NPC ali NPI,
potem njegova deterministicna ¢asovna zahtevnost 77 polinomsko omejena.
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(nadaljevanjg

468, )+, -

N"%+,-&
¢ Pravimo, da so problemi, ki so
v razredu P, obvladljivi (tractable). -
Ostali izrac¢unljivi problemi so "#) *g)r+ |
neobvladljivi (intractable). 1$%&'()*+,-! Pie T
' Y%o+,-&/ T
¢ Izjema so problemi v razredih ’ 'S
NPC in NPI. Za te probleme l | -
$e ni znano, ali so obvladljivi \ 1#"% T
ali neobvladljivi. (Domnevamo \"‘!:!:ZI:::~ )<Y+, - 1
pa, da so neobvladljivi.)
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10.9 Slovar

computational complexity ra,-unskazahtevnostcomputational resourcera,-unski vir (non)deterministictime
complexity (ne)deterministi,na ,-asovnazahtevnostcomplexity classrazredzahtevnosti(non)deterministicspace
complexity (ne)deterministi,na prostorskazahtevnosttape compressionstiskanjetrakov linear speeduppohitritev
reduction in the number of tapeszmanjlanje !tevila trakov OweltbehavedO function,lepa, pohlevnaOfunkcija
space/time constructible functionprostorskd ,-asovnopredstavljiva(ali verna) funkcija fully space/time constructible
function popolnoma prostorskd ,-asovnopredstavljiva(ali verna) funkcija polynomial polinom (non)deterministic
polynomial time/space complexity (ne)deterministi,-na polinomska ,-asovnd prostorskazahtevnosthard/difficult
problemte ek problem problem reductionprevedbaproblemaeasy problemlahek problem polynomial-time
reduction polinomska ,-asovnaprevedbalogarithmic-space reductiorogaritmi,na prostorskaprevedbaNP-complete
problem NP-poln problem NP-hard problemNP-te ek problem Boolean expressioBoolov izraz satisfiable
izpolnljiv satisfiability problem problemizpolnljivosti NP-intermediate problemNP-vmesniproblem (in)tractable
(ne)obvladljiv

Borut Robi ¢, Computability &

316 Computational Complexity



*B2-#5-/(2( C)B-*6(




Vsebina

| Prestavimna APS2.
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Resevanje
neobvladljivin problemov




Vsebina

| Prestavimna APS2
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