1 Osnovna nacdela

Funkcija je preslikava f: X — Y, kjer fC X XY AVze X 3Ilye
Y : (z,y) € f. Funkcijaf je injektivna, ¢eVa,b € X : f(a) = f(b)) =
a = b; surjektivna, ¢e Vy € Y Iz € X : f(z) = y; bijektivna, ce
injektivna in surjektivna. Funkcija f: X — X je idempotentna, ce
fof=foz CeVye f(X) velja f(y) =v.

Mno#ica preslikav X : - Y je YX, |[YX| = [vIXT

Permutacija je bijekcija f : X — X. S, je mnozica V permutacij [n],
|Sn| = n!. Stevilo cikli¢nih permutacij v Sp, = (n — 1)!.

Dirichletovo naéelo: (1) |X| > |Y| = —3injekcija f: X — Y.
(2) Imamo n kroglic, ki jih dajemo v m Skatel tako, da v vsaki ¢&im manj
kroglic: r € N: n > r.m = dskatla z > r + 1 kroglicami.

Nacelo vsote, produkta: Aj,..., A, mnoZzice:

n
AiﬂA]’ 2074?5] - |U?:1A¢‘ :ZlAl‘

=1

g

<= limnﬂooﬁ =1.

HIAI

Asimptotska enakost: a, ~ by,

Stirlingova formula: n! ~ 277 - (2)"
E'=k-(k4+1)- - (k+n—1) kﬂfk-(—1)~ o (k=n+1)

(T1) Idempotentnih funkcij f : [n] = [n] je Y7y () - i °.

2 Podmnozice in Nacrti

2.1 Binomski koeficienti

Binomski koeficient: n,k € Ng, A mnozica:

(D=tsca = ()=(") ::’([Z])'

! .
("):”f: e 0<k<n
k k! 0; sicer

k=0
Binomski izrek: Naj bo (R, + ,-) komutativen kolobar in a,b € R,
potem:
n
(a+b)" = (n) ca Tk LBk
k=0 k
Kroneckerjeva delta: §;; := {(1) z;j 6no =Y ho(-DF- (3) =

0.

2.2 Izbori

Med n kroglicami jih k izbiramo:
Ponavljanje (dovoljeno)

JA NE

Vrstni red (pomemben)

JA - variacije n

NE - kombinacije

2.3 Kompozicije

Kompozicija stevilan € N je (A1,...,A), e Ay > Tin Ay +---+ A =
n. Ce \; > 0, je kompozicija Sibka. A; ¢len, [ dolzina in n velikost
kompozicije.

Stevilo kompozicij n je 2”1, n dolzine k pa (Z:%) za n,k > 1.
Stevilo sibkih kompozicij n dolzine k je ("**71) za nk > 1.

2.4 Nacelo vkljuéitev in izkljucitev
Ai1,...,An € A mnozice, I C [n] in A = N;erA;:

> (-

I1C[n] 170

U, A;| = Y=L Ay

N Af = > (=DM A
1C(n]

Eulerjeva funkcija:

®(n) = [{i € [n] : ged(ni) =1} =n-[](1 - %)

pln
2.5 Multinomski koeficient

Multimnozica M = {19,...,
ponavljanjem.

n%n }je neurejen seznam objektov s

Multinomski koeficient je (, ™ )= —ml__

A1,.-eyap ay!l...an!

Stevilo permutacij multimnoZice: (a;rta”)
sensn

Multinomski izrek:

K

n .
(z1 4 +zp)" = <.1 zk)lelmk

i1+ tig=n, i; >0

2.6 Nacérti in t-nacrti

Nacért je B = {Bi,...
IB|=-- =

,Bp} s parametri (v,k,\), ¢e velja: B; C [v],
|Bp| = k in Vi € [v] 3 natanko X indeksov j, da veljai € B;.

1
Nadrt s parametri (v,k,A) 3 <= k|v- A A A< (k 1)
T-naért je B = {Bi,..
1By| = - =
indeksov j.

.,Bp} s parametri (v,k,A¢), Ce velja: B; C [v],
|Bp| = k in VA C [v], |A| =t velja A C Bj za natanko \;

B t-nalrt s parametri (v,k,A\¢) = B (t-1)-nad¢rt s parametri (v,k,A¢—1

v—t+1

A= Npr ——
t—1 tl{?—t-‘rl

Steinerjev trojéek je 2-nalrt s parametri (v,3,1).

(T1) B 2-naért s parametri (v,k,A2) = k-(k—1)| X2 -v-(v—1).
(T2) Steinerjev trojéek 3 le ko je v = 1(mod 6) ali v = 3(mod 6).
(T3) Naj velja, da so S +4; ¢ € Zy V med seboj razlicni —
{S+14; ¢ € Zn} nacrt s parametri (n, |S|,|5)).

3 Permutacije, Razdelitve, Razclenitve

3.1 Sterlingova Stevila 1. vrste

Sterlingovo stevilo 1.

C(nk).

vrste je $tevilo permutacij v Sy, s k cikli,

Cnk)=C(n—1,k—1)4+(n—1)-C(n—1,k)

Z C(n,k) - z* =
k
2 (=

k

D k. C(nk) - zF =22

3.2 Sterlingova Stevila 2. vrste in Bellova Stevila
Razdelitev mnozice A je {Bi1,..., By} da velja: (1) B; # 0 Vi € [k]
(2) BinB;j =0i#j (3) Uf_B; = A.

Sterlingovo Stevilo 2. vrste S(n,k) je Stevilo razdelitev [n] s k bloki.
Bellovo $tevilo B(n) je stevilo razdelitev [n].

S(n,k) =S(n—1,k—1)+k-S(n—1,k)

B+ 1) =Y (7)Bik)

k=

[=}

Z S(n,k) - 2k =
k

nH** . S(nk) - zF = z"

2 (=

k

n

> () - Stkm) = S(n+1m +1)

k=0

Stevilo surjekcij [n] — [k] je k! - S(n,k).

k
S(n,k) :Z

—J)!

Tabela Bellovih in Sterlingovih Stevil 2. vrste:

n\k[0 1 2 3 4 5|BMm
0 [100 0 0 01
1 |o10 0 0 o0f1
2 o011 0 0 0|2
3 /013 1 0 0[5
4 017 6 1 0|15
5 |0 1 15 25 10 1|52



3.3 Lahova stevila

Lahovo 3tevilo L(n,k) je stevilo razdelitev [n] na k linearno urejenih
blokov.

Link)=L(n—1,k—1)+(n+k—1)-L(n—1,k)

n! /m—1
L(n,k)zg-(]%l

Z L(nk) -k = 2™
k

) nk>1

ST R L(nk) - aF = a2
k
Opomba: S(n,k) < C(n,k) < L(n,k).

3.4 Razdclenitve

Razélenitev stevila n € N je (A1,...,A;), kjer A1 > A2 > ... \; in
M+ -+ XN =n. A je clen, I = [(X\) dolzina in n = |A| velikost
razclenitve.

Konjugirana razélenitev )\ ima diagram, ki je transponiran dia-
gram A, A} = max{i : X > j} = [{i: A 2N, A=A Aje
sebiadjungirana, e \' = \.

Stevilo razé&lenitev stevila n poljubne dolzine je P(n), dolzine k
Py (n), dolzine < k Py (n):

Py(n) = Pr(n—k)
Py(n) = Py_1(n — 1) + Py(n — k)
Py (n) = P(n — k) + Pi_1(n)
Pn(2n) = P(n)

Eulerjev 5-kotniski izrek:

Py = 3 (-1 (e~ SO BT,
k=1

(T1) Stevilo sebiadjungiranih raztlenitev n = Stevilu razélenitev na
razli¢ne lihe Clene.

3.5 Dvanajstera pota

Injektivna razporeditev: v vsaki Skatli je najve¢ ena kroglica
Surjektivna razporeditev: v vsaki $katli je vsaj ena kroglica

£ Razporejamo n kroglic v k skatel:

# moZnosti
n | k v injektivne surjektivne
L|L K o )
N L ) (1)
L|N|>pSng | Ln<k[0n>k S(n,k)
N|N P(n) Ln<k|0:n>k| Py(n)

L - lo¢imo kroglice/skatle, N - ne lo¢imo kroglice/skatle

4 Rodovne funkcije

(K, + ,-) je polje, ¢e sta (K,+) in (K — {0},-) Abelovi grupi in velja
distributivnost. Karakteristika K oz. char(K) je najmanjsi p € N:
1-p=0€e K. Ce tak p 3, potem char(K) = 0.

Kolobar K ima delitelje niéa ¢e Ja,b € K —{0}:a-b=0.

Naj bo (an)nen zaporedje oz. preslikava N — K kjer K polje in
char(K) = 0. Formalna potenéna vrsta je potem Y>> anz™. Naj
bo njen multiplikativni inverz p(z), potem je rodovna funkcija te
potencne vrste ﬁ

Naj bo K polje in char(K) = 0:

n
Klz] ={>_ arz® |n €NAa; € K}
k=0

Klz]] = {>_ anz™ | a; € K}
n=0

(T1) V K|[x]] ni deliteljev nica.
(T2) 3°7° ) anz™ ima multiplikativni inverz <= ag # 0.

4.1 Linearne rekurzivne enac¢be s konstantnimi
¢leni

cqan + c4g—1an—1+ -+ copn_qg=0 ¢; €C co,cq #0

P(x) =caA® +cg 123 4 oo
k
an = sz(") ST
i=1

Kjer P(z) karakteristiéni polinom, Aj,...,\; njegove nicle in p;

polinom stopnje < kratnost nicle ;.

Cdan + c4g—1an—1+ -+ coan_g=r(n)- A" ¢; €C co,cq#0
an = afl 4 g(n) - A" - n®

Kjer al resitev homogenega dela, deg(q) < deg(r) in a > 0 kratnost A
v P(z).

4.1.1 Kompleksne nic¢le
A= atiy = N (cos(@)+irsin(4) X = z—iry = |A] (cos(d)—i-sin(4))
an = A An + B A = |\ (A cos(ng) + B'sin(ng))

4.2 Binomska vrsta in Catalanova Stevila

PosploSeni binomski koeficient za A € K, n € N, kjer K polje in
char(K) = 0:

A A A (A=1) ... (A= 1
()::7: A=D...A=ntl) o
n n! n!

Binomska vrsta By(z) := Y 2, (:‘L);v"

(T1) (a+bd)2 =3, (Z)aﬂ-b& zan €Ninabe K.
(T2) B)\l (1‘) + B)\Q(I‘) = B/\1+)\2(1‘) za )\1,)\2 e K.
(T3) (1+x) - By (xz) = ABx(x).

Catalanovo Stevilo (dvojiska drevesa, Dycke-ove poti, tringulacije
itd.):

c :nilC C _ 1 <2n)
n i k n—1—k n+1 n

oo
Z Cpa"™ =1+ + 222 + 525 + 14z*...

n=0

4.3 Rodovne funkcije razélenitev

zk

007 1 oo
Pi(n) 2" = Py - (n)a" = ——
2,7 ; 2 = e

i:l(l — )

oo " 1
nXI:OP(n) "t = 721(1 9

o(n) je # razclenitev n z lihimi &leni, d(n) je # razclenitev n z razli¢n-
imi ¢leni:

Z o(n)-a™ = Z d(n)-z" = H(l + )
n=0 n=0 1=0

(T1) # razclenitev n, kjer sumandi sodi = # razclenitev n, pri katerih
se V sumand pojavi sodo-krat.

(T2) # razdlenitev, kjer se noben sumand ne pojavi > 2 = # raz¢len-
itev, kjer noben sumand deljiv s 3.

4.4 Uporabne vrste

N AT 1

=3 oam =3 (a)
— n! 1— Xz 7(1)
n=0 n=0

1 S m+k—1 1 >
L —Z( L )(,\x)n — :Zmbnxn
n=0 n=0

a_iij je # kompoxzicij n s ¢leni i ali j
bl je # permutacij v Sp, 7 = id
cl je # razclenitev n na sumande velikosti s;, kjer s; € [ in I C N



5 Polyjeva teorija

ogrlice (rotacija), zapestnice (rotacija + zrcaljenje)

X...mnoZica korald, | X| =n, G C Sx, elementi G delujejo na X

G < Sx...G podgrupa Sy <= ide GAnye G — myeGATE
G = nleG

Cikli¢na grupa Cp, = {(12 ...n)" | 0<i<n—1}, Cp & Zy.
Diedrska grupa D, = grupa simetrij pravilnega n-kotnika (dovoljene
rotacije in zrcaljenje), |Dy| = 2n.

z,y € X sta ekvivalentna, x ~y e g€ G:g-x =y.

Orbite so ekvivalen¢ni razredi za relacijo ~, G-z = {g-z | g€ G} C X
je orbita elementa x.

Mnozica orbit je X/G = {Gz | z € X}.

Stabilizator za x je G, = {9 € G| g -z =z}, Gz <G.

MnoZica negibnih to¢k gje X9={z € X | g -z = z}.
Avtomorfizem grafa G je taka ¢ : V(G) — V(G), ¢e ¢ bijekcija in
veljau —v € E(G) <= ¢(u) — ¢(v) € E(G)

5.1 Burnsidova lema

1
G| =G -2|-|Ga]  |X/Gl= = > 1XY)
Gl /=%
5.2 Cikli¢ni indeks in Pélyjev izrek
Cikliéni indeks...Zg
1

:@Z IT e

g€G c cikel g

Zg(ti,.--tn)

1 n
Ze, (b, otn) == > ¢(d) - tf
n
d|n
1 n—1
1 n -t1-t, 2 ; nlih
ZDn(tl,...,tn):%Zqﬁ(d)-thr 1oz
d|n

N S

n 1 n_q
-t22+1-t%-t22 ; n sod

¢(n) =i €[n] | D(ni) =1} =n- H(1_;1))
pln

Poélyjev izrek pravi, da &e je G < Sx in ¢: G — N ¢(g) = # ciklov v
g, potem je # neekvivalentnih barvanj X z r barvami enako:

1
@ Z rel@) = Za(ry...,m)
geqG

Enumerator...Eq x g, Kjer [R| =7, B={8={B1,82,....6:} | Bi >
OAB1+ -4 Br = n} in A(B) = # neekvivalentnih barvanj, kjer 8;
korald barve i:

Eg x,r = Z A(B) - H “/;jk
k=1

BeEB

Polyjev izrek (posplositev) pravi:

Egx,r=2gui~+ - +ur,...,ul + - +ul})




