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Predstavitev predmeta

predmet: Linearna algebra (ISRM)

obseg: Celoleten predmet, dve uri predavanj in dve uri vaj na teden

re¥im: Stirje kolokviji in trije izpitni roki (odvisno od razmer).

ocena: Oceno iz predmeta dobite na ustnem izpitu. Za pristop k ustnemu
izpitu rabite vsaj 50% totk iz kolokvijev ali iz pisnega izpita. Veljajo samo

kolokviji in pisni izpiti v tem Solskem letu.

obves¢anje: preko spletne ucilnice https://ucilnica.fmf.uni-1j.si/
Cimprej se vpisite, sicer ne boste prejemali obvestil o tem predmetu.

izvajanje: Hibridno v predavalnici in na daljavo. Na prvem predavanju 5.

10. so v predavalnici tisti s lihimi vpisnimi Stevilkami. Ostali spremljajo
predavanje po Zoomu (link je na spletni u&ilnici). Drugi teden obratno.
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Predstavitev snovi

Prvi semester: Drugi semester:
o Vektorji v R" @ Linearne preslikave
o Sistemi linearnih ena&b @ Lastne vrednosti in lastni vektorji
o Matrike @ Prostori s skalarnim produktom
@ Determinante @ Adjungirana linearna preslikava
@ Algebrai¢ne strukture @ Singularni razcep
@ Vektorski prostori @ Kvadratne forme

Osnovna literatura:
o Kosirjeva skripta (&ez celo leto),
@ moja skripta (samo 4 poglavja).

Dostopno preko spletne udilnice.
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Vektorji v R”

Uvodno predavanje



Geometrijski in krajevni vektorji

Za laZjo predstavo se omejimo na ravnino, ¢eprav bo vse veljalo tudi za
prostor, pa tudi za visje dimenzije.

Definicija geometrijskega vektorja

Geometrijski vektor je usmerjena daljica med dvema to¢kama. Zadetni
tocki pravimo rep, konéni to¢ki pa glava vektorja. Dva geometrijska
vektorja sta enaka, ¢e sta vzporedna, enako dolga in kaZeta v isto smer.

Primer, ko je /@ = C?

C

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Uvodno predavanje oktober 2020 6 /19



Izberimo sedaj v ravnini neko to¢ko, ki ji pravimo izhodis€e.

Definicija krajevnega vektorja
Krajevni vektor je geometrijski vektor, ki ima rep v izhodis¢u. J

Vsak geometrijski vektor je enak natanko enemu krajevnemu vektorju.
Lahko ga namre¢ vzporedno premaknemo tako, da rep pade v izhodis¢e.

Vsak krajevni vektor je natanko doloten s svojo glavo. Ce skozi izhodiste
potegnemo koordinatni sistem, potem je glava natanko doloena s svojimi
koordinatami. Torej lahko identificiramo naslednje pojme:

@ Urejeni pari realnih Stevil.

@ Tocke v ravnini.

o Krajevni vektorji v ravnini.

@ Mnozice paroma enakih geometrijskih vektorjev v ravnini.
Podobna identifikacija velja tudi za prostor in vi§je dimenzije.
Primer: Koordinate krajevnega vektorja, ki je enak geometrijskemu
vektorju iz totke (x1,...,Xxp) v to€ko (y1,...,¥n), S0 (y1 — X1, .-, Yn — Xn).
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Operacije z vektorji

Krajevnim vektorjem bomo v nadaljevanju rekli kar vektorji. Njihova
glavna prednost pred geometrijskimi vektorji je, da z njimi lahko ra¢unamo.

Definicija vsote

Vsota dveh vektorjev je algebrai¢no definirana z

(X1y - Xn) + (V1y- oy ¥n) = (X1 + Y1,y Xn + Yn)-

Geometrijsko vsoto pojasnimo s paralelogramskim pravilom:

o
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Realnim Stevilom bomo v nadaljevanju pogosto rekli skalarji.

Definicija produkta s skalarjem
Produkt vektorja s skalarjem je algebrai¢no definiran z

a(xi, ..., xn) = (ax1,...,axp).

Geometrijski pomen produkta vektorja s skalarjem « je, da vektor
raztegnemo za faktor a. Ce je o < 0, potem vektor raztegnemo za
faktor |a| in ga prezrcalimo &ez izhodi¥e.
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Ker sta obe operaciji definirani po komponentah, lahko njune lastnosti
izpeljemo iz lastnosti realnih Stevil. Ozna&imo 0 :=(0,...,0) in

—(x1y -y xn) = (=x1, ..oy —Xxn) = (1) (X1, .- -, Xn)-

Potem veljajo naslednje lastnosti:

Lastnosti vsote Lastnosti mnoZenja s skalarjem:
@ X+ty=y+Xx, ° a(x+y)=ax+ay,
o (x+y)+z=x+(y+2), o (a+ B)x = ax+ Bx,
o x+0=x, o (af)x = a(Bx),
e x+ (—x)=0. e Ix=x,0x=0.

Te lastnosti bomo kasneje vzeli za aksiome abstraktnega vektorskega
prostora.
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Linearne kombinacije vektorjev

Definicija linearne kombinacije

Vektor v € R"” je linearna kombinacija vektorjev v, ... v, € R”,
¢e obstajajo taki skalarji a1, ...,a,m € R, da velja

V=aiVvi+... +Famvm € R".

Opomba: Ce hotemo preveriti, ali je vektor v linearna kombinacija
vektorjev vy, ..., Vv, moramo resiti sistem n linearnih enab v m
neznankah. S sistemi linearnih ena&b se bomo ukvarjali kasneje.

Primer linearne kombinacije

Preverimo, ali je vektor (0,2, —3) linearna kombinacija vektorjev (1,1, —1)
in (2,0,1). Ce enatbo (0,2, -3) = a(1,1,—1) + (2,0,1) razpiéemo po
komponentah, dobimo 0 = o+ 23, 2 = o, —3 = —a + 8. Uganemo
reSitev a = 2, 8 = —1, torej je odgovor na vprasanje pozitiven.
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Primer: Delitev daljice v danem razmerju
Dana je daljica AB. I$¢emo tako to¢ko C na tej daljici, ki jo deli v
razmerju 3 : 2. To pomeni, da velja AC = %A .
Oznalimo z r4, rg in rc krajevne vektorje, ki ustrezajo tockam A, B in C.
Radi bi izrazilirc zra in rg. Ker je AB =rg — rp, dobimo

— 3 2 3

rc :OA—FRZYA—F—(I‘B —I’A) = —rp+ —rp.
5 5 5 )
A
C
I

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Uvodno predavanje oktober 2020 12 /19



Primer: Sredis¢e to¢k
Sredisce tock rq,...,r, je totka

1
E(rl +...4ry).
Oglejmo si geometrijsko konstrukcijo sredis¢a: Naj bo p; = r;. Za vsak

i=2,...,m naj bo p; taka to¢ka na daljici med p;_1 in r;, ki to daljico
deli v razmerju 1 : (i — 1). Trdimo, da je potem p,, iskana totka.

Dokaz: S popolno indukcijo bomo dokazali, da za vsak i = 1,..., m velja
pi = %(rl +...+r;). Ker je p1 = r1, trditev drZi za i = 1. Po prej$njem
primeru za vsak i = 2,...,m velja p; = #p;_l + %r;. Ko vstavimo

indukcijsko predpostavko p;_1 = ﬁ(rl + ...+ ri_1) in uredimo, dobimo
pi = %(%(rl +...4r1))+ %r,- = %(rl + ...+ r;), kar smo trdili.
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Linearna neodvisnost vektorjev

Definicija linearne neodvisnosti vektorjev

Vektorji vi, ...,V so linearno odvisni, &e je eden od njih enak linearni
kombinaciji preostalih. Sicer so linearno neodvisni.

En vektor je linearno neodvisen, &e ni enak ni¢. Dva vektorja sta linearno
neodvisna, e ne leZita na isti premici skozi izhodis¢e. Trije vektorji so
linearno neodvisni, &e ne leZijo na isti ravnini skozi izhodisce.

Oglejmo si %e, kako linearno neodvisnost vektorjev raunsko preverimo.

Trditev

Vektorji vy, ...,V so linearno neodvisni natanko tedaj, ko ima sistem
linearnih enaéb ajvi + ...+ amvy, = 0 samo eno resitev, to je trivialno
reSitev a1 = ... = a,y = 0.
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Dokaz: Otitno je a1 = ... = a; = 0 vedno reditev sistema enacb
aivi + ...+ amvy, = 0. Ce bi imel ta sistem %e kak3no drugo resitev,
potem bi za to reditev veljalo a; # 0 za nek i. Potem bi lahko izrazili

am

(0%
Vi= (— it I (- )v,-+1+...+(—07)vm.

1 1 1

_ Qi1 Qi1

Po definiciji bi to pomenilo, da je v; enak linearni kombinaciji preostalih
vektorjev, kar bi pomenilo, da so vektorji vi, ..., vy, linearno odvisni.

Velja tudi obratno. Ce bi bili vq, ..., v, linearno odvisni, potem bi lahko
enega od njih izrazili kot linearno kombinacijo preostalih, recimo
vi=0wv1+...+Bic1vic1 + Bivigr + ... + Bm-1Vm. Potem bi sistem
aivi + ...+ amvy, = 0 imel, poleg trivialne reSitve, Se resitev

a1 = f1,...,ai—1 = Bic1,0p = =L ajy1 = Bi,...,am = Bm-1.
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Posledica
Vektorji vy, ...,vy, € R" so linearno neodvisni natanko tedaj, ko se da

vsak vektor iz R" na kve&jemu en nacin izraziti kot linearna kombinacija

vektorjev vy, ..., Vn.

Dokaz: Ce so vy, ..., V., linearno neodvisni, in &e se da nek vektor v € R”

izraziti kot
V=aiVi+ ...+t amVm = B1vi+ ...+ BmVm,
za neke skalarje a1, ...,am, B1,- .., 8m, potem je
O=v—-v=(a1—pFi)vi+ ...+ (am—Bm)Vm-
Po trditvi odtod sledi, da je a; — B =0zavsak i =1,..., m.

Obratno, &e se da vektor 0 na kve&jemu en nalin izraziti kot linearna
kombinacija vektorjev vy, ..., vy, potem iz

Vi + ... +amvym = 0=0vy +...+0vp,

sledi, da je a; = 0 za vsak i = 1,..., m. Po trditvi odtod sledi, da so
vektorji vi, ...,V linearno neodvisni.
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Definicija ogrodja

Vektorji vi,...,v, € R"” so ogrodje natanko tedaj, ko se da vsak vektor iz
R"™ na vsaj en nacin izraziti kot linearna kombinacija vektorjev vi,...,vp,.

v

Definicija baze

Vektorji vi,...,vy, € R"” so baza natanko tedaj, ko so ogrodje in ko so
linearno neodvisni. Se pravi natanko takrat ko se da vsak vektor iz R" na
natanko en nadin izraziti kot linearna kombinacija vektorjev vy, ..., vp,.

Opomba: IzkaZe se, da ima vsaka baza v R” natanko n elementov.

Primer baze
Standardna baza za R” je

e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0), ... ,e, = (0,0,...,1),
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Primer uporabe linearne neodvisnosti

Vzemimo trikotnik s oglis¢i A, B, C. Naj bo U taka totka na daljici AB,
da je AU : UB =1:3in naj bo V taka toc¢ka na daljici AC, da velja

AV : VC =4 :1. Naj bo totka D presetise daljic CU in BV. (Glej sliko).
Izrazimo vektor /ﬁ z vektorjema b = /ﬁ inc= R!

c

|
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Kerjem:%b /W/zsc R—c—fb m@ b—%c, velja

1 1. 1-»
/B:A_(ﬂAR:ZbJFA(c—Zb):TMAc

4 4(1 —
AD = AV+N@ 7c+ub—7c) ub+(5M)c,

kjer skalarjev A\ in i 8e ne poznamo. Ker sta b in c linearno neodvisna,

odtod sledi, da je

1A Ao
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Vektorji v R", 2.del
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Norma

Definicija norme

Norma vektorja x = (xi, ..., x,) € R" je skalar

Geometrijski pomen: Po Pitagorovem izreku je ||x|| ravno oddaljenost
totke x od izhodis¢a, razdaljo med dvema to¢kama x in y pa lahko
izrazimo kot ||y — x||. Namesto H/@H piemo raje AB.

Osnovne lastnosti norme so:

o ||| > 0 za vsak x € R". Enataj velja natanko tedaj, ko je x = 0.

o ||ax|| = |al||x|| za vsak v € R in x € R".
o [Ix+yll < x| +llyl za vse x,y € R".

Prvi dve lastnosti sledita direktno iz definicije norme. Tretjo lastnost bomo

dokazali kasneje. Pravimo ji trikotniska neenakost.
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Skalarni produkt

Definicija skalarnega produkta
Skalarni produkt vektorjev x = (x1,...,%,) iny = (y1,...,¥n) je skalar

n
<X, y> = ZX/‘)’/-
i=1

Osnovne lastnosti skalarnega produkta. Za vse «, 8 in vse X, Yy, z velja:
o (x,x) = ||x||?> (pozitivna definitnost),
o (x,y) = (y,x) (simetri¢nost),
o (ax+ By,z) = a(x,z) + S(y, z) (linearnost v prvem faktorju),
(x, ay + Sz) = a(x,y) + B(x,z) (linearnost v drugem faktorju).

Te lastnosti preverimo z direktnim racunom.
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Oglejmo si preprost primer uporabe skalarnega produkta.

Primer (Paralelogramsko pravilo)

DokaZimo, da za vsak paralelogram ABCD velja
AC’ + BD = 2(AB” + AD").

Pisimo a = /@ inb = /ﬁ Potem je

AB=|lal, AD= b, AC=|a+b| in BD=a—bl.

Formula sedaj sledi iz ra¢una
la+b|?+|a—-b|>=(a+b,a+b)+(a—ba—b)=

= ((a,a) + (b,b) + 2(a,b)) + ((a,a) + (b,b) — 2(a,b)) =
=2((a,a) + (b, b)) = 2(|[a]|* + ||b]|?).
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Oglejmo si sedaj, kako si skalarni produkt geometrijsko predstavljamo.

Trditev
Naj bo ¢ kot med vektorjema x,y € R". Potem velja

(x,y) = [x[| {lyl| cos ¢.

Dokaz: V kosinusni izrek (slika spodaj) vstavimo a = ||x||, b = ||y||,

¢ =|lx =yl in v = ¢. Dobimo |Ix —y||* = |[x||? + [|y]|* — 2||x][[ly]| cos ¢.
Iz osnovnih lastnosti skalarnega produkta dobimo ||x — y||? =
(x—y,x—y) = (x;x) + {y.y) = (x,3) = (¥, %) = [[xI|* + |yl = 2(x.y).
Odstejemo obe formuli in krajsamo 2, pa dobimo trditev.

¢t = a* + b* - 2abcosy
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Posledica (Kriterij za pravokotnost)
Vektorja x,y € R" sta pravokotna natanko tedaj, ko je (x,y) = 0. J

Dokaz: Ce sta oba vektorja neni¢elna, potem je (x,y) = 0 natanko tedaj,
ko je cos ¢ = 0. Slednje velja natanko tedaj, ko je ¢ = 7 + kmr, se pravi,
ko je ¢ pravi kot. Ce je vsaj eden od vektorjev niceln, drzi oboje.

Posledica (Cauchy-Schwartzova neenakost)
Za vsaka x,y € R" velja |(x,y)| < ||x]|[|y|- J

Dokaz: Oceno —1 < cos¢ < 1 pomnoZimo z ||x]| ||y|| in uporabimo trditev.

Posledica (Trikotniska neenakost)
Za vsaka x,y € R" velja [[x +y|| < ||x]| + [ly]- J

Dokaz: Ce Cauchy-Schwartzovo neenakost —||x|| [ly|| < (x,y) < [|x|| ||y||
pomnoZimo z 2, pristejemo ||x||> + ||y||? in korenimo, dobimo neenakost

Il = iyl < x4yl < [lx[] -+ llyll
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Vektorski produkt

Za dva vektorja iz R3 lahko definiramo tudi njun vektorski produkt. Ce je

X:(X]_,X2,X3) in y:(}/17)/2a)’3)7

potem definiramo

x Xy = (X2y3 — X3y2,X3y1 — X1¥3, X1Y2 — X2¥1)-

Osnovne algebrske lastnosti vektorskega produkta so:

@ x X x = 0 za vsak x € R3,

o yxx=—(xxy)zavsak x c R3inyc RS

o (ax+By) xz=a(xxz)+ [(y x z) za vsak x,y,z € R® in o, B € R.
Te lastnosti preverimo z direktnim racunom.

Opomba: Vektorskega produkta se ne da posplositi na n # 3. Pri n =2
mu je nekoliko podoben vnanji produkt (xi,x2) A (y1,y2) = x1y2 — X2y1-
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Kako si vektorski produkt geometrijsko predstavljamo?

axb

b
p |axb]|
a

@ DolZina x X y je enaka plos¢ini paralelograma, ki ga oklepata x in y.
Torej ||x x y|| = ||x]|||y|| sin ¢, kjer je ¢ kot med vektorjema x in y.

@ Vektor x X y leZi na premici skozi izhodis¢e, ki je pravokotna tako na
vektor x kot na vektor y.

@ Smer vektorja x x y dolo¢imo s pravilom desnega vijaka. Desni
mezinec poloZimo na vektor x tako, da prsti kaZejo v smeri vektorja y.
Potem palec kaZe v smeri vektorja x X y.

Najprej izpeljemo ||x x y||2 + (x,y)? = ||x||?|ly||?, kar nam da prvo lastnost,
potem pa %e (x X y,x) = (x X y,y) = 0, odkoder sledi druga lastnost.
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Mesani produkt
Definicija meSanega produkta

Mesani produkt za tri vektorje iz R3 definiramo z

[x,y,2] = (x X y,2).

Njegov geometrijski pomen je, da je (do predznaka) enak prostornini
paralelepipeda, ki ga razpenjajo vektorji x,y in z. Velja namred

[x,y,2] =[x x yl|[z]| cosb,

kjer je 6 kot med x x y in z. Osnovna ploskev paralelepipeda je
paralelogram s stranicama x in y. Njegova plod¢ina je ||x x y||. Vigina
paralelepipeda je do predznaka enaka ||z|| cos@. Ce z le¥i na isti strani
osnovne ploskve kot x X y, potem se predznaka ujemata, sicer pa ne.

Njegov algebrai¢en pomen je, da je enak 3 x 3 determinanti z vrsticami
X,¥,z. To bomo obravnavali pri geometrijskem pomenu determinante.

Osnovni lastnosti meSanega produkta sta linearnost v vsakem faktorju in

podevna simetri¢nost (e zamenja$ dva faktorja, se spremeni predznak.)
Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Drugo predavanje oktober 2020 9/21



Premice v R”

Premico v R" najpogosteje podamo s to¢ko na premici in vektorjem v
smeri premice. Ce je rp dana to¢ka na premici in p dani vektor v smeri
premice, potem poljubno to¢ko r na tej premici izrazimo kot

r =ro+ tp,

kjer je t poljubno realno Stevilo. Spremenljivki t pravimo parameter,
enalbi pa parametri¢na enacba premice.
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Ce je ro = (x01,---,X0n) in p=(p1,...,Pn), potem lahko parametri¢no

enalbo zapisemo po komponentah kot
X1 = Xo1 + tp1,...,Xn = Xon + tPn.

Ce se pozvizgamo na morebitno deljenje z ni¢, potem lahko zapisemo
t_Xl_XOI_ _ Xn — Xon
P1 Pn
Tej enacbi pravimo normalna enacba premice.

Ce je premica podana z normalno enacbo, jo najprej pretvorimo v
parametri¢no enacbo, saj je ta najprimernej$a za ralunanje.
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Primer

Pois¢imo normalno enatbo premice v R3, ki gre skozi to¢ki
r1=(0,—-2,1) in rp,=(3,-2,-1).

Najprej pois¢emo tocko rg na premici in vektor p v smeri premice.
Vzemimo na primer

ro=r=(0,-2,1) in p=ro—r; =(3,0,-2).
Normalna enacba se potem glasi

t—Xl—X2+2—X3_1
30 @ -2
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Osnovne naloge s premicami

Najpogostejse naloge s premicami so:
@ pravokotna projekcija to¢ke na premico,
@ zrcaljenje totke €ez premico in
@ razdalja totke od premice.

Recimo torej, da bi radi pravokotno projecirali to¢ko r; na premico
r = ro + tp. Iskano totko oznatimo z r}.
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Ker totka r} lezi na premici, obstaja tak skalar t, da velja
ri =ro+ tp.

Skalar t moramo dologiti tako, da je vektor r; — r} pravokoten na vektor p.
Potem je 0 = (ry — ri,p) = (r1 —ro, p) — t{p, p). Odtod sledi, da je

_ (r1 —ro,p)
(p,p)
Torej je
(ri —ro,p)
(p.p)

/
r1=l’o+
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Sedaj lahko izratunamo tudi oddaljenost tocke r; od premice r = rg + tp
in njeno zrcalno sliko r] glede na to premico. Velja

d=|ri—ry] in rf=2r —r.

Zadnja formula sledi iz dejstva, da je r} ravno razpoloviste daljice med r;
: 1" s 1 /1
in r{, se pravi r; = 5(ry 4 r7).

Kadar smo v R3, lahko pri ratunanju oddaljenosti totke r; od premice
r = ro + tp uporabimo vektorski produkt. Velja

o —ro) xpll
Iol

Tako leva kot desna stran sta namret enaki ||r1 — rgl| sin ¢, kjer je ¢ kot
med vektorjema r; — rg in p.
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Ravnine in hiperravnine v R”
Ravnino v R3 lahko podamo na dva natina:
@ S totko rg na ravnini in dvema linearno neodvisnima smernima
vektorjema p in . V tem primeru poljubna to¢ka r na ravnini
zados¢a parametri¢ni enacbi

r=ro+sp+tq.

@ S tocko rg na ravnini in z neni¢elno normalo n. V tem primeru
poljubna toc¢ka r na ravnini zado$¢a normalni enacbi

(n,r —rg) = 0.
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Primer s parametri¢no in normalno ena&bo ravnine

Pois¢imo normalno enaZbo ravnine v R3, ki ima parametri¢no enatbo
r=(1,2,-1)+s(2,1,3) + t(—1,1,1).
Zapisimo enacbo po komponentah:
x=1+2s—t, y=2+4+s+t, z=-1+4+3s+t.

Iz prve enalbe izrazimo s in ga vstavimo v drugo in tretjo enatbo. Dobimo

3t——lx—l— —3 in 5t——3x+z+5
2t T XTIV T 2" T 72 2

Iz prve enalbe izrazimo t in ga vstavimo v drugo enatbo. Dobimo

Oz—gx—gy—i—z—i—S.

To je iskana normalna enacba ravnine.
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Prvi nalin podajanja ravnin deluje tudi v R". Parametri¢na enacba
r=ro+sp+tq
dolo¢a ravnino v R”, ki gre skozi tocke rg, ¥ro + p, ro + q.
Drugi nacin podajanja ravnin se ne posplosi na R”. Enacba
(n,r—rg) =0

dolo¢a neko n — 1 razsezno podmnoZico v R”, ki ji pravimo hiperravnina.

Opomba 1: Hiperravnine v R so totke. Hiperravnine v R? so premice.
Hiperravnine v R3 so ravnine. Hiperravnine v R* so trirazse?ne mno¥ice.

Opomba 2: Hiperravnine v R” so ravno mnoZice reditev netrivialnih
linearnih enatb v n spremenljivkah. Ce v enatbo hiperravnine vstavimo
n=(a1,...,an), ro = (x1,0,.-.,%n0) in r=(x1,...,Xp), dobimo linearno
enatbo aixy + ...+ apx, = b, kjer je b= aix1 0+ ... + anxn0. Velja tudi
obratno. Vsako linearno enatbo aixy + ...+ anx, = b, kjer a; # 0 za nek
i, lahko zapiemo v obliki (n,r —rg) = 0, kjer je ro = (0, ..., a%, ..., 0).
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Osnovne naloge z ravninami in hiperravninami

Najprej si poglejmo, kako pois¢emo pravokotno projekcijo tocke r; na
parametri¢no podano ravnino r = rg + sp + tq. Iskana tocka naj bo r}.

Ker totka r} lezi na ravnini, obstajata taka parametra s in t, da velja

ri =ro+sp+tq.

Ker je vektor rj — r; pravokoten na ravnino, je pravokoten tudi na oba

smerna vektorja, torej mora veljati:
((i—r,p)=0 in (r{—ry,q)=0
Ko enatbo (1) vstavimo v ena&bi (2) in uredimo, dobimo ena&bi:

s(p,p) +t{a,p) = (rL—ro,p)
s(p,q) +t{a,q) = (r1—ro,q)

Resimo sistem (3) po s in t in vstavimo rezultat v (1). Dobimo r}.
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Poglejmo si ge, kako poiséemo pravokotno projekcijo tocke ri na
implicitno podano hiperravnino (n,r —rg) = 0. Iskana to¢ka naj bo rj.

Iskana totka r} leZi na preseku hiperravnine in premice, ki gre skozi totko
ri in je pravokotna na hiperravnino. Velja torej

(n. 7} — 1) =0 4)
in obstaja tak parameter t, da velja:
¥i=r +tn ()
Vstavimo enatbo (5) v enatbo (4) in izrazimo t. Dobimo

(rp — ro,n). (6)

== (n,n)

Iskano totko r} dobimo tako, da skalar (6) vstavimo v enatbo (5).
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Primer projekcije tocke na ravnino
Izratunaj pravokotno projekcijo totke (1,1, 1) na ravnino x + 2y + 3z = 4.

V formulo
(ry —ro, n>n

(n,n)
vstavimo n = (1,2,3), ro = (4,0,0), r; = (1,1,1) in dobimo

rp=r —

1
1 ==(6,5,4).
" 7(57)

Sedaj lahko dolo&imo tudi oddajenost toke r; od (hiper)ravnine
d=r— v}

in pa zrcalno sliko totke ry glede na (hiper)ravnino.
r{ =2r] —r.
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Sistemi linearnih ena¢b
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Linearna enacba

Definicija linearne enaébe

Linearna enacba v n spremenljivkah je enacba oblike
aixy + axxo + ...+ apx, = b, (1)
kjer so a1, ao, ..., an, b dana realna Stevila, x1,xo,...,X, pa so

spremenljivke. Vsaki n-terici realnih tevil, ki zado¥€ajo (1), pravimo
reSitev enacbe (1).

Opomba: Enatba 2x =1 ni isto kot enatba 2x + 0y = 1. MnoZica reSitev
prve je totka v R, mno¥ica refitev druge pa je premica v R2.

Opomba: Ce je ay = ... = a, = 0, potem pravimo, da je enatba (1)
trivialna. Lotimo dva primera trivialne enatbe. Ce je b = 0, potem je
njena mno¥ica resitev enaka R”. Ce je b # 0, potem je njena mnoZica
reSitev prazna.
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Trditev

Ce je linearna enatba (1) netrivialna, potem je njena mnoZica resitev
hiperravnina v R”. Vsako hiperravnino v R” lahko dobimo na ta na&in.

Dokaz: Ce je enatba (1) netrivialna, obstaja tak i € {1,...,n}, da je
a; # 0. Torej jo lahko zapisemo v obliki
b
alxl—i—...—i—a,-(x,-—;)—i—...—{—a,,x,,:O. (2)
Opazimo, da je vektor n := (a1,...,aj,...,an) neniteln, ker je a; # 0.
Ce definiramo e r := (x1,...,X;,...,Xp) in rg := (0,...,5,...,0),

potem je enacba (2) ravno enatba hiperravnine (n,r —rg) = 0.

Vzemimo sedaj poljubno hiperravnino v R"”. Potem obstajata tak neniceln
n=(a,...,ay) in tak ro = (c1,...,¢y) v R”, da je hiperravnina mnoZica
reditev vektorske enatbe (n,r — ry) = 0. Ce razpi¥emo, dobimo netrivialno
linearno enacbo aijxy + ...+ anx, = b, kjer je b=aic1 + ...+ ancy.
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Uvod v sisteme linearnih enacb

Definicija sistema linearnih ena¢b
Sistem m linearnih ena&b v n spremenljivkah je sistem ena&b oblike

aixy+...+a1nXn = b1
(3)
ami1X1 + ...+ amnXn = bm
kjer so a;; in by realna Stevila, x1,...,x, pa spremenljivke.

Resitev sistema (3) je taka n-terica realnih Stevil, ki zados¢a vsaki od m
linearnih enacb v sistemu.

Opomba: Sistemu m linearnih enaéb v n spremenljivkah bomo na kratko
rekli kar m x n sistem.

Opomba: Stevilom a;; bomo rekli koeficienti sistema (3), &tevilom by pa
desne strani sistema (3).
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Oglejmo si najprej geometrijski pomen mnoZice reSitev sistema.

Trditev

Ce so vsi koeficienti in vse desne strani m x n sistema enaki ni¢, potem je
njegova mnozica resitev enaka R". V vseh ostalih primerih je mnoZzica
resitev presek hiperravnin v R"”. To vklju¢uje tudi primer, ko je mnoZica
reitev prazna, saj je prazna mnozica presek dveh vzporednih hiperravnin.

Dokaz: MnoZica reSitev sistema je presek mnoZic resSitev posameznih
enalb. Vemo Ze, da je mnoZica reSitev vsake netrivialne enacbe
hiperravnina. Ce so torej vse enalbe v sistemu netrivialne, je njegova
mnoZica reSitev presek hiperravnin.

Oglejmo si %e kako trivialne enacbe vplivajo na mnoZici reSitev. Ce ima ena
od trivialnih enacb sistema prazno mnoZico reSitev, potem ima tudi sistem
prazno mnozico resitev, torej trditev drZi.

Oglejmo si e nasprotni primer, ko imajo vse trivialne enabe sistema za
mnozico reSitev R". Take trivialne enacbe lahko izpustimo, saj ne vplivajo
na mnozico resitev sistema. Torej trditev drZi tudi v tem primeru.
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Primeri 2 X 2 sistemov
MnoZica resitev 2 x 2 sistema je lahko
@ cela ravnina (samo pri sistemu Ox + 0y = 0,0x + Oy = 0)
@ premica v ravnini (npr. pri sistemu 2x +y = 1,4x + 2y =2
prva enacba doloca isto premico kot druga enalba, torej je
mnoZica reditev sistema presek dveh enakih premic.)

@ tocka v ravnini (npr. prisistemu x+y =1,x—y =3
je mnoZica resitev presek dveh nevzporednih premic)

@ prazna mnozica (npr. pri sistemu 2x + 1 =1,4x + 2y = 3)
je mnoZica resitev presek dveh razli¢nih vzporednih premic).

Opomba: Tudi mnoZica resitev 3 x 2 sistema je bodisi cela ravnina bodisi
premica v ravnini bodisi to¢ka v ravnini bodisi prazna mnoZica.

Opomba: Mno¥ica regitev 2 x 3 sistema je bodisi cel prostor R® bodisi
ravnina v prostoru bodisi premica v prostoru bodisi prazna mnoZica.
Ne more pa biti mnoZica resitev 2 x 3 sistema to¢ka v prostoru.
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Oglejmo si Se algebrai¢en pomen resitev sistema

aixyr+...+a1nxn = b1

amiX1+ ...+ amnXn = bm

Ta sistem lahko zapiSemo kot

(bl, ceey bn) = (al’lxl + ...+ a1nXn, -y 8mix1 + ...+ am7,,x,,)

= X1(3171, cey am71) + ...+ x,,(al’,,, ..
se pravi kot razvoj v linearno kombinacijo

b= xia1 + ...+ xpan,

kjer b = (bl,...,bn) in a; = (3171,.. .,am71),... ,Am = (317,1,..

< am,n)a

Vektorju b pravimo tudi vektor desnih strani sistema, vektorjem
ai,...,a, pa tudi stolpci sistema. MnoZica reSitev sistema nam da torej
vse moZne razvoje vektorja desnih strani po stolpcih sistema.
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Klasifikacija sistemov linearnih enacb

Sisteme linearnih enacb lahko klasificiramo glede na velikost, resljivost in

obliko desnih strani.

Glede na velikost delimo sisteme na
@ kvadratne (3tevilo enatb je enako 3tevilu spremenljivk),
@ predololene (Stevilo enalb je vegje od Stevila spremenljivk),

@ poddoloene (3tevilo enalb je manj¥e od %tevila spremenljivk).

Glede na re8ljivost delimo sisteme na
@ nereljive (&e je mnoZica resitev prazna)
@ enoli¢no redljive (¢e ima mnoZica reditev en element)

@ neenoli¢no redljive (e ima mnoZica reditev ve¢ kot en element)

Glede na obliko desnih strani delimo sisteme na
@ homogene (&e so vse desne strani enake ni&)

@ nehomogene (Ze je vsaj ena desna stran razli¢na od nic)
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Opomba: Ce sta x in y dve resitvi istega sistema, potem je za vsak realen
t tudi (1 — t)x + ty reSitev tega sistema. Vsak neenoli¢no resljiv sistem
ima torej neskonéno mnoZzico resitev.

Opomba: Pogosto (nikakor pa ne vedno) je kvadraten sistem enoli¢no
resljiv, predologen sistem neresljiv in poddolocen sistem neenoli¢no resljiv.

Opomba: Homogen sistem je vedno redljiv. Ima namre? trivialno reitev
(0,...,0). Glavno vpra%anje je, kdaj je neenoli¢no resljiv. Pokazali bomo,
da to velja za vse poddoloéene homogene sisteme.
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ReSevanje sistemov z izlo¢anjem spremenljivk

Oglejmo si preprosto metodo za re¥evanje sistema linearnih ena&b.

Prvi del: Najprej iz prve enalbe izrazimo eno spremenljivko in ta izraz
vstavimo v vse nadaljnje enatbe. Dobimo nov sistem linearnih enalb z eno
enatbo manj in eno spremenljivko manj. Metodo sedaj ponovimo na tem
novem sistemu. Spet dobimo nov sistem linearnih enacb, ki ima dve ena&bi
manj in dve spremenljivki manj kot prvotni sistem. Postopek ponavljamo,
dokler ne zmanjka bodisi enatb bodisi spremenljivk. Ce nam zmanjka
enatb, potem je prvotni sistem redljiv. Ce nam zmanjka spremenljivk,
potem imamo na koncu eno ali ve¢ enacb oblike 0 = ¢, kjer je c € R.

Ce je katera od teh enatb protislovna (recimo 0 = 2), potem konamo.

Drugi del: |zraz za zadnjo izrazeno spremenljivko vstavimo v vse izraze za
prejSnje izraZene spremenljivke. Nato izraz za predzadnjo izraZeno
spremenljivko vstavimo v vse izraze za prejSnje izraZzene spremenljivke.
Nadaljujemo, dokler ne pridemo do prve izraZene spremenljivke. Rezultat
je, da smo nekatere od spremenljivk izrazili s preostalimi spremenljivkami.
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Primer reSevanja sistema z izlo¢anjem spremenljivk

ReSimo naslednji sistem linearnih ena¢b

2x—y+3u—2v = 1,
x+y+2u—2v = 0,
x+2u—3v = =2

Iz prve enalbe izrazimo
1+y—3u+2v
X = .

2
Ko formulo za x vstavimo v drugo in tretjo ena¢bo, dobimo novi enacbi
3 n 1 1
= —u—v = —=
27 "2 2
1 n 1 oy — 5
Sy tou v = 5
Iz prve nove enatbe dobimo
—%—1u+v —1—u+2v
y = 3 - .

5 3
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Ko izraz za y vstavimo v drugo novo enacbo in uredimo, dobimo

1 5 7
—U——V=——.
3 3 3
Odtod izrazimo -
_7+7
u= %3‘/ = —7+b5v.
3

Sedaj nam je zmanjkalo enacb, torej je sistem resljiv. Ko formulo za u
vstavimo v formuli za y in x, dobimo

y— 6 —3v Loy in x— 22—|—y—13v'
3 2
Sedaj %e formulo za y vstavimo v formulo za x in dobimo
X = M;ﬁ =12 —7v.
Koné&na resitev je x =12 —7v, y =2 — v in u = —7 4+ 5v, se pravi

r=(x,y,u,v)=(12—7v,2—v,—7+5v,v) = (12,2, -7,0)+v(-7,-1,5,1).

MnoZica resitev je torej premica v R*. Sistem je neenolitno redljiv.
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Gaussova metoda za reSevanje sistemov
MnoZica reSitev sistema ne spremeni, ¢e na njem uporabimo eno od
naslednjih elementarnih vrsti¢nih transformacij:

@ Zamenjamo vrstni red dveh enacb.

@ Eno od enacb pomnoZimo z neniéelno konstanto.

@ K eni od enalb pristejemo veckratnik druge enacbe.

Gaussova metoda nam pove, kako s pomoé&jo elementarnih vrsti¢nih

transformacij prevedemo sistem v obliko iz katere se da odCitati reSitev.

Ker se pri elementarnih vrsti¢nih transformacijah ni¢ ne dogaja z
spremenljivkami, ni potrebe, da jih piSemo. Zato najprej pretvorimo:

aiixy+...+ainxp = b1 a1l ... din b1

am1X1 + ...+ amnXn = bm am1 --- amn | bm

Temu zapisu pravimo raz$irjena matrika sistema.
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Na razsirjeni matriki napravimo naslednje zaporedje korakov:

Pois¢i prvi stolpec, ki vsebuje kak nenileln element. Ozna&imo z j;
njegovo zaporedno Stevilko. Velja torej a; ; = 0, za vse (i,j) z j < ji.
Ce je arj =0in a,j, # 0, potem zamenjamo prvo in r-to vrstico.
Torej lahko predpostavimo, da je a1 j; # 0.

Prvo vrstico delimo z ay j;. Torej lahko predpostavimo, da je a1 j, = 1.

Za vsak i = 2,..., m odStejemo od i-te vrstice z a; j; pomnoZeno prvo
vrstico. Torej lahko predpostavimo, da je azj, = ... = am, = 0.

S temi koraki smo raz8irjeno matriko prevedli v obliko

/ / /
0 ... 001 &y .. a,|b
/ / /
0 ... 00 &, ... a,|b
/ / /
0 ... 00 a1 -+ amn|bm

Sedaj za hip pozabimo na prvo vrstico in ponovimo gornje zaporedje
korakov na zadnjih m — 1 vrsticah. Dobimo:
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0

1
00
0 0
0 0

Ji+l

0

/ /T
A n by

/! //
Do by

/! //
a3z b3

/! //
am,n bm .

Sedaj za hip pozabimo na prvi dve vrstci in ponovimo gornje zaporedje
korakov na preostalih m — 2 vrsticah. Postopek ponavljamo, dokler gre.
(Se pravi, dokler ne zmanjka nenicelnih vrstic.) Na koncu dobimo:

o O O o

0...

0 0 0...

0 0

X
X ...
0 ...
0

0...0

o X X X

0 ...

o X X X

0

— X X X

0

X X X X

X

Temu pravimo vrsti€na stopniasta forma sistema. Simbol x oznaluje,
da je tam Stevilo, ki je lahko neniéelno. Pod “stopnis¢em” so same nile,
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Opomba: Ce vrsti¢na stopnitasta forma vsebuje vrstico oblike [0...0 | x],
kjer je element x nenileln, potem sistem ni resljiv. Torej kon¢amo.

Recimo, da ima vrsti¢na stopni€asta forma k nenicelnih vrstic. Recimo, da
se zaletne enke teh vrstic (=pivoti) nahajajo na mestih (1,/1),..., (k,jk)-
Najprej z zadnjim pivotom “uni¢&imo”vse elemente nad njim. (To pomeni,
da od prvih kK — 1 vrstic odstejemo ustrezne veckratnike k-te vrstice, da se
na mestih (1, ), ..., (k — 1, jk) pojavijo ni¢le.) Nato s predzadnjim
pivotom uni¢imo vse elemente nad njim. Postopek ponavljamo, dokler ne
pridemo do prvega pivota (nad katerim ne moremo ni¢ uniciti). Dobimo:

0...0]1 x...x 0 x...x 0 x...x 0 X
0...0 0 0...001 x...x 0 x...x 0 x
0...0 0 0...0 0 0...01/1 x...x 0 X
0...00 0...0 0 0...0 0 O0...011 x
(0...0 0 0...0 0 0...0 0 0...0 0 ...|x

Temu pravimo reducirana vrsti€na stopnicasta forma sistema. Sedaj
spet pisemo spremenljivke. |z dobljenih enaéb izrazimo spremenljivke
Xj,, ..+, Xj, s pomocjo preostalih spremenljivk. To je iskana reSiteyv.
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Primer reSevanja sistema z Gaussovo metodo

Resimo naslednji sistem linearnih enacb

2x—y+3u—-2v = 1,
X+y+2u—-2v = 0,
x+2u—3v = =2

Najprej zapisemo razsirjeno matriko sistema:

2 -1 3 =21
1 1 2 =20
1 0 2 -3|-2

Na poziciji (1,1) (se pravi levo zgoraj) bi radi dobili 1. Namesto da prvo
vrstico delimo z 2, bomo raje zamenjali prvo in drugo vrstico:

1 1 2 =20
2 -1 3 -2|1
1 0 2 -3|-2

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Tretje predavanje oktober 2020 17 / 24



Spodnja dva elementa v prvem stolpcu bi radi spravili na ni¢. To naredimo
tako, da k drugi vrstici pristejemo z —2 pomnoZeno prvo vrstico in k tretji
vrstici pristejemo z —1 pomnoZeno prvo vrstico. Dobimo:

1 1 2 =20
0 -3 -1 2|1
0 -1 0 -—-1|-2

Na poziciji (2,2) bi radi dobili enko. Najprej tretjo vrstico pomnoZimo z
—1 in nato zamenjamo drugo in tretjo vrstico. Dobimo:

1 1 2 =-2|0
0 1 0 1]2
0 -3 -1 2|1

Spodnji element v drugem stolpcu spravimo na ni¢ tako, da k tretji vrstici
pritejemo s 3 pomnoZeno drugo vrstico. Dobimo:

11 2 =210
01 0 1|2
00 -1 5|7
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Tretjo vrstico delimo z —1 in dobimo vrsti€no stopni€asto formo:

112 =20
010 1|2
0 01 5|7

Sedaj moramo dobiti 3e ni¢le na pozicijah (2,3), (1,3) in (1,2).
Ce k prvi vrstici pristejemo z —2 pomnoZeno tretjo vrstico, dobimo:

110 8 |14
010 1|2
0 01 —5|-7

Na koncu k prvi vrstici pristejemo z —1 pomnoZeno drugo vrstico.
Dobimo reducirano vrsti¢no stopniéasto formo:

100 7 |12
010 1 2
0 01 —5|-—7
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Ce reducirano vrsti¢no formo zapi¥emo s spremenljivkami, dobimo

x+7v = 12,
y+tv = 2
u—5bv = -—T.

Odtod izrazimo spremenljivke x, y, u s spremenljivko v:

x = 12—7Tv,
y = 2 -V,
u —7 4+ 5v.

Opomba: Pojasnimo zvezo med Gausovo metodo in metodo izlo€anja
spremenljivk. Ce npr. iz i-te enalbe sistema izrazimo spremenljivko xi
in ta izraz vstavimo v j-to linearno enacbo, dobimo novo enacbo

aio aj,n b;
(aj2— —=aj1)x+...+(ajp— ——aj1)xn = bj — —aj1.
', 9, ', 9 )j 9,
aj1 aj1 ai,1
. ey . .. oy - . . a;
Enak rezultat bi dobili, &e bi k j-ti enalbi pristeli —af’i

1y
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Homogeni sistemi

Spomnimo se, da je sistem linearnih enacb homogen, ce je oblike:

aix1+...+ainxn = 0
(4)
am1xX1 +...+amnpxn = 0
Opazimo, da je (0,...,0) vedno resitev tega sistema. Dokazali bomo:

@ Poddolo¢en homogen sistem ima vsaj eno netrivialno resitev.

@ Linearna kombinacija dveh reSitev homogenega sistema je spet
reSitev homogenega sistema.

@ Splo¥na resitev nehomogenega sistema je vsota posebne
(=partikularne) resitve nehomogenega sistema in splone
reSitve pripadajolega homogenega sistema.

Opomba: V tem razdelku bo izraz “nehomogen sistem” pomenil
“ne nujno homogen sistem”, se pravi sploen linearen sistem.
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Vsak poddolo¢en homogen sistem ima vsaj eno netrivialno reSitev.

Trditev J

Dokaz: Dokazujemo s popolno indukcijo po $tevilu vrstic.

Dokazimo najprej za eno linearno enacbo aixy + ...+ anx, = b, kjer
n>2. Ceje a,=0, potem je (0,...,0,1) netrivialna re¥itev. Ce je

anp # 0, potem je (0,...,0,—ap, an—1) netrivialna resitev.

Recimo, da trditev drzi za vse homogene sisteme z m — 1 vrsticami.
Vzemimo poljuben homogen sistem z m vrsticami n > m stolpci. Lo¢imo
dva primera. Ce so vsi koeficienti pri x, enaki ni¢, potem je (0,...,0,1)
netrivialna reSitev. V nasprotnem primeru lahko iz ene od enalb izrazimo
Xp S preostalimi spremenljivkami. Ta izraz potem vstavimo v preostalih
m — 1 enacb in uredimo. Dobimo homogen sistem m —1 enatbv n—1

spremenljivkah xi,...,x,_1. Po indukcijski predpostavki ima novi sistem
netrivialno reditev, recimo (o, ..., as—1). To reditev vstavimo v izraz za
Xp in dobimo «,. Potem je (avg,...,an—1,p) netrivialna resitev

prvotnega sistema.
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Trditev

Linerna kombinacija dveh reSitev homogenega sistema je spet resitev tega
sistema.

Dokaz: Ce sta (s1,...,s,) in (t1,...,t,) dve resitvi sistema (4), potem je
a11s1+...+ainsSp = 0 ajiti+...+a1nth = 0
am1s1+...+amnsp = 0 amiti+...+amntn, = 0

Preverimo, da je (as; + fti,...,as, + Bt,) reditev (4) za vse o, f € R

3171(a51 —+ ﬁtl) + ...+ 317,,(015,, + 51‘,,) =
= a(aLlsl 4+ ...+ 817,,5,,) + 5(31711'1 + ...+ aL,,t,,) =0

am,l(O‘SI + Btl) +...+ am,n(asn + 6tn) -
=a(am1s1 + ...+ amnsn) + B(amiti + ...+ amnts) =0
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Oglejmo si, kak3na je zveza med reSitvami nehomogenega sistema linearnih
enalb in reditvami pripadajocega homogenega sistema linearnih enacb,
ki ga dobimo tako, da vse desne strani spremenimo v ni¢.

Trditev

Recimo, da je nehomogen sistem linearnih enacb resljiv in recimo, da je
n-terica p ena od njegovih resitev. Vzemimo poljubno n-terico x in se
vprasajmo, kdaj je x reSitev nasega nehomogenega sistema.

To je res natanko tedaj, ko obstaja taka reSitev h pripadajocega
homogenega sistema, da je x = p + h.

Opomba: MnoZico resitev nehomogenega sistema torej dobimo tako, da za
p premaknemo mnoZzico resitev pripadajo¢ega homogenega sistema.

Dokaz: Ce je p reSitev nehomogenega sistema (3) in e je h reditev
pripadajotega homogenega sistema (4), potem kot v dokazu prej3nje
trditve vidimo, da je p + h reSitev nehomogenega sistema (3).
Obratno, &e sta p in x dve resitvi nehomogenega sistema (3), potem
kot v dokazu prejsnje trditve vidimo, da je x — p reSitev pripadajolega
homogenega sistema (4). Torej je x = p + (x — p) Zelene oblike.
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Sistemi linearnih enaéb, 2.del
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Predolo&eni sistemi

Spomnimo se, da je sistem linearnih enalb predoloéen, &e ima ve¢ enalb
kot spremenljivk. Spomnimo se tudi, da je predolo&en sistem obitajno

neresljiv. Radi bi posplosili definicijo reSitve sistema tako, da bo vsak
predoloéen sistem posploeno resljiv.

Definicija posplosene resitve sistema linearnih enacb
Posplosena resitev sistema linearnih enacb

AaixXy+...+ainxn = b1

(1)

am1X1 + ...+ amnXn = bm

je taka n-terica realnih &tevil (xi,...,x,) pri kateri je vektor levih strani

(3171X1 + ...+ a1nXn,.--ydmix1 + ...+ am,,,x,,)

najblizje vektorju desnih strani (by, ..., bn).

v
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Opomba: Ce je sistem (1) resljiv v obi¢ajnem smislu, potem se posplo¥ena
reSitev ujema z obi¢ajno resitvijo.

Opomba: Posplo3eni resitvi pravimo tudi (posplo3ena) reSitev po metodi
najmanjsih kvadratov, ker minimizira izraz

(3171X1 + ...+ a1,nXn — b1)2 + ...+ (am’1X1 + ...+ amnXn — bm)2 (2)

Poglejmo si zdaj, kako pois¢emo posploeno resitev. lzraz (2) najprej
predelamo v vektorsko obliko

||x1a1+...+x,,a,,—b||2 (3)

kjer jea; = (a1,1,..-,am1)s---,an = (31,n,---53mn), b= (b1,..., bm).
Geometrijsko gledano je minimizacija izraza (3) ekvivalentna pravokotni
projekciji vektorja b na mnoZzico vseh linearnih kombinacij vektorjev
ai,...,a,. Poiskati moramo torej take skalarje xi, ..., x,, da je vektor
xi1ai1 + ...+ xpa, — b pravokoten na vektorje ag, ..., a,.
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Ce pravokotnostne pogoje
(xlal—i—...—i—x,,a,,—b,al) =...= <x1a1+...+x,,a,,—b,a,,> =0
razpisemo, dobimo sistem linearnih enacb

<a1,a1>x1 4+ ...+ (a,,,a1>x,, = <b, a1)

(a1, ap)x1 + ...+ (ap,ap)x, = (b,a,)

Posplosene resitve sistema (1) se torej ujemajo z obitajnimi resitvami
sistema (4).

Opomba: IzkaZe se, da je sistem (4) vedno re$ljiv. Enoli¢no je redljiv
natanko tedaj, ko so vektorji ai,...,a, linearno neodvisni. Kadar ni
enoli¢no redljiv, pois¢emo njegovo najkrajso reSitev. S temi vprasanji se
bomo ukvarjali na koncu drugega semestra v razdelku o psevdoinverzih.
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Preprost primer predolo¢enega sistema
Pois¢imo posploseno resitev 3 x 2 sistema

x=0, y=0 x+y=1
Sistem je ocitno neresljiv. Zapi§imo ga v vektorski obliki
(0,0,1) = (x,y,x+y) =x(1,0,1) + y(0,1,1)
Razliko leve in desne strani skalarno mnozimo z (1,0,1) in z (0,1, 1):

{x(1,0,1) +y(0,1,1) = (0,0,1),(1,0,1))
(x(1,0,1) + y(0,1,1) — (0,0,1),(0,1,1)) =

0
0.
Ko uredimo, dobimo sistem enacb

2x+y=1 x+2y=1
Obicajna resitev tega sistema je x = y = % To je potem tudi posplosena

reSitev prvotnega sistema.
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Regresijska premica in posploSitve
IS¢emo tako premico y = ax + b, ki se najbolje prilega danim to¢kam
(x1,%1), -y (Xmy Ym)-

Ce bi 8la iskana premica skozi vse dane tocke, bi koeficienta a in b
zados¢ala naslednjemu m x 2 sistemu linearnih enacb

ax1+b=y1 ... aAXm+b=ynm (5)

Seveda se pri m > 2 skoraj nikoli ne zgodi, da bi dane toke leZale na isti
premici. Zato se bomo zadovoljili s posploeno resitvijo sistema (5), ki jo
dobimo tako, da minimiziramo izraz

(ax1 + b—y1)2+ ...+ (axm + b — ym)? (6)

Opomba: Izraz (6) je enak d? + ...+ d2, kjer je d; := |ax; + b — |
razdalja med dano tocko (x;, y;) in to€ko (x;, ax; + b) na iskani premici.
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Izraz (6) predelamo v vektorsko obliko

la(xt, - s xm) + b1, ..., 1) = (vi, . ym) |2 (7)

Is¢emo taka a in b, pri katerih je izraz (7) minimalen. To je poseben primer
naloge o pravokotni projekciji to¢ke na parametri¢no podano ravnino v
R™. Vemo, da mora biti vektor a(x1,...,xm)+ b(1,...,1) = (y1,---,¥Ym)
pravokoten na vektorja (xi,...,xm) in (1,...,1). Ko razpi¥emo izraza

(a(x1, .o yxm) +b(L,...;1) = (1, s Ym)s (X215« o, Xm)) =0
(a(x1y- -y xm) +b(1,...,1) — (y1,---,¥m),(1,...,1)) =0

dobimo sistem dveh ena&b za a in b:

A )+ BEx) =
lfnl i=1 lzril_7 (8)
206) + bmo= 2y

Resitev tega sistema vstavimo v y = ax + b in dobimo iskano premico.
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Primer
Pois¢i premico, ki se najbolje prilega totkam (1,1), (2,-1),(3,0), (4, —1).
Najprej izratunamo

4

4 4
Sx¢=30, Y x=10, Y xyi=-5 > y=-1
i=1 i=1

i=1 i=1
in rezultate vstavimo v sistem (8). Dobimo sistem ena&b

30a+10b= -5, 10a+4b= -1

katerega resitev je a = —%, b = 1. Iskana premica je torej y = 1 — 0.5x.
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Opomba: Premici, ki se najbolje prilega danim to¢kam pravimo tudi
regresijska premica.

Opomba: Na podoben natin poistemo parabolo y = ax? + bx + ¢, ki se
najbolje prilega danim totkam (x1,y1), ..., (Xm, ¥m). ReSiti moramo sistem

afo‘+bZX;3+CZX,~2 = inz)’i
aZx?+be,2+CZX; = in)’i
aY +bd xi+cd 1 = Yy

Opomba: Podobno poi¢emo ravnino z = ax + by + ¢, ki se najbolje
prilega danim to¢kam (x1,y1,21), ..., (Xn, Yn, Zn). ReSiti moramo sistem

aZx,-z—i-be,-y,-—i-CZXi = inzi
aZx;y;+be,-2+CZ}/i = ZYIZI
aZX;—i—bei—i-CZl = Zzi

Tako nalogo dobimo, kadar treniramo perceptron.
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Perceptron je poenostavljen model bioloskega nevrona.

@ Dendriti prejmejo vhodne signale xi, ..., Xp.

@ Do telesa pride signal z = wyx1 + ... + wpx, + b, kjer so w;, b uteZi.

@ Akson poglje izhodni signal y = ¢(z), kjer je ¢ aktivacijska funkcija.

(Obitajno je ¢(z) =1, &e z > 0 in O sicer. Pri nas je ¢(z) = z.)

Radi bi nevron natrenirali tako, da se bodo dobljeni izhodi &¢imbolj ujemali
s pritakovanimi izhodi (X1,1,...,X1,n, Y1), -+, (Xm,1, - - - s Xm,n, Ym), Kjer je
m > n+ 1. I18¢emo torej take uteZi wy,...,w,, b, ki “resijo” sistem

Wixi1+ ...+ WpXip+b=y;, i=1,...,m.

Ty

Dendrit

Ty

Ranvierjev

U Y N / { zaZetek

T3

O
O
O
O

T

+1

Mielinski ovoj
Jedro
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Poddolo&eni sistemi

Spomnimo se, da je sistem linearnih enatb poddoloéen, ¢e ima manj
enalb kot neznank.

Trditev

Ce je poddologen sistem linearnih enacb resljiv, potem ima neskon&no
resitev.

Dokaz: To sledi iz naslednjih dveh rezultatov o homogenih sistemih.
@ Vsak poddolo¢en homogen sistem ima neskonéno reSitev.
o Ce je p reditev nehomogenega sistema in e je h reditev pripadajotega
homogenega sistema, potem je p + h resSitev nehomogenega sistema.

Opomba: Seveda se lahko zgodi, da je nehomogen poddolocen sistem

neresljiv. Recimo 2 x 3 sistem x+y+z=1,x+y + z = 2 je neredljiv.
Tudi 1 x 2 sistem 0x 4+ 0y = 1 je neresljiv.
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Kadar je poddoloden resljiv, nas pogosto zanima njegova najkrajsa resitev.

Geometrijsko gledano is¢emo pravokotno projekcijo izhodid¢a na presek
hiperravnin. Ponovimo najprej, kako to naredimo za eno hiperravnino.
I8¢emo presek hiperravnine (n,r) = b's premico r = tn, ki gre skozi
izhodi&Ce in je pravokotna na hiperravnino. Vstavimo drugo enalbo v
prvo in izrazimo t = <n€’n>. Torej je iskana najkrajsa resitev r = (n{’n>n.

Podobno pois¢emo pravokotno projekcijo izhodis¢a na presek dveh
hiperravnin (ny,r) = by in (na,r) = by. Naloge se lotimo v dveh korakih:

@ Pois¢emo ravnino, ki gre skozi izhodis€e in je pravokotna na presek
obeh hiperravnin. To je ravnina r = tjny + tono.

@ lzrac¢unamo presek te ravnine s presekom obeh hiperravnin. Ena¢bo
ravnine vstavimo v ena&bi hiperravnin in uredimo. Dobimo sistem

ti(ng,ny) + ta(ny,np) = by, ti{na,ng) + tr(nz, nz) = by,
Resimo po t; in t» in reSitev vstavimo v enacbo ravnine.

Enak postopek deluje tudi pri preseku ve¢ kot dveh hiperravnin.
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Primer iskanja najkrajse resitve poddolotenega sistema

Pois¢i najkrajo resitev sistema
2x—y+3u—2v = 1,

X+y+2u—2v
x+2u—-3v = -2

Il
o

Najprej sistem zapisemo v obliki
(ni,r) =1, (na,r) =0, (n3,r)=-2,
kjer je r = (x,y,u,v) in
ni=(2,-1,3,-2), np=(1,1,2,—-2), n3=(1,0,2,-3).

Resitev is¢emo z nastavkom r = tyng + thno + t3ng3.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Cetrto predavanje oktober 2020

13 / 14



Dobimo sistem

18t; + 11t + 14t3 = 1,
11t; + 10t + 113 = O,
14ty + 11ty + 143 = =2,
katerega reSitev je
A 3 b 22 . 137
1— 4’ 2 — 197 3 = 76 .

Ko te vrednosti vstavimo v nastavek, dobimo

65 31 73 121

r=ting + tony + t3nz = (%7 76’ 76 %)-

To je iskana najkrajSa reSitev prvotnega sistema.

Opomba: Drug nalin reSevanja je, da sistem najprej reSimo in nato
projeciramo izhodis¢e na mnoZico resitev.
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Definicija in primeri matrik

Definicija matrike

Matrika velikosti m x n je urejena m-terica urejenih n-teric realnih Stevil,

torej element prostora (R")™. Namesto

A = ((al,la sty al,n)a ct (am,la ] am,n))
pisemo raje
aii ai,n
A= :
dm,1 dm,n

Opomba: Matrike velikosti 1 x 1 lahko identificiramo s skalarji.

Opomba: Matrikam velikosti m x 1 pravimo stolp&ni vektorji.
Matrikam velikosti 1 X n pravimo vrsti€ni vektorji. Tako stolp¢ne
kot vrsti¢ne vektorje lahko identificiramo z obi€ajnimi vektorji.
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Opomba: Stolp&nim vektorjem

dm,1 dm,2 am,n

pravimo stolpci matrike (1). Matriko (1) lahko zapi¥emo kot

ai1 ai2 al.n
A = ) b )
am,1 am,2 am,n
Vrstiénim vektorjem
[8171 317,7],[3271 327,,],...,[3,7,71 am,,,]

pravimo vrstice matrike (1). Na preseku i-te vrstice in j-tega stolpca
matrike (1) lezi (i,/)-ti element (=(/, j)-ti vhod) matrike (1).

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Peto predavanje november 2020

3/25



Operacije z matrikami

Produkt matrike s skalarjem je definiran po komponentah

a11 -.. din «aii1 ... Qain

L dm1 --- dmn i am1 ... Qdmnp

Tudi vsota dveh matrik enake velikosti je definirana po komponentah

ail1 ... din b1,1 PN b17,,
+ =
L aml --- dmn ] bm71 Ce bm,”
aii+biy ... aintbig
am,1 + bm,l -+« dmn + bm,n

Lastnosti teh dveh operacij so enake kot pri vektorjih.
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Produkt dveh matrik velikosti m x nin n x p

a1l ... din bl,l . b17p

dm1 --- dmn bn,l bn7p

je taka matrika C = AB velikosti m x p, katere (i, j)-ti element je

n
Gij =Y aikbi,
k=1
Torej je ¢;; ravno skalarni produkt i-te vrstice matrike A in j-tega stolpca

matrike B. Definicijo ¢;; lahko zapisemo tudi takole

bl,j ,
[cjl=1[ai1 - ain| : = [ Zai,kbk,j]

k=1
by j
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Primer mnoZenja dveh matrik

ZmnoZimo matriki
1 2 : -1 1
A= [ 2 0 ] in B= [ 3 9 ] .

5 5 . -3 -2
(3 5] woms[ 2 2]

Velja

Torej ni vseeno, v kakSnem vrstnem redu zmnoZimo dve matriki.

Onovne lastnosti mnozenja matrik so
e (AB)C = A(BC),
e (A+B)C = AC + BC,
e A(B+ C)=AB + AC,
e (M)B = A(AB) = A\(AB),
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Transponiranka matrike A je taka matrika AT, da za vsak i in j velja:
(i,j)-ti element AT je enak (j, i)-temu elementu A. S formulo:

-
a1 ... din a1 ... dm
am1 --- amn atn --- amn

Primer transponiranja matrike

T 1 4
[1 2 3] _|35 s
4 5 6 B
3 6
Osnovne lastnosti transponiranja matrik so

o (AT)T = A,

o (AB)T = BTAT,

o (A+B)T =AT + BT,
o (MA)T = \AT.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Peto predavanje november 2020 7 /25



Ni¢elna matrika je taka matrika, ki ima vse elemente enake nic.
Oznatimo z 0, , ni¢elno matriko velikosti m x n. Kadar sta m in n
znana iz konteksta pidemo kar 0 namesto 0, ,. Velja:

o Ce k matriki A pridtejemo nitelno matriko enake velikosti, dobimo A.

@ Ce matriko A z leve ali desne pomnoZimo z ni¢elno matriko ustrezne
velikosti, potem dobimo ni¢elno matriko.

@ Ce transponiramo ni¢elno matriko, dobimo ni¢elno matriko.

Identi¢na matrika je taka kvadratna matrika, ki ima po glavni diagonali
same enke, drugod pa same niéle. ldenti¢no matriko velikosti n x n
oznacimo z I,. Kadar je n znan iz konteksta, pisemo kar / namesto /,,.

o Ce matriko A z leve ali desne pomnoZimo z identi&no matriko
ustrezne velikosti, potem spet dobimo matriko A.

o Ce transponiramo identi¢no matriko, spet dobimo identi&no matriko.
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Matri¢ni zapis sistema linearnih enacb
Sistem linearnih enacb

ayjixy + ... 4+ aipxp = b1

amix1 + ... + amnpXn = bm
zapisemo s pomod&jo matri¢nega mnozenja takole

a1l ... Adin X1 a11x1 + ...+ a1,nXn by

am1l --- amn Xn am1X1 + ...+ amnXn bm

Na kratko to zapisemo kot Ax = b, kjer je

ar1 atn X1 by
A = : s X = N b =
am1i --- amn Xn bm
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Matri¢ni zapis Gaussove metode

Spomnimo se, da sistem reSujemo z uporabo naslednjih treh tipov
elementarnih transformacij:

@ k eni od enacb lahko pristejemo veckratnik druge enalbe;

@ lahko zamenjamo vrstni red dveh enacb;

@ enacbo lahko pomnoZimo z neniéelno konstanto.
Poskusimo te transformacije zapisati z matrikami.

Definirajmo elementarne m x m matrike E; j(«), P;;j in E;(3) takole:

@ matriko E;j(a) dobimo tako, da v identi¢ni matriki /, k i-ti vrstici
pristejemo a-kratnik j-te vrstice;

@ matriko P;; dobimo tako, da v /;; zamenjamo i-to in j-to vrstico;
e matriko E;(3) dobimo tako, da v I, mnoZimo i-to vrstico z f3.

Primeri elementarnih 2 x 2 matrik

a=[ 1] pe=[5 5] =[5 ¢]

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)

Peto predavanje november 2020 10 / 25



Krajsi raun pokaZe, da lahko elementarne transformacije opisemo s
pomodjo elementarnih matrik takole:
© ¢Ce v sistemu Ax = b k /-ti enalbi pristejemo a-kratnik j-te enacbe,
potem dobimo sistem E; j(«)Ax = E; j(a)b;
@ ¢le v sistemu Ax = b zamenjamo /-to in j-to enatbo, potem dobimo
sistem P; jAx = P; ;b;
© ¢&e v sistemu Ax = b pomnoZimo i-to enaébo z 3, potem dobimo
sistem E;j(8)Ax = E;(5)b.

Gaussovo metodo lahko povemo takole: sistem Ax = b toliko &asa
mnoZimo z elementarnimi matrikami z leve, dokler ne dobimo sistema
A'x = b’, pri katerem je A’ reducirane stopnicaste oblike.

0...0[1 x...x 0 x...x 0 x...x 0
0...0 0 0...0/1 x...x 0 x...x 0
0...0 0 0...0 0 0...01/1 x...x 0
0...00 0...0 0 0...0 0 0...011

0..o000...0 0 O0...0O 0 O...00D0
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Matri¢ni zapis metode najmanjsih kvadratov
Kadar je sistem
Ax=Db (2)

neresljiv, pois¢emo tak xg, ki minimizira izraz
[Ax — b

Takemu xq pravimo posploSena resitev sistema (2).

Primerjajmo matri¢ni zapis zgoraj z vektorskim zapisom od zadnjic.
Ce so ay, ..., a, stolpci matrike A, potem je Ax = xja; + ...+ xpan.
lzraz ||x;a1 + ... + xpa, — b|| je minimalen &e je xja; + ...+ xpa, — b

pravokoten na ag,...,a,. Ce to razpisemo, dobimo
<a1, al> . <a1, an> X1 <a1, b>
(ap,a1) ... (ap,an) Xn (ap, b)

kar se v matri¢nem zapisu glasi AT Ax = ATb.
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Skicirali smo dokaz naslednje trditve. Bolj podroben dokaz je spodaj.

Trditev

Posplosene resitve sistema Ax = b so enake obicajnim resSitvam sistema

ATAx=ATb (3)

Opomba: Sistem (3) je vedno redljiv v obi¢ajnem smislu (v 2. semestru).
Opomba: V dokazu bomo vetkrat uporabili formulo (c,d) = c¢’d.

Dokaz: Naj bo xq tak, da AT Axg = ATb. Potem za vsak vektor x velja
(A(x — x0), Axg — b) = (A(x — x0)) " (Axg — b) = (x — x0) "AT (Axg — b)
kar je po predpostavki enako ni¢. Po Pitagorovem izreku odtod sledi

1A — b||* = [|A(x — x0) + Axo — b|* = [|A(x — x0)||* + || Axo — b]>

Odtod sledi ||[Ax — b|| > ||Axg — b||, torej xo res minimizira izraz ||Ax — bl|.
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Dokaz v nasprotno smer je nekoliko dalj$i. Recimo, da je xg posplo$ena

reditev sistema Ax = b. Torej za vsak x velja ||[Ax — b|| > ||Axo — b||.

Posebej za vsak z in t velja [|A(xo + tz) — b|| > ||Axo — b||. PokaZimo,

da odtod sledi, da sta ¢ := Axg — b in d := Az pravokotna.

Po predpostavki je ||c + td|| > ||c|| za vsak t € R. Ce (c,d) # 0, potem
c,

za tg := —<d’g>> velja tod # 0. Po definiciji ty je (c + tod,d) = 0, torej je
llc + tod||?> + || — tod||? = ||c||?, kar nam da protislovje ||c + tod|| < ||c]|.

Iz pravokotnosti ¢ in d sledi
(AT(Axg —b),z) = (AT(Axg — b))z = (Axg —b)TAz=c"d = 0.

Ce vstavimo z = AT (Axq — b), dobimo z = 0. Torej je AT Axg = A'b.
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Primer posplo3ene resitve sistema
Posplosena resitev sistema

10 N
01 [ ]: 0
11| LY 1
se ujema z obiajno resitvijo sistema
[101} (1)2 [x]_[lOl] 8
011 11 y 011
Ko zmnoZimo matrike, dobimo sistem

][]

ki ima reditev x = y = L. To je posplogena reditev prvotnega sistema.
y=3 Toj

v
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Primer - Regresijska premica v matri¢nem zapisu

Premico y = ax + b, ki se najbolje prilega totkam (x;,yi),i =1,...,m,
dobimo kot posploseno resitev sistema

X1

Xm

1

1

se pravi kot obi¢ajno resitev sistema

Ko zmnoZimo matrike, dobimo sistem

[Z;nzlxiz Doty Xi } [ a

Doy Xi

m

b

-

1

Ym

27;1 XiYi
Doty i

Y1

Ym

|
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Najkraj$a resitev sistema

Kadar je sistem
Ax=Db

neenoli¢no resljiv, nas zanima najkrajsa resitev, se pravi resitev z najmanjso
normo. Pokazali bomo, da najkrajso reditev dobimo z nastavkom x = ATy.

Trditev

Najkrajsa reditev sistema Ax = b je ATyq, kjer je yo poljubna reitev

AATy =b. (4)

Opomba: Da iz redljivosti sistema Ax = b sledi resljivost sistema
AATy = b bomo znali dokazati ¥ele v drugem semestru.
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Dokaz: Naj bo xg poljubna resitev sistema Ax = b in naj bo yg poljubna
refitev sistema AATy = b. Radi bi pokazali, da je ||xo > [|ATyol|.

PokaZimo najprej, da sta xg — ATyg in ATyg pravokotna. To sledi iz
(xo— ATyo,ATyo) = (xo — ATyo) "ATyo =
= (A(xo—ATy0))"yo=(b—b)"yo =0
Ce uporabimo Pitagorov izrek, dobimo

%o/l = IIxo — ATyo + ATyol* =
%0 — ATyoll> + AT yoll* > [|ATyol?

odkoder sledi Zelena neenakost
T
[[xoll > [IA" yol|

Opomba: iz dokaza sledi, da za poljubni refitvi y; in y; sistema AATy =b
velja [[ATyi|| = ||ATy2||, torej je res vseeno, katero reditev izberemo.
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Primer najkrajSe resitve sistema

Pois¢imo najkrajo resitev sistema

110 || -2
o1 1|[Y]7| o
Z
Pomagamo si z nastavkom
X 10
yl=1]11 [ ‘\: ]
z 0 1
Ko vstavimo nastavek v sistem in uredimo, dobimo nov sistem
2 1 ul | -2
1 2 v | 0

- . _ 4 o
katerega reSitev je u = —3, v =

WIN

v
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Najkrajsa reSitev prvotnega sistema je torej

X 10 u 10 _
y|=1]11 [v]: 11 [ ]:
z 01 01

Za konec naredimo primerjavo matri¢nega in vektorskega zapisa metode.
Sistem Ax = b lahko zapisemo kot

<l‘l1,X> = b]_ e (nm,x> = bm (5)

kjer so n; transponirane vrstice matrike A. ReSitev i¢emo z nastavkom

WIN Wi
WIN WIN W

X=yin + ...+ ymnNm (6)
Ko nastavek (6) vstavimo v sistem (5) in uredimo, dobimo sistem
(ni,n1) ... (ni,npy) yi by
(Nmyn1) ... (Np,np) Ym bm

ki se v matri¢nem zapisu glasi AATy = b. Potem je x = ATy.
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Inverz matrike
Inverz kvadratne matrike A je taka kvadratna matrika B, da velja

AB=BA=1.
Matrika ima lahko kve¢jemu en inverz. Ce sta namret By in By dva inverza
matrike A, potem velja AB; =1, Bi1A=1,AB, =1 in BbA =1, torej je
By = 1By = (B2A)By = By(ABy) = Byl = Bs.
Ce matrika A ima inverz, ga ozna¢imo z A~L. Nitelna matrika seveda nima
inverza. Zanimivo pa je, da inverza nimajo tudi nekatere neniéelne matrike.
Primeri matrik, ki nimajo inverza

Ce ima matrika A nitelno vrstico, potem nima inverza. Za vsako matriko
B ima namre¢ produkt AB tudi ni¢elno vrstico, medtem ko matrika / nima
ni¢elne vrstice. Torej je AB # | za vsak B.

Ce ima matrika A niteln stolpec, potem nima inverza. Za vsako matriko B
ima namre¢ produkt BA tudi ni¢eln stolpec, medtem ko matrika / nima
ni¢elnega stolpca. Torej je BA #£ | za vsak B.

v
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Primeri matrik, ki imajo inverz

Elementarne matrike imajo inverze. Velja namrel

_ _ . _ 1
E,"j(oc) & = E,'J(—Oz), PiJl = P,' i n E,(ﬂ) . = EI(B)
Primer
Ce imajo matrike Ay, ..., A, inverze, potem ima inverz tudi njihov

produkt. Velja namre¢

(Ar---A)T=A1.. 'Al_l‘

v

Inverze matrik lahko uporabimo pri reSevanju kvadratnih linearnih sistemov.

Ce Ax = b pomnoZimo z leve z A~, dobimo
x=Ix=(AA)x=A"1(Ax) = A" 'b.
Naredimo e preizkus
A(A™'b) = (AA )b =/b=h.
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Racunanje inverza z Gaussovo metodo

Matriko A razSirimo na desno z identi¢no matriko iste velikosti. Dobimo
matriko [A|/]. To matriko obdelujemo z elementarnimi transformacijami
po vrsticah toliko &asa, dokler levo od &rte ne dobimo bodisi matrike z
ni¢elno vrstico bodisi identi¢éne matrike. V prvem primeru matrika A nima
inverza, v drugem primeru, pa je inverz tisto, kar stoji desno od &rte.

Primer
Izraunajmo inverz matrike
1 2
A-[5 4]
Razsirjena matrika je
1 2 (10
=135 |0 1)
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Ce k drugi vrstici pritejemo z —3 pomnoZeno prvo vrstico, dobimo
1 2 1 0
0 -2 | -3 1|°

Ce drugo vrstico delimo s —2, dobimo

1211 0
o 1|3 -3

Ce k prvi vrstici pristejemo z —2 pomnozemo drugo vrstico, dobimo

Torej je

v
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Dokazimo sedaj, da ta metoda vedno deluje.
Naj bodo £, ..., E, take elementarne matrike, da ima matrika
S = E, - E1A reducirano stopnifasto obliko. Lo¢imo dva primera.

Ce ima matrika S niZelno vrstico, potem ni obrnljiva, saj ima potem tudi
matrika ST ni€elno vrstico za vsak T (glej prvi primer). Odtod sledi, da
tudi matrika A ni obrnljiva (uporabi drugi in tretji primer).

Ce pa matrika S nima niZelne vrstice, potem je enaka identi¢ni matriki.
Odtod sledi A=Y = E,--- E;. To pa je ravno tisto, kar dobimo na desni v

AN B BAE]S ... BI(E - BAE, - E]=[I|A"].

Spotoma smo dokazali, da ima matrika A inverz natanko tedaj, ko je
enaka produktu elementarnih matrik.
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Karakterizacije obrnljivih matrik

Pravimo, da je kvadratna matrika obrnljiva, &e ima inverz. Dokazali
bomo, da je obrnljivost ekvivalentna mnogim drugim lastnostim matrike.

Vsako n x n matriko A lahko zapisemo kot A = [a;y...a,], kjer so
ai,...,a, stolpci matrike A. Potem za vsako n x n matriko C velja

CA=C(lay...ay] =[Ca;j...Ca,] (1)
in za vsak (stolp&ni) vektor x velja

X1
Ax = A =xja; + ...+ xpa,. (2)

Xn

Formuli (1) in (2) bomo vetkrat potrebovali v nadaljevanju.

aka Cimpri¢ ( FMF esto predavanje november 2020 2/18
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Trditev 1
@ Stolpci matrike A so linearno neodvisni natanko tedaj, ko za vsak
x € R", ki zados¢a Ax = 0, velja x = 0.

@ Stolpci matrike A so ogrodje natanko tedaj, ko za vsak b € R”
obstaja tak x € R", da velja Ax = b.

Dokaz: Spomnimo se, da so stolpci matrike A linearno neodvisni,

Ce za vsake x1,...,x, € R, ki zados¢ajo xja1 + ... + xpa, = 0, velja
x; =...=x, =0. S pomo&jo formule (2) to zapisemo takole: Za vsak

x € R", ki zados¢a Ax = 0, velja x = 0.

Spomnimo se, da so stolpci matrike A ogrodje, &e za vsak b € R”
obstajajo taki xi,...,x, € R, da velja b =xja; + ... + xpa,.

S pomogjo formule (2) to zapisemo takole: Za vsak b € R" obstaja tak
x € R", da velja Ax =b.
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Trditev 2
Naj bo A poljubna n x n matrika in C poljubna obrnljiva n x n matrika.

o Ce so stolpci matrike A linearno neodvisni, potem so tudi stolpci
matrike CA linearno neodvisni.

o Ce so stolpci matrike A ogrodje, potem so tudi stolpci matrike CA
ogrodje.

Dokaz: Recimo, da so stolpci matrike A linearno neodvisni, se pravi, da iz
Ax = 0 sledi x = 0. Radi bi pokazali, da so potem tudi stolpci matrike CA
linearno neodvisni, se pravi, da iz CAx = 0 sledi x = 0. Iz CAx = 0 sledi
Ax = C71(CAx) = C710 = 0, torej je res x = 0.

PokaZimo Se drugi del. Recimo, da so stolpci matrike A ogrodje. Torej za
vsak b € R" obstaja tak x € R”, da velja Ax = C~1b. Ce pomnoZimo's C,
dobimo, da za vsak b € R” obstaja tak x € R", da velja CAx = b. Torej
so stolpci matrike CA res ogrodje.
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Trditev 3

Ce je kvadratna matrika A reducirana vrsti¢na stopnitasta forma, potem
so naslednje trditve ekvivalentne:

@ Stolpci A so linearno neodvisni.

@ Stolpci A so ogrodje.

© A je identi¢na matrika.

Dokaz: Otitno iz totke 3 sledita to€ki 1 in 2. PokaZimo %e, da iz negacije
tocke 3 sledita negaciji to¢k 1 in 2.

Ce kvadratna vrsti¢na kanoni¢na forma ni identiteta, potem ima stopnico,
ki je daljSa od 1. Ker je stolpec, ki je na drugem mestu v neki stopnici,
linearna kombinacija prejSnjih stolpcev, stolpci take matrike niso linearno
neodvisni.

Po drugi strani iz obstoja stopnice, ki je dalj$a od 1, sledi, da stopnis¢e ne
pride do zadnje vrstice. Zadnja vrstica je torej nielna. Linearna ogrinjada
stolpcev torej ne vsebuje vektorjev, ki imajo zadnjo komponento nenicelno.
Stolpci matrike A zato niso ogrodje.
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Posledica 1

Za vsako kvadratno matriko A so ekvivalentne trditve:
@ Stolpci A so linearno neodvisni.
@ Stolpci A so ogrodje.
© Matrika A je produkt elementarnih matrik.

Dokaz: Ker ima identi¢na matrika linearno neodvisne stolpce in ker so
elementarne matrike obrnljive, ima po Trditvi 2 tudi produkt elementarnih
matrik linearno neodvisne stolpce. Torej iz tocke 3 sledi to¢ke 1. Podobno
dokaZemo, da iz tocke 3 sledi to¢ka 2.

DokaZimo sedaj, da iz to¢ke 1 sledi tocka 3. Dokaz, da iz tocke 2 sledi
tocka 3 je podoben. Po Gaussovem algoritmu obstajajo take elementarne
matrike Ei,..., Ex, da je A" := E, - - - E1 A reducirana vrsti¢na stopnitasta
forma. Ce so stolpci A linearno neodvisni, so po Trditvi 2 tudi stolpci A’
linearno neodvisni. Po Trditvi 3 sledi, da je A’ = /. Ker so E; obrnljive
matrike, sledi A = El_1 . Ek_l. Ker je inverz elementarne matrike
elementarna matrika, je torej A produkt elementarnih matrik.
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Dokazimo Se naslednjo posledico:

Posledica 2

Za vsako kvadratno matriko A so ekvivalentne trditve:
Q A je obrnljiva.
@ Obstaja taka matrika B, da je AB = 1.
© Stolpci A so ogrodje.

Dokaz: Ocitno iz totke 1 sledi to¢ka 2. Po Posledici 1 iz totke 3 sledi
toc¢ka 1, saj je produkt elementarnih matrik obrnljiva matrika.

Dokazimo $e, da iz tocke 2 sledi to¢ka 3. Po Trditvi 1 je dovolj dokazati,
da za vsak b € R" obstaja tak x € R", da velja Ax = b. Lahko vzamemo
kar x = Bb.
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Povzemimo vse rezultate v naslednji izrek:

Izrek o karakterizaciji obrnljivih matrik
Za vsako kvadratno matriko A so ekvivalentne trditve:
© A je obrnljiva.
@ Obstaja taka matrika B, da je AB = 1.
© Stolpci A so ogrodje.
© Za vsak b € R" obstaja tak x € R”, da velja Ax = b.
@ Stolpci A so linearno neodvisni.
O Za vsak x € R", ki zado¥¢a Ax = 0, velja x = 0.
@ A je produkt elementarnih matrik.

© Vrsti¢na kanoni¢na forma za A je identiteta.

V Posledici 3 bomo dodali 8e toc¢ke 9 - 12. V poglavju o determinantah
bomo pokazali e to€¢ko 13: A je obrnljiva natanko tedaj, ko je det A # 0.
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Transponiranka obrnljive matrike je obrnljiva matrika.

Trditev 4 J

Dokaz: Ce je A obrnljiva, potem je AA~! = A~1A = |, odkoder sledi
(AHTAT = AT(A)T =T = |. Torej je AT obrnljiva in velja
(AT)fl — (Afl)T.

Ce uporabimo izrek na matriki A7 namesto A in € upotevamo Trditev 4,
potem dobimo naslednjo posledico:
Posledica 3
Za vsako kvadratno matriko A so ekvivalentne trditve:
Q A je obrnljiva.
@ AT je obrnljiva.
@ Obstaja taka matrika B, da je BA= 1.
@ Vrstice A so ogrodje.

@ Vrstice A so linearno neodvisne.

v
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Definicija determinante

Vsaki kvadratni matriki A bomo priredili realno Stevilo det A, ki mu
pravimo determinanta matrike A. Povedali bomo, kako izraunamo
determinante matrik velikosti 1 x 1 in kako se determinante matrik
velikosti n x n izraZajo z determinantami matrik velikosti (n — 1) x (n—1).
Potem bomo znali izra¢unati determinanto matrik poljubne velikosti.

Najprej definirajmo determinanto za matrike velikosti 1 x 1.
det[a] = a.

Za vsako matriko A velikosti n x nin za vsak i,j =1,...,n oznalimo z
A; j matriko velikosti (n — 1) x (n — 1), ki jo dobimo tako, da v matriki A
zbriemo i-to vrstico in j-ti stolpec. Definirajmo

det A = ar det Al’l—al’g det A172—|—3173 det A173—. . .—|—(—1)n+131’n det A17n.

Na kratko to zapigemo s formulo det A = Y"1, (—1)*/ay ; det Ay ;.
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Primer - determinata 2 x 2 matrike

Izpeljimo formulo za determinante matrik velikosti 2 x 2. Ce je

a a
A— 1,1 a12 :
a1 a2

potem je A;1 = [a22] in A1 2 = [a2,1]. Po definiciji determinant matrik
velikosti 1 x 1 je det A;; = a2 in det A; o = ap1. Zato velja

detA = ai det A171 — a2 det A172 = a1,1a22 — d1,2a2.1.

Primer - determinata 3 x 3 matrike
Izpeljimo Se formulo za determinanto 3 x 3 matrike. Naj bo

d1,1 41,2 413
A= | a1 a2 a3

a3,1 432 433
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Potem je
det A=ajdetA;; —arpdet Ajp + a1 3det Agz
kjer je
Avy— [ 22 a3 ] A [ a1 a3 } n Aus = [ a1 a2 }
az2 a33 a31 a33 az1  a32
Po formuli iz prej$njega primera je

det Ay 1 = a22a33 — 32,3332,
det A1 2 = a2 1333 — a2,333,1,

det A1 3 = az1a32 — a22331.
Zato velja

det A= 31,1(32,233,3 - 327333,2) - 31,2(32,13373 - 32,333,1) + 31,3(32,133,2 - 327233,1)

= a1,1822333 + 31,2823331 + 81,332,133 2 — 31,382283,1 — 41,282,133 — 81,132,333 2.
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Formulo za determinanto 3 x 3 matrike si zapomnimo s Sarrusovim
pravilom:

N
CA

‘ a 1 a
a1 %" Y.
C l 1 O

C o Co
< .
2 _ 2

(V)

Najprej k matriki pripiSemo njena prva dva stolpca. Vsaka od 3estih puscic
predstavlja produkt treh elementov, ki jih pre¢ka. Rdece puscice
upostevamo s pozitivnim predznakom, modre pa z negativnim predznakom.

Opomba: Sarrusovo pravilo ne velja za 4 x 4 in vegje determinante.
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Geometrijski pomen determinante

Absolutna vrednost determinante

det [

c d

b}:ad—bc

je enaka plos¢ini paralelograma, ki ga razpenjata stolpca te determinante.

c {C+d

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)

bc

- ------r---------- —

ac/2

- "4
W,
w
bd/2
- ac/. bc
b a a+b
[

Paralelogram, ki ga razpenjata vektorja

v = a inw = b ima plos&ino
Tl ¢ ] P
bd

= ad — bc = det A.

Ce bi w lezal na drugi strani v bi dobili
bc — ad = —det A. Predznak det A je
torej povezan z orientacijo v in w.
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Determinanta 3 x 3 matrike s stolpci u,v,w je enaka
u1(vaws — vawn) — vi(uaws — uswa) + wy (v — uzva)

kar je enako me$anemu produktu

(uxv,w) = (upvz — uzva)wy + (u3vi — ryv3)wa + (U1va — wava)ws.

Vemo, da je absolutna vrednost me¥anega produkta (u x v, w) enaka
volumnu paralelepipeda, ki ga razpenjajo vektorji u,v,w. Torej je

|det[u v w ]| = volumen

Opomba: Predznak det|[ u v w | je povezan z orientacijo vektorjev
u,v,w. Ce zadostajo pravilu desnega vijaka, je predznak pozitiven.
Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Sesto predavanje november 2020
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Razvoj determinante po vrstici ali stolpcu

Brez dokaza povejmo naslednji formuli.

Izrek o razvoju determinante

Ce je A matrika velikosti n x n, potem za poljubna i,j € {1,...,n} veljata
naslednji formuli:

o formula za razvoj det A po i-ti vrstici

det A = Z ajk(—1)"T det Aj ;

e formula za razvoj det A po j-tem stolpcu

det A = Z akj(—1)% det Ay ;.
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Formula za razvoj po prvi vrstici se ujema z definicijo determinante.

Ponavadi razvijemo determinanto po tisti vrstici ali stolpcu, ki vsebuje
najvel nicel, saj to najbolj skrajsa racunanje.

Primer
Izra¢unajmo determinanto matrike

z razvojem po prvem stolpcu. Velja

1 -1 1 1 1 1
detA—2-det[_1 3 ]—O-det[_1 3]+1-det[1 _1]—

=2.2-0-4+1-(-2)=2.
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Determinante, 2. del

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)



Linearnost determinante

PokaZimo najprej na primeru, da determinanta v splonem ni linearna.

Primer
Naj bo

A=lo o] 2=[o 1]
Potem je det(A+ B) =det/ =1 indetA+detB=0+0=0. Torej je
det(A + B) # det A+ det B
Naj bo sedaj C =/ in & = 2. Potem je det(aC) = 4 in wdet C = 2, torej

det(aC) # adet C

V nadaljevanju bomo pokazali, da je determinanta linearna v vsaki vrstici
in stolpcu.
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Trditev 1

Velja naslednja formula, ki ji pravimo linearnost determinante v i-ti vrstici:

= PBdet

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Sedmo predavanje

det

aii

-1,
bi1
di+1,1

an,1

ai

ai—1,1
Bbi1+vcia
di4+1,1

an,1

ai,n

di—1,n
bi,n

di+1,n

an,n

ﬁbi,n + Y Ci,n

+ v det

al.n

di—1,n
ai+1,n

an,n

a1l

ai-1,1
Ci1

di+1,1

dn,1

ai,n

di—1,n
Ci,n
di+1,n

dn,n
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Dokaz formule (1): Razvijmo determinanto

A(B,v) =

po i-ti vrstici. Dobimo

n

ail

aj—1,1
Bbi1+yci1
di4+1,1

an,1

matrike

al,n

di—1,n
/Bbi,n + YCi.n
ai—l—l,n

an.n

detA(B,7) = D (1) (Bbik +cik)det Ak

k=1

= B> (-1)
k=1

Odtod sledi Zelena formula

k=1

det A(B,v) = Sdet A(1,0) + ydet A(0, 1)

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)
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Zamenjava dveh vrstic v determinanti
V nadaljavanju bomo potrebovali naslednjo trditev:

Trditev 2

Ce v matriki zamenjamo dve vrstici, se njeni determinanti spremeni
predznak. Se pravi det P; ;A = —det A.

Dokaz: Trditev velja za 2 x 2 matrike, ker je

41,1 41,2

a a a a
det [ 21 e22 ] = a1pay1 — a11dy = — det { bhoeL2 ] :

a1 ap

Predpostavimo, da trditev velja za (n — 1) x (n — 1) matrike, kjer je n > 3.

Vzemimo poljubno n x n matriko A in poljubna i in j, ki sta razli¢na.

Potem za poljuben k, ki je razlicen od i in j, lahko det P; ;A izratunamo
tako, da jo razvijemo po k-ti vrstici, upostevamo indukcijsko predpostavko,

izpostavimo —1 in upo$tevamo formulo za razvoj det A po k-ti vrstici.

Dobimo ravno — det A.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Sedmo predavanje november 2020
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Iz trditve sledi naslednja:

Posledica J

Ce ima matrika dve vrstici enaki, potem je njena determinanta enaka ni&.

Dokaz: Ce sta i-ta in j-ta vrstica matrike A enaki, potem je PijA=A.
Odtod sledi det P; jA = det A. Toda zgoraj smo dokazali, da je
det P jA = —det A. Od tod sledi det A = — det A, torej je res det A = 0.

Trditev 3

Ce v matriki A k eni vrstici pristejemo vetkratnik druge vrstice, potem se
njena determinanta ne spremeni. Se pravi det(E; j(«)A) = det A.

Dokaz: Po Trditvi 1 in po Posledici je

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Sedmo predavanje november 2020 6 /23



aj1+aaj ajn+ @ajn
det(E,'J(Oz)A) = det =

dj,1 dj,n
aj1 aj.n aj1 dj.n
= det : : + adet : : =
4,1 dj,n 4,1 dj,n

=detA+a-0=detA

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Sedmo predavanje november 2020 7/23



Gaussova metoda za ra¢unanje determinant

Gaussova metoda nam pove, kako dano matriko s pomoé&jo elementarnih
vrsti¢nih transformacij prevedemo na reducirano vrsti¢no stopniasto

formo. Da bi to metodo uporabili za racunanje determinant, potrebujemo
odgovora na naslednji vprasanji:

o Kako elementarne vrsti¢ne transformacije vplivajo na determinanto?

@ Kako izratunamo determinanto reducirane stopnidaste vrsti¢ne forme?

Na prvo vprasanje smo Ze odgovorili v prej$njih razdelkih.
Trditev

o Ce v matriki A k eni vrstici pristejemo vetkratnik druge vrstice, potem
se njena determinanta ne spremeni.

o Ce v matriki A zamenjamo dve vrstici, potem se njeni determinanti
spremeni predznak.

o Ce v matriki A eno vrstico pomno¥imo z 3, potem se tudi njena
determinanta pomnoZi z 3.

v

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Sedmo predavanje november 2020 8 /23



Ker je reducirana vrsti¢na stopniasta forma vedno zgornje trikotna,
dobimo odgovor na drugo vprasanje iz naslednje trditve:

Trditev
Determinanta zgornje trikotne matrike je enaka produktu elementov na
njeni glavni diagonali.

Dokaz: Ce vetkrat uporabimo formulo za razvoj po prvem stolpcu, dobimo

a1 4d1,2 ... din
a2 ... an
0 a2 ... axn ) )
det . . . . = ay,1 det : . : =
: : . : 0 3
0 0 ... apn mn
da33 ... 4a3p
= a1,1a2.2 det . =...=a11a22 - ann-
0 ann
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Primer

S pomoc&jo Gaussove metode izralunaj determinanto matrike

1 21 2
2 01 -1
A= -1 11 -1
0 2 2 1

S transformacijama £ 1(—2) in E31(1) dobimo

1 2 1 2
0 -4 -1 -5
det A = det 0 3 9 1
0 2 2 1
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S transformacijama E3»(32) in Es2(3) dobimo

1 2 1 2

det A = det 8 04 _51 _‘i

i 3

00 5 -3

S transformacijo E4,3(—g) dobimo

1 2 1 2

det A = det 8 _04 _51 _‘i

4 4

o0 o0 2

Formula za determinanto zgornje trikotne matrike nam da

59
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Determinanta produkta matrik

Dokazimo, da je determinanta produkta enaka produktu determinant.

Izrek o determinanti produkta matrik

Za poljubni kvadratni matriki A in B velja det AB = det A det B.

Dokaz: Ce v formule

det(E; j(a)B) = det B,
det(P,-JB) = —det B, (2)
det(E;(8)B) = S det B

vstavimo namesto B identi¢no matriko, dobimo

det(Eija)) = 1,
det(P,-J) = -1, (3)

det(Ei(8)) = 8.
Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)
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Iz formul (2) in (3) sledi

det(E,-J(a)B) = det E,'J(CM) det B,
det(P,-’jB) = det P,"j det B, (4)
det(E;(8)B) = det E;(3) det B.

Torej formula det AB = det Adet B velja, ko je A elementarna matrika.

Formula det AB = det Adet B velja tudi v primeru, ko ima matrika A v eni
vrstici same nicle, saj ima potem tudi matrika AB v isti vrstici same nicle,
torej je det A = det AB = 0, kar vidimo iz razvoja po tej vrstici.

Lotimo se sedaj splosnega primera. Po Gaussu obstajajo take elementarne
matrike Eq,..., E,, da ima matrika S = E,, - - - E1 A reducirano vrsti¢no
stopni¢asto obliko. Lo¢imo dva primera.
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Ce ima matrika S nitelno vrstico, potem velja
det E,---det E; det AB = det(E,--- E1A)B = det SB = 0,
detE,---det Eydet A=detE,--- EfA=detS = 0.

Po krajsanju dobimo det A = det AB = 0. Sledi det AB = det Adet B.

Ce pa matrika S nima nicelne vrstice, potem je S = /. Odtod sledi, da je

detE,---det E; det AB = det(E,--- E;A)B = det IB = det B,
detE,---detEidetA=detE, - - E1A =det/.

Drugo formulo pomnoZimo z det B in primerjamo leve strani obeh formul.
Po krajsanju spet dobimo det AB = det Adet B.
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Determinanta obrnljive matrike

Kako z determinanto preverimo, ali je matrika obrnljiva?

Izrek o determinanti obrnljive matrike
Kvadratna matrika A je obrnljiva natanko tedaj, ko je det A # 0. J

Dokaz: Ce je matrika A obrnljiva, potem obstaja taka matrika B, da velja
AB = I. Ce na obeh straneh uporabimo determinanto, dobimo

det A det B =det AB =det/ = 1.

Odtod sledi, da je det A # 0.

Recimo sedaj, da je det A # 0. Izberimo take elementarne matrike
Ei,...,E,, daje S:=E,--- E1A reducirana vrsti¢na stopnifasta forma.
Ker so elementarne matrike obrnljive, imajo neni¢elne determinante.

Po predpostavki det A # 0 odtod sledi, da je det S £ 0. Torej S ne more
imeti ni¢elne vrstice. Odtod sledi, da je S = /. Torejje A= E;'... E; !
obrnljiva matrika.
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Determinanta transponirane matrike
Ce matriko transponiramo, se njena determinanta ne spremeni.

Izrek o determinanti transponirane matrike

Za vsako kvadratno matriko A velja det AT = det A.

Dokaz. Najprej opazimo, da izrek velja za elementarne matrike:

@Iz P,-Z- = P;; sledi det P,-Z- = det P; ;.

o Iz £i(B)T = Ei(B) sledi det E;(B)T = det £;(3).

o Iz £ j(a)" = Eji() sledi det E; j(a) T = 1 = det E; j().
Izberimo take elementarne matrike Eq,...,E,, daje S:= E,--- E1A
reducirana vrsti¢na stopnicasta forma. Lo&imo dva primera:

o Ceima S nitelno vrstico, potem ima S7 niteln stolpec, torej je
det ST =0 =detS.

o Ce je S =1, potem detST =1 =detS, ker je IT=1.
Torej je v obeh primerih det ST = det S.
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Ker je determinanta produkta produkt determinant, velja

det S = det(E, - - - E1A)
—detE,---det £; detA

detST = det(Ep - -- ElA)T
=det(ATE - ET) =
—det AT det £/ ---detE]
1z (5) in (6) sledi
det AT = det A
ker je det ST =det S in detEiT =detE; #0zavsak i=1,...,n.
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Determinanta blo¢no trikotne matrike

Kvadratna matrika je blo€no zgornje trikotna, e je oblike

11 ... dlm b1’1 N b17n

am1l --- amm bmi ... bmn | | A B
0 NN 0 1,1 -+« Cin 0 C
0 - 0 Cnl --- Can

Izrek o determinanti blo¢no zgornje trikotne matrike
Za vsako blo¢no zgornje trikotno matriko velja

det[0 c

A1 } =detAdetC
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Dokaz: Najprej opazimo, da velja

tHRE e

A B | 0 A B
det{O C]:det{o C}det[o l]

Dokazimo sedaj, da je

A B A 0
det[0 I]—det[o I}

Odtod sledi

S pomogjo elementarnih tranformacij tipa E; j(«) lahko namre¢ eno
matriko prevedemo na drugo. Natanéneje

o 7]=ele 7]
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kjer je
E = El,m+1(b1,1) o Em,m—l—l(bm,l)El,m—i—n(bl,n) o Em,m—l—n(bm,n)

Z vekratno uporabo razvoja po prvi vrsti dobimo.

Im 071 In—1 0| _ h 0| _
det[0 C}—det[ 0 C]—...—det[o C}—detC
Z vetkratno uporabo razvoja po zadnji vrsti dobimo
A0 A 0 A O
det[ 0 I, ] —det[ 0 I, ] —...—det[ 0 K } =detA
Torej je

A B | I, 0O A 0|
det[0 C]—det[o C]det[o In]—dethetA
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Primer

2 3 4 5
8 9 10 11
0 13 14 15
0 17 18 19
0 0 0 21
0 0 0 23

det

O o oo N

1 2 13 14
—det[ ]det[17 18

7 8

6
12
16
20
22
24

13 14 15
1 2 17 18 19
_det[7 S}de 0 0 21
0 0 23

Jaee| 55 53 | = cor-ax-2

16
20
22
24

= 48

Opomba: Podobna formula velja tudi za spodnjetrikotne matrike

[3 2]

B C

AOT_thTBT_
B c| o c"|”

—det AT det CT = det A det C

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)
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Schurov komplement
Zanima nas ali se da formulo

a b
det[c d]—ad—bc

posplositi na primer, ko so a, b, ¢, d matrike. Odgovor ni preprost.

Trditev
Naj bodo A, B, C in D matrike velikosti m x m, m x n, n X min n X n.

o Ce je matrika D obrnljiva, potem velja

det [ A B ] = det D det(A — BD71C)

c D

o Ce je matrika A obrnljiva, potem velja

det [ A B ] = det A det(D — CA™'B)

¢ D
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Dokaz: Ce je matrika D obrnljiva, potem velja

A Bl [A-BD'C B[ In O
C D] 0 D||DC I
Odtod sledi, da je
det| A Bl gt A—BDIC B_det Im 0O
C D] 0 D | D-ic I,

= det(A— BD71C) det D det I, det I,

Ce je matrika A obrnljiva, potem velja

ABl [ In O0][A B
C D| |CAY I,|]|0 D-CA'B
Odtod sledi, da je
A B Im 0] A B
det[ c D } _det[ CA 1, | det[ 0 D—CA—lB}

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)
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Cramerovo pravilo

Cramerovo pravilo je eksplicitna formula za reSitev sistema linearnih ena&b
Ax=Db (1)

v primeru, ko je A kvadratna matrika z neni¢elno determinanto.

Naj bo n $tevilo stolpcev matrike A. Za vsak i = 1,...,n oznadimo z
Aji(b) matriko, ki jo dobimo iz matrike A tako, da njen i-ti stolpec
zamenjamo z vektorjem b.

Izrek - Cramerovo pravilo
Ce je A n x n matrika z det A # 0, potem je resitev sistema (1) podana z

~ det Ay(b)

I = ot A i=1,...,n. (2)
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Dokaz. Naj bodo ay, ..., a, stolpci matrike A. Zavsak i =1,...,nje
Aib)=[a; ... a1 b a1 ... a,]
Definirajmo e matriko
liix)=[e ... e_1 x ey1 ... e, ]

kjer so ey, ..., e, stolpci identi¢ne matrike / in je x reSitev sistema
Ax =b. Opazimo, da velja

A /,'(X) = A [ e ... €_-1 X €11 ... €p ]
= [ Ae1 . Ae,-,l AX Ae,-+1 . Aen ]
= [al .o Adj—1 b djt+1 .. a,,}
= Ai(b)
Odtod sledi

det A det [;(x) = det A;(b).

Z razvojem det /;(x) po i-ti vrstici dobimo e det /;(x) = x;.
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ReSevanje 2 x 2 sistema s Cramerovim pravilom

Re$imo naslednji sistem s Cramerovim pravilom:

2x+y = -1,
x+3y = 2.

Resitev se glasi
b1 a1.2 -1 1
det [ By cns ] det [ > 3 ] 5

X = = :—:—1’

5
det | 11 912 det 21
dp1 422 1 3

aii b1 2 -1
det[aZ1 b2:| _det[l ’ ]_5

y = = =
5
det [ S 2 ] det [ 2 1 ]
a1 ap
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ReSevanje 3 x 3 sistema s Cramerovim pravilom

S pomoé&jo Cramerovega pravila reSimo sistem

X+y+2z =
2x —y
3y+z = -1

Il
[Er—

Ker je

a1l a2 a3 1
det A = det a1 a2 a3 —det | 2
a1 a32 a33 0

je reSitev sistema

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Osmo predavanje

november 2020

5/19



I b1 31,2 3173 i i 1 1 2
det | by a2 a3 det 1 -1 0
L bs az2 4d33 | L -1 3 1 2
= det A - det A )
[ a1,1 b1 a1,3 i i 1 1 2
det a1 b a3 det| 2 1 0
| 331 b3 a33 | |0 -1 1 -5
Y= det A - det A 9
d11  4a1,.2 b1 1 1 1
det a1 a2 by det| 2 -1 1
. az1 a2 b3 | 0 3 -1 6 2
i det A B det A 9 3 |
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Formula za inverz matrike

Vemo, da ima kvadratna matrika A inverz natanko tedaj, ko je det A # 0.
Vemo tudi, kako A~ poi§¢emo z Gaussovo metodo. Nimamo pa %e
eksplicitne formule za A=1. Izpeljali jo bomo s Cramerovim pravilom.

Definicija kofaktorske matrike

Naj bo A kvadratna matrika. Ce v matriki A vsak element ajj zamenjamo
z njegovim kofaktorjem (—1)"*/ det A; ;, dobimo kofaktorsko matriko
matrike A. Oznaka zanjo je A. (Spomnimo se, da matriko A;; dobimo
tako, da v matriki A pobri¥emo i-to vrstico in j-ti stolpec.)

Primer kofaktorske matrike

a b ~ d —c
a=[la] = A5 T
a b c y ei—fth fg—di dh—eg
A=|d e f = A= | ch—bi ai—cg bg—ah
g h i bf —ce cd—af ae— bd
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Izrek - Formula za A~!
Naj bo A n x n matrika, ki zado¥¢a det A # 0. Potem velja

1 -

Al = AT 3
det A ( )

kjer je A kofaktorska matrika matrike A.

Dokaz: Matrika A~ je reditev matri¢ne enatbe

AX = 1.
Naj bodo xi, ..., x, stolpci matrike X. Potem velja
Ax;=e; ... Ax,=e,
kjer so ey, ..., e, stolpci matrike /.

Vzemimo poljubna 7 in j in izratunajmo (i,/)-ti element matrike X. Velja
det A,-(ej)

det A
Pri drugem enacaju smo uporabili Cramerovo pravilo za sistem Ax; = e;.
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Determinanto B = Aj(e;) izratunamo z razvojem po i-tem stolpcu:
n .
det B=Y (~1)*"by;det By
k=1

Upostevamo, da je By ; = A, in da je

. 0

by, = k-ti element e; =

pa dobimo

det A,'(e_,') = (—1)i+j det Aj’,'
odkoder sledi

o det A;; 1
(1)t Ui _ .
xij=(—1) Tot A detA(kofaktor aj i)
Torej je res
1 .
Al=X= AT
det A
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Primer - Inverz 2 x 2 matrike

Ce je

potem je

i L oar_ 1 d —c T: 1 d —b
det A ad—bc| —b a ad —bc| —c a

Primer - Inverz 3 x 3 matrike

a b c ei—fh ch—bi bf—ce
A=|d e f :>A‘1:d—A fg —di ai—cg cd— af
g h i et dh—eg bg—ah ae— bd

kjer det A = aei + bfg + cdh — ceg — afh — bdi.

v
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Determinante in permutacije
Za vsako naravno $tevilo n oznatimo N, = {1,2,...,n}. Za vsako
preslikavo o: N, — N, so ekvivalentne naslednje lastnosti:

@ o je injektivna (=slika razli¢ne elemente v razli¢ne elemente),

@ o je surjektivna (=vsak element je slika nekega elementa),

@ o je bijektivna (=injektivna in surjektivna).
Preslikavi, ki zados¢a eni od teh treh ekvivalentnih lastnosti, pravimo
permutacija mnoZice N,. MnoZico vseh permutacij N, oznaimo s S,,.
Primeri permutacij
Vseh preslikav iz N3 v N3 je 27. Od teh jih je 6 bijektivnih:

(123) (213) (521)
(132) (233) (:13)

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Osmo predavanje november 2020 1 /19
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Naj bo e; stolpéni vektor vellikosti n, ki ima na i-tem mestu enko, drugod

pa same ni¢le. Vsaki permutaciji o € S,, priredimo matriko
Po = [ eg(l) 60(2) eg(n) ]
Determinanti te matrike pravimo signatura permutacije 0. Oznaka je
sgn(o) := det P,.
Primeri

Ce za o vzamemo identi¢no preslikavo, dobimo P, = I in sgn(o) = 1.

Ce za 0 vzamemo transpozicijo elementov / in j, se pravi permutacijo

J Ce k=1
olk)=< i Cek=j
k ¢tek#i,j

dobimo P, = P;; in sgn(c) = det P;j=-1.
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Signature permutacij iz S3

sen

9]
[Of]
[=]

)
o9
=}

== W N

2]
9
=

N~

2]
o]
=

wn
(o)}
[=}
S TN N N

w =

WN DN EFNN NN

N

N W W WWwWw Www

= W

N W

N—— N T~

= det/ =1

= det P172 =-1

= det P1’3 =-1

= det P273 =-1
0 01

= det| 1 0 O
010
010

= det| 0 0 1
1 00
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Dokazimo najprej, da za vsako permutacijo o velja

sgn(o) € {-1,1}

Najprej opazimo, da velja

T
Co(1)
e
o(2)
PUTPU = : [ ea(l) eg(z) ea(n) ]
T
[ ®o(n)
<ecr(1)7 eo‘(l)> <e0(1)7 ea(2)> s <e0'(1)) eo‘(n)>
| (eo) o) (80(2):€0(2) - (€5(2) €0(n))
L (ea(n)a ea(1)> <e0(n)7e0'(2)> s <e0(n)a ea(n)>

=
Odtod sledi, da je
(det P,)2 = det P] detP, =detP/ P, =det/ =1
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Pokazimo Se, da za vsaki permutaciji o in 7 velja

sgn(o o 1) = sgn(o)sgn(r)

Ocitno za vsak 7 velja

Pse; = ey(;).
Odtod sledi
PsPr = Ps[ e;1),€r2):---r€r(n) |
= [P 67(1)7” er2):- - Polrn) |
= [ estr()) €o(r(2): -+ Co(r(n)) |
— Poor

Ce uporabimo determinanto na obeh straneh, dobimo Zeleno formulo.
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Explicitna izraZava determinante

Radi bi dokazali naslednjo formulo

detA = Z Sgn(ﬂ-) a1,7(1)92,x(2) " " * 9n,mw(n) (4)
TFGSn
Primer
41,1 41,2 4a13
det | a21 a2p a3 | =
431 432 433
=S 123aaa-|—s 123aaa+
= Sgn 12 3 1,182,243 3 gn 2 1 3 1,282,143 3
+sgn Lz 8 a1.3a224a3.1 + sgn o a1 1az3a32+
Sg 3 21 1,3922d31 T Sg 13 2 1,182,343 2
4s 1 2 3 31 030 2321 1 2 3 5
g1 2 3 1 1,242,343 1 — Sgn 31 2 1,342,1432
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Ideja dokaza je, da vsako vrstico matrike A izrazimo kot
n

-

[ aj1 4i2 ... ain ] = E a,-’jej
j=1

in nato upos$tevamo linearnost determinante v tej vrstici. Dobimo

Z dij €
J1
[a11 a2 ... ain | A=
det A = det : = det : =
an,l an,2 e an,n
[ ] Z ajj, e J"
L jn=1 m
T T
€ €
= E E i1 i det = E aiji " i det
1=1 Jn=1 el (15-+-jn) E(Np)" e/
Jn In
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Ce sta dve izmed &tevil ji, ..., j, enaki, potem je

-
€

det | =0,
T

€

,Jn paroma

ker ima determinanta dve vrstici enaki. Ce pa so Stevila ji, ...

razli¢na, potem je funkcija, ki poslje vsak k v jk, injektivna, se pravi

(12 )
Ju J2 - Un

V tem primeru je

.
€

1 2 . n
det : = det | e; e | =sgn| . . .
T Len e ]=se (Jl 2o Jn)

ejn
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Dokazali smo, da velja

1 2
det A = Z sgm(J.1 i

1 2 n
(h b )65"

kar na kratko zapisemo kot

det A — Z sgn(7) a1 r(1)32,7(2)

7T€Sn
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Algebrske strukture, 1.del
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Grupoidi in polgrupe

Operacija na mnoZzici nam pove, kako iz dveh elementov te mnoZzice
zgradimo nov element te mnoZice. Formalno jo definiramo takole:

Definicija operacije na mnoZici
Operacija na mnozici M je funkcija iz M x M v M. J

Opomba: MnoZica M x M se sestoji iz vseh urejenih parov (a, b), kjer sta
ain b elementa M. Funkcija o: M x M — M preslika urejeni par (a, b) v
element o(a, b). Namesto o(a, b) bomo obitajno pisali ao b.

Opomba: Na isti mnoZici imamo lahko ve€ razli¢nih operacij. Da jih
lo¢imo, uvedemo pojem grupoida. Grupoid je mnoZica skupaj z izbrano
operacijo na tej mnozici. Formalno ga definiramo takole:

Definicija grupoida J

Grupoid je urejeni par (M, o), kjer je M mnoZica in je o operacija na M.
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Definicija polgrupe
Operacija o na mnozici M je asociativna, ¢e za vse a, b, ¢ iz M velja

(aob)oc=ao(boc).

Polgrupa je tak grupoid (M, o), kjer je o asociativna operacija na M.
Operacija o je komutativna &e velja aob=boa zavse a,b e M.
Polgrupi s komutativno operacijo pravimo komutativna polgrupa.

Opomba: Iz asociativnosti operacije o sledi, da je vrednost izraza
a1 0ayo...0a, neodvisna od tega, kako postavimo oklepaje. Seveda pri
postavljanju oklepajev ne smemo spreminjati vrstnega reda faktorjev.

Opomba: Ce zelimo, da je vrednost izraza aj o ap o ... o a, neodvisna
tudi od vrstnega reda faktorjev, mora biti operacija o tudi komutativna.
Primeri komutativnih polgrup

Naj bo N = {1,2,...} mnoZica vseh naravnih $tevil. MnoZenje in
seStevanje naravnih Stevil sta operaciji, ki sta tako komutativni kot
asociativni. Torej sta (N, ) in (N, +) komutativni polgrupi.
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Polgrupa vseh n x n matrik

Naj bo M,(R) mnoZica vseh n x n matrik in naj bo - mnoZenje matrik.
Potem je (M,(R),-) polgrupa. Ce je n > 2, ta polgrupa ni komutativna.

v

Polgrupa vseh preslikaviz S v S

2) Naj bo S poljubna mnoZica in naj bo Fs mnoZica vseh funkcij iz S v S.
Operacija o naj bo kompozitum dveh funkcij. Potem je (Fs, o) polgrupa.
Za vse funkcije f, g, h € Fs in vse elemente s € S namre velja

((fog)oh)(s) = (fog)(h(s)) = f(g(h(s))) = f((goh)(s)) = (fo(goh))(s)

Ce ima S vsaj tri razli¢ne elemente potem polgrupa (Fs, o) ni komutativna.
Recimo, da so a, b,c € S paroma razli¢ni elementi. Naj bo f transpozicija
elementov a in b, g pa transpozicija elementov a in c. Potem velja, da
f(g(a)) = f(c) = c ni enak g(f(a)) = g(b) = b. Torej fog #gof.
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Polgrupa vseh besed s ¢rkami iz A

Naj bo A neprazna mnoZica ¢rk. Naj bo M mnoZica vseh besed, ki jih
lahko sestavimo s ¢rkami iz A. Operacija o naj bo stikanje besed.

Recimo aba in bab sta dve besedi s érkami iz A = {a, b}. Ce ju staknemo,
dobimo besedo aba o bab = ababab. To ni isto kot bab o aba = bababa.
Qéitno je stikanje besed asociativna operacija, torej je (M, o) polgrupa.
Ce mnoZica A vsebuje vsaj dve &rki, potem je ta polgrupa nekomutativna.

v

Primer grupoida, ki ni polgrupa

Vektorski produkt je oitno operacija na R3. PokaZimo, da ta operacija ni
niti asociativna niti komutativna. Velja namre¢

e; X er =e3 (e1 xe1) xey=0

e X ey = —e3 elx(elxeg):elxegz—eg

Grupoid (R3, x) torej ni komutativen in ni polgrupa.
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Primer komutativnega grupoida, ki ni polgrupa

Oznatimo z M,(IR) mnoZico vseh 2 x 2 matrik. Jordanski produkt na
M, (R) je definiran z

1
Ao B = ~(AB + BA)

Octitno je ta operacija komutativna. PokaZimo, da ni asociativna.

Vzemimo
01 0 0
A=l5o] &=[3 0]

Otitno je Ao B = %l in Ao A=0. Torej je

(AcA)oB=0, Ao(AoB):Ao%I:%A

Torej je (Ma2(R), o) komutativen grupoid, ki ni polgrupa.
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Monoidi

Definicija enote

Naj bo (M, o) grupoid. Element e € M je enota tega grupoida &e velja
aoe=ain eoa= azavsak a € M. Polgrupi z enoto pravimo monoid.

Opomba: Element e € M je desna enota grupoida (M, o), &e velja
aoe = avsak a € M. Element e € M je leva enota grupoida (M, o),
Ce velja eo a = a vsak a € M. Enota je torej tak element, ki je tako leva
enota kot desna enota.

Trditev o enoli¢nosti enote
Vsak grupoid ima lahko najve¢ eno enoto. J

Dokaz: Naj bosta e in f dve enoti grupoida (M, o). Potem za vsak a € M
velja eca=ain za vsak b € M velja bo f = b. Ce vstavimo a = f in
b=e, dobimoeof =fineof =ce. Torejjee=F.
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Opomba: Dokazali smo celo veg, kot smo obljubili. Dokaz nam pove,
da je vsaka leva enota grupoida enaka vsaki desni enoti grupoida.
Odtod sledi, da grupoid z enoto nima drugih levih ali desnih enot.

Opomba: Ce grupoid nima nobene leve enote, potem se lahko zgodi,
da ima vel desnih enot. Ce grupoid nima nobene desne enote, potem
se lahko zgodi, da ima ve¢ levih enot.

Primeri enot
e Polgrupa (N,-) ima enoto 1. Polgrupa (N, +) nima enote, ker 0 ¢ N.
e Polgrupa (M,(R),-) ima za enoto identi€no n x n matriko /,.
@ Polgrupa (Fs,o) ima za enoto identi¢no preslikavo iz S v S.
To je preslikava definirana z ids(x) = x za vsak x € S.
@ Polgrupa vseh besed s ¢rkami iz A ima za enoto prazno besedo.
@ Grupoid (R3, x) nima niti leve niti desne enote.
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Primer polgrupe, ki ima ve¢ levih enot in nobene desne enote
Naj bo

I\/I:{[g g] | a,b € R}

in naj bo o obi¢ajno mnoZenje matrik. Ker velja

a b c d| | ac ad
00 Oo0| [0 O
je produkt dveh matrik iz M spet matrika iz M. Torej je (M, o) grupoid.

Ker je matri¢no mnoZenje asociativno, je tudi operacija o asociativna.
Torej je (M, o) polgrupa. Opazimo, da je vsak element oblike

o 5]

leva enota polgrupe (M, o). Imamo torej neskon&no levih enot.
Odtod in iz prve opombe sledi, da nimamo nobene desne enote.

v
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Grupe

Definicija inverza

Naj bo (M, o) monoid z enoto e. Pravimo, da je element a € M obrnljiv,
Ce obstaja tak element b € M, ki zados¢a aob=-¢e in boa=e. V tem
primeru pravimo, da je element b inverz elementa a in pisemo b = a~ .

Monoidu, v katerem je vsak element obrnljiv, pravimo grupa.

Opomba: Element b € M je desni inverz elementa a € M, &e je aob =e.
Element b € M je levi inverz elementa a € M, ¢e je boa = e. Inverz
elementa a € M je torej tak element M, ki je tako levi kot desni inverz a.

Trditev o enoli¢nosti inverza
V vsakem monoidu ima vsak element najvec en inverz. J

Dokaz: Recimo, da sta elementa b in ¢ inverza elementa a. Potem velja
aob=e, boa=¢e aoc=-ein coa=e. Ker smo v monoidu, velja

b=boe=bo(aoc)=(boa)oc=eoc=c.
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Opomba: V dokazu smo uporabili samo, da je b levi inverz a in da je ¢
desni inverz a. Dokazali smo torej moénejSo trditev, da je vsak levi inverz
elementa a enak vsakemu desnemu inverzu elementa a.

Opomba: Ce element nima nobenega levega inverza, potem se lahko
zgodi, da ima vel desnih inverzov. Ce element nima nobenega desnega
inverza, potem se lahko zgodi, da ima vec¢ levih inverzov.
Opomba: Ce monoid (M, o) ni grupa, oznatimo z M* mnoZico vseh
obrnljivih elementov v M. Opazimo, da (M*, o) grupa, ker velja:
o Ce a,b e M*, potem tudi ao b € M*. Velja namre¢
(aob)™t=b"toa"l Torejje (M*,0) polgrupa.
o Velja e € M, ker je e™! = e. Torej je (M*,0) monoid.
o Ce ac M, potem tudi a=! € M*. Velja namret (a~1)~! = a.
Torej je (M*,0) grupa.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Deveto predavanje november 2020 11 /26



Primer: Inverzi Stevil

@ MnoZica vseh celih 3tevil Z je grupa za operacijo sestevanja +. O€itno
je namret (Z,+) monoid z enoto 0 in vsak x € Z ima inverz —x € Z.

e Tudi (Q,+), (R,+), (C,+) so grupe.

e (Q, ) je monoid z enoto 1, ampak ni grupa, ker element 0 ni obrnljiv.
Vsak neniceln element x € Q ima inverz % MnoZica obrnljivih
elementov v Q je torej Q* = Q )\ {0}. Vemo, da je (Q*,") grupa.

o Tudi (R*,-) in (C*,-) sta grupi.

Opomba: Vse grupe v zgornjem primeru so komutativne. Komutativnim
grupam pravimo tudi Abelove grupe.

Primer: Aditivna grupa matrik

Naj bo Mp, »(R) mnoZica vseh m x n matrik in naj bo operacija +
sestevanje matrik. Potem je (M, n(R), +) Abelova grupa z enoto 0, 5.
Inverz matrike A v tej Abelovi grupi je matrika —A.
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Primer: Inverzi matrik

Naj bo M,(R) mnoZica vseh n x n matrik in naj bo - operacija mnozenja
matrik. Pokazali smo, da je (M,(R),-) polgrupa z enoto /,, torej monoid.

Vemo, da je matrika A € M,(R) obrnljiva natanko tedaj, ko je det A = 0.

V tem primeru je A~ = deiAAT. Vemo tudi, da iz AB = | sledi BA =1,

torej pojmi levega inverza, desnega inverza in inverza sovpadejo.

Grupo vseh obrnljivih n x n matrik ozna&imo z GL,(R). Pravimo ji n-ta
glavna linearna grupa.

Primer: Inverzi besed

Naj bo M mnoZica vseh besed nad neko abecedo in naj bo o stikanje besed.
Potem je (M, o) monoid, katerega enota je prazna beseda. Ce staknemo
neprazno besedo s poljubno besedo, dobimo neprazno besedo. Neprazne
besede torej niso obrnljive, saj nimajo niti levega niti desnega inverza.
Prazna beseda je seveda obrnljiva in njen inverz je spet prazna beseda.
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Primer: Inverzi funkcij
Naj bo S neprazna mnoZica in naj bo Fs mnoZica vseh funkcij iz S v S.
Vemo, da je Fs monoid za operacijo kompozitum funkcij. Pokazali bomo,
da je funkcija f: S — S obrnljiva natanko tedaj, ko je bijektivna.
Bijektivni funkciji iz S v S pravimo tudi permutacija mnoZice S. Grupo
vseh permutacij mnozice S bomo oznatili z P(S). Primer je S, := P(N,).
Ekvivalentnost obrnljivosti in bijektivnosti sledi iz naslednjih dveh trditev:
@ Funkcija f: S — S ima levi inverz natanko tedaj, ko je injektivna.
@ Funkcija f: S — S ima desni inverz natanko tedaj, ko je surjektivna.
Dokaz: Ce ima funkcija f levi inverz g, potem iz f(x) = f(y) sledi
x = g(f(x)) = g(f(y)) = y. Torej je f injektivna.
Ce je funkcija f injektivna, potem definirajmo funkcijo g: S — S takole:
Elemente, ki so v zalogi vrednosti funkcije f, preslikamo v njihove originale
(ti so zaradi injektivnosti f enoliZno doloceni). Elemente, ki niso v zalogi

vrednosti funkcije f, preslikajmo v poljubne elemente. Po definiciji g velja
g(f(x)) = x za vsak x € §, torej je g levi inverz f.
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Ce ima funkcija f desni inverz g, potem iz y = f(g(y)) sledi, da je f
surjektivna, saj je vsak element y € S slika nekega elementa g(y) € S.

Ce je funkcija f surjektivna, potem definirajmo funkcijo g: S — S takole:
g(x) = poljuben tak y € S, da velja f(y) = x. Obstoj y sledi iz definicije
surjektivnosti. Iz definicije g sledi, da velja f(g(x)) = x za vsak x € S,
torej je g desni inverz f. O

Za konec si oglejmo e konkreten primer. Naj bo S = N in naj bo funkcija
f: N — N definirana z f(x) = x + 1. Otitno je f injektivna, ni pa
surjektivna. Torej ima f levi inverz, nima pa desnega. Za vsak a € N je

x—1 ¢ x>2
g(X)Z{

a tex=1

levi inverz funkcije f. Torej ima f neskon&no levih inverzov.

Lahko pois¢emo tudi funkcijo iz N v N, ki ima neskon¢no desnih inverzov
in nobenega levega. Primer je funkcija f(2x) = x in f(2x — 1) = 1.
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Podgrupoidi, podpolgrupe in podmonoidi

Naj bo o operacija na mnoZzici M in naj bo N podmnoZica v M. Pravimo,
da je podmnoZzica N zaprta za operacijo o, e za vsaka elementa a in b iz
N tudi element ao b pripada N. V tem primeru lahko definiramo operacijo
oy na N s predpisom aoy b:=ao b zavsaka ain biz N.

Operaciji oy pravimo skréitev operacije o na podmnoZico N. Skr&itev oy
podeduje $tevilne lastnosti operacije o. Ce je recimo o asociativna, potem
je tudi op asociativna. Podobno velja tudi za komutativnost. Po drugi
strani se obstoj enote ne podeduje vedno. Prav tako se ne obstoj inverza.

Definicije podstruktur
@ Naj bo (M, o) grupoid. Podmnozica N C M je podgrupoid v (M, o),
Ce je zaprta za o. (Potem je (N, op) grupoid.)
@ Naj bo (M, o) polgrupa. Podmnozica N C M je podpolgrupa v
(M, 0), &e je podgrupoid v (M, o). (Potem je (N, op) polgrupa.)
@ Naj bo (M, o) monoid. PodmnoZica N C M je podmonoid v (M, o),
¢e je podpolgrupa in &e vsebuje enoto. (Potem je (N, oy) monoid.)
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Opomba: Ce je (M, o) polgrupa z enoto e in &e je N podpolgrupa v
(M, o), potem je NU {e} podmonoid v (M, o).

Primeri

MnoZica sodih naravnih Stevil je podpolgrupa v (N, +) in v (N, ).

MnoZica lihih naravnih 3tevil je podmonoid v (N, -).
MnoZica vseh matrik oblike [ g g ] je podpolgrupa v (Ma(R), ).

MnoZica 2 x 2 matrik s elementi > 0 je podmonoid v (Mz(R), +).
MnoZica vseh besed, ki se za¢nejo z &rko a je podpolgrupa v monoidu
vseh besed. (Operacija je stikanje besed.)

Mnozica vseh funkcij oblike kx + n je podmonoid v monoidu vseh
funkcij iz R v R. (Operacija je kompozitum funkcij.)

MnoZica vseh polinomov s pozitivnim vodilnim koeficientom je
podpolgrupa v (R[x], +) ter podmonoid v (R[x],-) in v (R[x], o).
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Opomba: Ce je (M, o) polgrupa z enoto e in & je N podpolgrupa v
(M, 0), potem se lahko zgodi, da ima (N, op) enoto razli¢no od e.

Primer podpolgrupe z razli¢no enoto

MnoZica M = N x N je monoid za operacijo (a, b) o (c,d) = (ac, bd).
Monoid (M, o) ima enoto e = (1,1). PodmnoZica N = N x {0} je zaprta
za o in ne vsebuje e. Torej je N podpolgrupa, ki ni podmonoid. Polgrupa
(N, op) ima enoto f = (1,0). Oc&itno f ni enaka enoti monoida (M, o).

Oglejmo si e primer podgrupoida, ki ni podpolgrupa.

Primer podgrupoida

Vemo, da je (R3, x) grupoid, ki ni polgrupa. Naj bo N C R3 premica
skozi izhodis¢e, se pravi linearna ogrinjata nekega vektorja. Za vsaka
elementa a,b € N velja a x b =0, kar je element N.
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Podgrupe

Spomnimo se, da je grupa tak monoid v katerem je vsak element obrnljiv.
Definicije podgrupe

Naj bo (G, o) grupa. PodmnoZica H C G je podgrupa v (G, o),
¢e je podmonoid in e vsebuje inverz vsakega svojega elementa.

Opomba: Na dolgo povedano je podmnoZica H C G podgrupa, &e:
@ Zavsaka a,b € H veljaaob e H.
o Veljaec H.
e Zavsak a € H velja a— ! € H.

PokaZimo, da lahko te tri lastnosti strnemo v eno samo.

Trditev

Naj bo mnoZica G grupa za operacijo o. Podmnozica H C G je podgrupa
natanko tedaj, ko za vsaka a,b € H velja ao b™! € H.
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Dokaz: Naj bo H taka podmnoZica v G, ki zadosa lastnosti iz trditve.
Preverimo, da H zados¢a vsem trem lastnostim iz definicije podgrupe:

e Dokazimo, da e € H. Ce v lastnost iz trditve vstavimo b = a,
dobimo aoa! € H za vsak a € H. Torej je res e € H.

@ Doka¥imo, da a1 € H za vsak a € H. Ce v lastnost iz trditve
vstavimo a = e in b = a, dobimo eoa™! € H za vsak a € H.

o Dokazimo, da ao b € H za vsaka a,b € H. Ce a, b € H, potem
a,b~! € H po prejsnji toki. Po lastnosti iz trditve je potem
ao(b™1)"1 € H. To pajeravno aobc H.

Dokazimo Se, da vsaka podgrupa H zados¢a lastnosti iz trditve. Vzemimo
poljubna a, b € H. Po tretji lastnosti iz definicije podgrupe odtod sledi
a,b~! € H. Po prvi lastnosti iz definicije podgrupe sledi ao b™1 € H.

Primer: Cikli¢ne podgrupe

Ce je (G, 0) grupa, potem je za vsak element a € G mnoZica

(a) :={a™ | m € Z} podgrupa v (G, 0). lzraz a™ definiramo z

A =e a"=a0...0aina"=alo...0a!zavsak ne N.
—— —————

n-krat n-krat
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Primeri podgrup v GL,(R)

Spomnimo se, da je GL,(R) = {A € M,(R) | det A # 0}. Definirajmo:
o SLy(R) = {A € Mp(R) | det A= 1}.
e UT,(R) = vse zgornje trikotne n x n matrike z enkami po diagonali.
0 O,(R)={Ac M,(R) | ATA=1I}.

Te mnoZice so podgrupe v GL,(R).

Primeri podgrup v S,

Spomnimo se, da je S, grupa vseh permutacij mnozice N, = {1,..., n}.
e Podmnozica A, = {0 € S, | sgn(o) = 1} je podgrupa v S,,.
@ Najboo=(; 3 == ",' 7). Potem je Z, := (o) podgrupa v Sj.

@ Naj bo R neka relacija na mnoZici N,,. Permutacija ¢ € S,
je avtomorfizem relacije R, &e iz iRj vedno sledi o(i)Ro(j).
MnoZica vseh avtomorfizmov relacije R je podgrupa v S,.

@ Oznatimo z R relacijo sosednosti ogli¥¢ v n-kotniku. Podgrupi vseh
avtomorfizmov R pravimo n-ta diedrska grupa in jo oznadimo z D,,.
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Lastnosti kon¢nih grup

Zanimajo nas grupe s kon&no mo&jo (mo¢ = &tevilo elementov).

Lagrangeov izrek
Mo¢ podgrupe deli mo¢ grupe. J

Dokaz: Naj bo H podgrupa kon&ne grupe (G,o). Za vsak g € G naj bo
goH:={goh|he H}

Izrek sledi iz G = Ugecg o H in iz naslednjih dveh pomoZnih trditev:

@ Za vsak g je mo¢ mnoZice g o H enaka mo&i mnoZzice H.

o Ce imata mnoZici g1 0 H in g» o H neprazen presek, potem sta enaki.
PokaZimo najprej, da je h+— g o h bijektivna preslikava iz H v g o H.
Surjektivnost sledi iz definicije g o H. DokaZimo %e injektivnost. Ce je
gohy=gohy, potemje hy =g to(goh)=gto(goh)=h.

To nam da prvo pomoZno trditev.
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Ce imata mno¥ici g1 o H in g» o H neprazen presek, potem obstajata taka
elementa hy, hy € H, da velja g1 o hy = g» o hy. Sledi g{l ogi=hyo hfl.
Vzemimo sedaj poljuben element x € g3 o H. Potem obstaja tak element

h € H, da velja x = g1 o h. Odtod sledi

X:eog1oh:gzogglogloh:gzohzohflohEggoH.

Dokazali smo torej g1 o H C g o H. Ce v dokazu zamenjamo g in g»,
dobimo Se obratno inkluzijo. To nam da drugo pomoZno trditev. O

Primer

Grupa S, ima n! elementov. Oglejmo si njene podgrupe:
@ A, ima %' elementov.
@ D, ima 2n elementov.

@ Z, ima n elementov.

V vseh primerih mo¢ podgrupe deli mo& grupe.
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Definicija: Red elementa

Naj bo (G, o) grupa. Red elementa a € G je najmanj3e naravno 3tevilo n,
ki zados¢a a" = e. Ce tak n ne obstaja, je red elementa a neskoncen.

v

Trditev
Vsak element vsake kon&ne grupe ima koncen red, ki deli mo¢ grupe.
Dokaz. Naj bo m mo¢ grupe in a element grupe. Potem e, a,a°,...,a"

ne morejo biti paroma razli¢ni, ker jih je ve¢ kot elementov grupe. Torej
obstajata taki stevili k,/ =0,...,m, daje k # /in ak =al. Ceje k> I,

sledi ak~! = e, sicer pa a/~% = e. Torej ima a konten red. Ce je red a

enak n, potem je {e,a,a% ...,a" "'} podgrupa, torej n deli m. O
Posledica

PodmnoZica kon&ne grupe je podgrupa natanko tedaj, ko je zaprta za o. J

Dokaz: Ce je a element podmnoice in &e je njegov red enak n, potem je
a1 = a""! tudi element podmno¥ice, ker je ta zaprta za operacijo. Sledi,
da podmnoZica vsebuje enoto, torej izpolnjuje vse tri lastnosti podgrupe.
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Primer: Red cikla
Oglejmo si najprej poseben primer permutacije, ki mu pravimo cikel.
Naj bodo a1, ..., ax paroma razli¢ni elementi mnozice N,. Oznadimo z

(31 a ... ak)

permutacijo, ki preslika a; + ap, ap — a3, ..., ak_1 —> ak, ax — a1,
elemente iz N, \ {a1,...,ax} pa preslika same vase.

PokaZimo, da je red elementa o := (a1 a» ... ax) enak k. Velja

I(oN ait| éei—i—/gk
U(al)_{ ajy/—k Cei+ 1>k

zavsak i,/ =1,... k. Torejje ok =idin o #1id,...,o" 1 £id.
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Primer: Red permutacije

Ce cikla o in 7 nimata skupnih elementov, potem velja o0 o7 = 70 0.
Potem za vsako naravno &tevilo k velja (0 o 7)% = 0% o 7%, Ker 0¥ in 7
nimata skupnih elementov, je 0% o 7% = id natanko tedaj, ko je ¥ =id in
7k = id. Torej je (0 o 7)% = id natanko tedaj, ko red o deli k in red T deli
k. Dokazali smo, da je red o o 7 enak najmanjSemu skupnemu veckratniku
redov ¢ in 7. To trditev lahko posplosimo tudi na ve¢ ciklov.

k

Kratek premislek pokaZe, da lahko vsako permutacijo zapisemo kot
kompozitum disjunktnih ciklov. Torej je njen red enak najmanjSemu
skupnemu veckratniku redov teh disjunktnih ciklov.

Izra¢unajmo red permutacije
(1 2 3 45
P=\a 5132
Najprej izrazimo permutacijo kot kompozitum disjunktnih ciklov. Dobimo

p=(143)o0(25). Red cikla (1 4 3) je enak 3, red cikla (2 5) pa je 2.
Najmanjsi skupni veckratnik 3 in 2 je 6. Torej je red permutacije p enak 6.
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Algebrske strukture, 2.del
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Homomorfizmi grupoidov, polgrup in monoidov
Homomorfizmi so preslikave, ki ohranjajo strukturo. Bolj natan&no:

Definicija homomorfizma

Naj bosta (M1, 01) in (M, 05) dva grupoida. Pravimo, da je preslikava
f: M; — M, homomorfizem grupoidov, e za vsaka x,y € M velja

f(xo1y) = f(x) o2 f(y) (1)

Homomorfizem polgrup je tak homomorfizem grupoidov, ki slika iz
polgrupe v polgrupo. Homomorfizem monoidov je tak homomorfizem
polgrup, ki slika iz monoida v monoid in preslika enoto v enoto.

Primeri homomorfizmov

Preslikava f(x) = 2x je homomorfizem polgrup iz (N, +) v (N, +), ker
velja f(x +y) =2(x+y) =2x+2y = f(x) + f(y) za vsaka x,y € N.
Preslikava f(x) = x2 je homomorfizem monoidov iz (N,-) v (N, -), ker
velja f(xy) = (xy)? = x2y? = f(x)f(y) za vsaka x,y € N in f(1) = 1.

v
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Primer: Homomorfizem polgrup, ki ne slika enote v enoto

Vemo, da je (Z,-) polgrupa z enoto 1 in da je (Z x Z,0), kjer
(a, b) o (¢,d) = (ac, bd), polgrupa z enoto (1,1). Preslikava

f:Z—7Zx7Z, f(x)=(x,0)

je homomorfizem polgrup, ker f(xy) = (xy,0) = (x,0) o (y,0) =
= f(x) o f(y), ampak ne slika enote v enoto, ker f(1) = (1,0) # (1,1).

Primer: Homomorfizem grupoidov
Naj bo A = [a; a; a3] taka 3 x 3 matrika, katere stolpci zado¢ajo
a; X ap = as, ax X a3 = aj in a3z x a; = ap. Potem je preslikava x — Ax
homomorfizem grupoidov iz (R3, x) v (R3, x). Velja namret
Ax X Ay = (x1a1 + a2 + x3a3) X (y1a1 + y2a2 + y3a3)
= (xy2 — xey1)a1 x a2 + (x3y1 — x1y3)as X a1 + (xeys — x3y2)az x a3

= (x1y2 — x2y1)as + (x3y1 — x1y3)az + (xoy3 — x3y2)a1 = A(x x y)

v
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PokaZimo, da homomomorfizem monoidov slika inverze v inverze.

Trditev

Recimo, da je f homomorfizem monoidov iz monoida (M, 01) v monoid
(M, 03). Ce je a obrnljiv element v (My,01), potem je f(a) obrnljiv
element v (My, 05) in velja f(a)~! = f(a™?).

Dokaz: Ker je element a € My obrnljiv, obstaja tak element b € My, da
velja ao; b=e; in boy a=e;. Ker je f: My — M, homomorfizem
monoidov, odtod sledi f(a) op f(b) = f(ao1 b) = f(e1) = e in

f(b) ox f(a) = f(boy a) = f(e1) = ex. Torej je element f(a) obrnljiv in
velja f(a)™! = f(b). Ker je b= a1, sledi f(a)~! = f(a71).

Primer

Determinanta det: M,(R) — R zado¥¢a det AB = det A det B in
det /, = 1. Torej je det homomorfizem monoidov iz (M,(R),-) v (R, ).
Po zgornji trditvi det slika obrnljive matrike v nenicelna realna Stevila in

: -1_ _1
velja det A% = .
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Primer: Homomorfizmi monoidov

Naj bo M mnoZica vseh funkcij iz R v R oblike ¢4 /(x) = kx + / in naj bo
operacija o kompozitum funkcij. 1z k(k'x + I') + | = kk’x + kI" + I sledi
®k,1 © Prr.r = Pukr kir+1- Enota te polgrupe je ¢ 0 = id. Preslikava

k |
f(¢k,/) - |: 0 1 :|
je homomorfizem monoidov iz (M, 0) v (Ma(RR), -), ker je
. 10
f0) =10 = | ¢ 1 | =+

kk'  kI' + |
f(ou1 0w 1) = F(Pkt kir+1) = [ 0 1 ] =

- [ g { ] [ ’8, ,1/ ] = £ (k) (Dwr.1)
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Homomorfizmi grup

Struktura grupe se sestoji iz treh delov: produktov, enote in inverzov.
Homomorfizem grup slika produkte v produkte, enoto v enoto in inverze v
izverze. Pokazali bomo, da druga in tretja lastnost sledita iz prve lastnosti.
Za definicijo torej lahko vzamemo samo prvo lastnost.

Definicija homomorfizma grup

Homomorfizem grup iz grupe (Gy,01) v grupo (G, 02) je taka preslika-
va f: G; — Gy, ki zados¢a f(x o1 y) = f(x) op f(y) za vsaka x,y € M;.

Trditev

Homomorfizem grup slika enoto prve grupe v enoto druge grupe in inverz
vsakega elementa iz prve grupe v inverz njegove slike.
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Dokaz: Za vsak homomorfizem grup f velja
f(el) o)) f(el) = f(el o1 e1) = f(el) = €2 09 f(el)

Ce to pomno¥imo z f(e;)~! z desne, dobimo f(e;) = e>. Drugi del je
posledica prvega dela in prej$nje trditve.

Primeri homomorfizmov grup
@ Determinanta je homomorfizem grup iz (GL,(R),-) v (R*,-), ker
velja det AB = det A det B.
o Preslikava 0 = Py := [€,(1) - - - €,(n)] je homomorfizem grup iz (Sp, 0)
v (GL,(R), ), ker velja Pyor = P, P;.
@ Signatura permutacije je homomorfizem grup iz (Sp,0) v (R*, ), ker
velja sgn(o o 7) = sgn(o)sgn(7).

Opomba: Tretji homomorfizem je kompozitum prvega in drugega.
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PokaZimo, da je kompozitum dveh homomorfizmov vedno homomorfizem.

Trditev

Ce je f homomorfizem grup iz grupe (G1,01) v grupo (Gz,02)

in je g homomorfizem grup iz grupe (Gz,02) v grupo (Gs, 03),

potem je g o f homomorfizem grup iz grupe (Gi, o1) v grupo (Gs, 03).
Podobno velja tudi za homomorfizme grupoidov, polgrup in monoidov.

Dokaz: Vzemimo poljubna x,y € Gi. Ker je f homomorfizem, velja
f(xo1y) = f(x) o2 f(y).
Ker je g homomorfizem, velja
g(f(x) o2 f(y)) = &(f(x)) o3 &(f(y))-
Torej je

(gof)(xory)=g(f(xo1y)) =g(f(x)oz2f(y)) =
= g(f(x)) o3 g(f(y)) = g(f(x)) 03 &(f(y)) = (g o f)(x) 03 (g o F)(y)-
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|lzomorfizem grup

Definicija izomorfizma

Bijektivnemu homomorfizmu grup pravimo izomorfizem grup. Dve grupi
sta izomorfni, &e obstaja izomorfizem grup in ene v drugo.

Podobno definiramo tudi izomorfizme grupoidov, polgrup in monoidov.

Opomba: Izomorfizem grup je v resnici samo preimenovanje elementov.
Pri tem se mora ustrezno preimenovati tudi tabela produktov.

Primer izomorfizma grup
Naj bo G; = {0,1,2} in Gy = {e, a, b}. Operaciji naj bosta definirani z

S preimenovanjem elementov v tabeli za o; smo dobili ravno tabelo za o5.
v
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PokaZimo, da je inverz izomorfizma spet izomorfizem.

Trditev

Ce je f homomorfizem grup iz grupe (Gi,o1) v grupo (Gp, 02) in &e je f
bijektivna preslikava, potem je preslikava f~! tudi homomorfizem grup iz
grupe (Gy, 02) v grupo (G, 01).

Podobno velja tudi za homomorfizme grupoidov, polgrup in monoidov.

Dokaz: Za poljubna elementa x,y € G velja
F(FH(x) o1 FH(y)) = F(FH(x)) o2 F(FH(y)) = x 02y = f(fH(x 02y))
Ce upo¥tevamo, da je f injektivna, odtod sledi

FH(x) o1 FH(y) = FH(x 02 ¥).
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Cayleyev izrek
Vsaka grupa je izomorfna kaki podgrupi v kaki grupi permutacij. J

Dokaz: Naj bo (G, *) grupa in naj bo (P(G), o) grupa vseh permutacij
mnozice G. Ideja je, da konstruiramo injektiven homomorfizem grup ¢ iz
(G,%) v (P(G),0). Potem je ¢(G) podgrupa v (P(G),o) in ¢ je
bijektiven homomorfizem grup iz (G, *) v (¢(G),04(c)). Torej sta grupi
(G,%) in (¢(G),o¢(G)) izomorfni.

Za vsak g € G lahko definiramo preslikavo ¢g: G — G, ¢g(x) = g * x.
Pokazimo, da je ¢ permutacija mnoZice G. Ce je ¢g(x) = dg(y).

potem je x = g_1 x (g *xx) = g_l * (g xy) =y, torej je ¢g injektivna.

Iz x = g* (g 1% x) = ¢g(g™ ! % x) sledi, da je ¢, surjektivna.

Preslikavo ¢: G — P(G) definirajmo z ¢(g) := ¢g. PokaZimo najprej, da
je ¢ injektivna. 1z ¢, = ¢y, sledi g = ¢p4(e) = pn(e) = h. PokaZimo 3e, da
je ¢ homomorfizem, se pravi, da je ¢gup = ¢g 0 ¢y za vsaka g, h € G. To

sledi iz ggin(x) = (g * h) * x = g x (h* x) = ¢g(dn(x)) = (dg © dn)(x).
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Polkolobarji in kolobarji

MnoZici z dvema operacijama pravimo tudi bigrupoid. Operaciji obi¢ajno
oznacimo s + in -, ¢eprav ni nujno, da imata enake lastnosti kot obi¢ajno
se$tevanje in mnoZenje. Kadar med operacijama ni nobene zveze, je
vseeno, Ce Studiramo vsako zase. To pomeni, da je Studij bigrupoida
(M, +,-) enak lo¢enemu $tudiju grupoidov (M, +) in (M, ).

Primer zanimive zveze med obema operacijama je distributivnost:
(x+y)-z=(x-2)+(y-2) in z-(x+y)=(z-x)+(z-y)

Definicija polkolobarja in kolobarja

Distributiven bigrupoid (M, +,-) je polkolobar, &e je (M, +) komutativna
polgrupa. Polkolobar (M, +,-) je kolobar, &e je (M,+) Abelova grupa.

Opomba: Naj bo (M, +, ) kolobar. Enoto Abelove grupe (M, +) ozna&imo
z 0. Iz distributivnosti sledi, da je x-0=0in 0-x = 0 za vsak x € M.
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Primeri polkolobarjev, ki niso kolobarji
o (N, +,-) je polkolobar, ki ni kolobar. (Z,+,-) je kolobar.
@ Naj bo Ms mnoZica vseh podmnoZic dane mnoZice S. Potem je Mg
polkolobar za operaciji unija in presek mnoZzic.
o (R>% +,-) je polkolobar, ki ni kolobar. (R,+,-) je kolobar
o Na R vzemimo za a + b maksimum a in b in za a- b obi¢ajno vsoto
ain b. Potem dobimo polkolobar.

Definicija lastnosti kolobarjev
Kolobar (M, +, ) je
@ asociativen, &e je grupoid (M, -) asociativen.

e komutativen, Ze je grupoid (M, ) komutativen.

@ kolobar z enoto, & ima grupoid (M, -) enoto.
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Primeri kolobarjev
(R3, +, x) je kolobar, ki ni asociativen, ni komutativen in nima enote.

( ), +, ) je asociativen kolobar z enoto, ki ni komutativen.

(Z,+, ") je komutativen in asociativen kolobar z enoto.

R[x], +, -) je komutativen in asociativen kolobar z enoto.

Primer: Kolobar funkcij

Naj bo S neprazna mnozica. Oznatimo z R® mno¥ico vseh funkcij iz S v
R. Za dve funkciji f,g € R® definiramo funkciji f 4+ g in f - g takole:

(f+g)x):=f(x)+e(x) in (f-g)(x):=F(x) g(x)

za vsak x € S. (R>, +,-) je komutativen in asociativen kolobar z enoto.

Za vajo dokazimo asociativnost seStevanja funkcij. Ostale lastnosti
kolobarja se dokaZe podobno. Za vse f, g, h € R in vse x € S velja

(f+ (g + m)(x) = f(x) + (g + h)(x) = F(x) + (g(x) + h(x)) =
= (f(x) + g(x)) + h(x) = (f + g)(x) + h(x) = ((f + &) + h)(x)
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Primer: Kolobar endomorfizmov Abelove grupe

Naj bo (G, +) Abelova grupa. Endomorfizem (G, +) je homomorfizem iz
(G,+) v (G,+). Naj bo End(G, +) mnoZica vseh endomorfizmov (G, +).
Vsota in produkt dveh endomorfizmov ¢, € End(G, +) definirajmo z

(@ +¥)(x) = o(x) +¥(x) in (¢ ¥)(x) = d(¥(x))-

Ker je kompozitum homomorfizmov homomorfizem, je ¢ - 1) € End(G, +).
Pokazimo, da je tudi ¢ +v¢ € End(G, +). Ker je (G, +) Abelova grupa, je
(¢ +¥)(x+y) = d(x+y) +U(x+y) = d(x) + &ly) + ¥(x) + ¥(y) =
= o(x) + ¥(x) + o(y) + ¥(y) = (¢ + ¥)(x) + (¢ + ) (y)-

Radi bi pokazali, da je (End(G,+), +, -) asociativen kolobar z enoto.

Otitno je End(G, +) Abelova grupa za seStevanje endomorfizmov in o&itno
je mnoZenje endomorfizmov asociativho. DokaZimo sedaj distributivnost.

v
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Velja

(9 +9) - p)(x) = (¢ +¥)(p(x)) = d(p(x)) + P(p(x)) =
=(¢-p)(x)+ (@ p)(x)=(¢-p+1-p)(x)

(- (¢ +9))(x) = p((¢ + ¥)(x)) = p(o(x) + ¥(x)) =
= p(6(x)) + p(¥(x)) = (p- 9)(x) + (p- ) (x) = (- &+ p- ¥)(x)

Enota za mnoZenje je identi¢ni endomorfizem.

Primer: Boolov kolobar

Naj bo Ms mnoZica vseh podmnoZic dane mnozice S. Potem je Ms
kolobar za operaciji

A+ B :=(A\B)U(B\ A)
A -B:=ANB
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Podkolobarji

Definicija podkolobarja

Podkolobar kolobarja (M, +,-) je taka podmnozica N C M, da je N
podgrupa Abelove grupe (M, +) in podgrupoid grupoida (M, -).

Opomba: Preprosteje definicijo podkolobarja povemo takole. PodmnoZica
N v M je podkolobar, ¢e za vsaka x,y € N veljax—y e Ninx-y e N.

Opomba: Podkolobar spremenimo v kolobar tako, da ga opremimo s
skréitvami operacij + in -.
Opomba: Podobno definiramo tudi podpolkolobar in podbigrupoid. V tem
primeru zahtevamo samo, da je podmnoZica zaprta za operaciji + in -.
Primeri podkolobarjev in podpolkolobarjev

o N je podpolkolobar v (Z,+, ).

o Stevila deljiva s 3 so podkolobar v (Z, +, -).

@ 7 je podkolobar v (Q, +, -).
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Primeri podkolobarjev v M,(R)
@ Zgornje trikotne n x n matrike so podkolobar v (M,(R), +, ).
e Matrike z ni¢elno zadnjo vrstico so podkolobar v (M,(R), +, -).
o Matrike z elementi iz Z so podkolobar v (M,(R), +, -).

a

@ Matrike oblike [ b

Z ] kjer a, b € R, so podkolobar v (Mz(R), +, -).

v

Primeri podkolobarjev v R®

MnoZico vseh funkcij iz intervala [a, b] v mnoZico R oznatimo z RI#2].
o Podmnozica vseh zveznih funkcij je podkolobar v (R[#21 4 ).
o Podmnozica vseh odvedljivih funkcij je podkolobar v (RI2:21 + ).
e Podmnozica vseh omejenih funkcij je podkolobar v (RI[#:21 + ).
@ Mnozica vseh funkcij f: [a, b] — R, ki zado3¢ajo f(b) =0 je
podkolobar v (RI[#8] 4 ).
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Homomorfizmi kolobarjev

Definicija homomorfizma

Homomorfizem kolobarjev iz kolobarja (My, +1,1) v kolobar
(M, +2,2) je taka preslikava f: My — Ma, ki zado3ta

Fix f1y) = f(x) +2f(y) in flx1y)=7(x)-2f(y)

za vsaka x,y € M;. Bijektivnemu homomorfizmu kolobarjev pravimo
izomorfizem kolobarjev.

Opomba: Enako definiramo tudi homomorfizem /izomorfizem
polkolobarjev/bigrupoidov. Pri homomorfizmih kolobarjev z enoto
zahtevamo %e, da slikajo multiplikativno enoto v multiplikativno enoto.

Opomba: Kompozitum dveh homomorfizmov/izomorfizmov kolobarjev je
spet homomorfizem /izomorfizem kolobarjev. Inverz izomorfizma kolobarjev
je spet izomorfizem kolobarjev.
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Primer homomorfizma kolobarjev, ki ne slika enote v enoto

Preslikava
A0
f: My(R) = Mpik(R), f(A):= [ 0 0 ]

je homomorfizem kolobarjev, ki ne slika enote v enoto.

Primer izomorfizma kolobarjev
Naj bo B € M,(R) obrnljiva matrika. Preslikava

f: M,(R) = Mp(R), f(A):=BAB!

je izomorfizem kolobarjev z enoto.

Primer
Preslikava

f: C— My(R), f(a+bi):= [ —ab :]

je homomorfizem kolobarjev z enoto.
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Primer
Naj bo a neko realno Stevilo. Preslikava

f: Rlx] = R, fi(p) :=p(a)

je homomorfizem kolobarjev z enoto. Pravimo ji evalvacija v tocki a.

Primer
MnoZica Z x Z je kolobar za operaciji (a, b) + (c,d) := (a+¢,b+ d) in
(a,b) - (c,d) := (ac, bd). Preslikava

fZxZ—7Z, f((a,b))=a

je homomorfizem kolobarjev z enoto.
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Algebrske strukture, 3.del

Jaka Cimpri? ( FMF UL) december 2020 1/20



Obsegi in polja

Obsegi so zelo poseben tip kolobarjev. V kolobarjih lahko elemente
seStevamo, odStevamo in mnoZimo, v obsegih pa jih lahko tudi delimo
(razen deljenja z nit seveda).

Definicija obsega
Obseg je tak kolobar, v katerem je mnoZica nenicelnih elementov grupa za
mnoZenje. Komutativnemu obsegu pravimo polje.

Opomba: Grupa je asociativen grupoid z enoto, v katerem je vsak element
obrnljiv. Definicijo obsega lahko torej povemo tudi takole. Obseg je tak
asociativen kolobar z enoto, v katerem je vsak neni€eln element obrnljiv.

Primeri polj
Kolobarji (Q, +,-), (R,+,-) in (C,+,-) so polja. Za vsako polje F naj bo
F(x) mnoZica vseh racionalnih funkcij v spremenljivki x s koeficienti iz F.

Ta mnoZica je polje za obi¢ajno sestevanje in mnoZenje racionalnih funkcij.
Torej so (Q(x), +,-), (R(x),+, ) in (C(x),+,-) polja.

Jaka Cimpri? ( FMF UL) Enajsto predavanje december 2020 2 /20



Primer obsega, ki ni polje
MnoZica vseh matrik oblike

a B
-3 &
kjer a, 8 € C, je obseg za obicajno seStevanje in mnoZenje matrik.
Pravimo mu obseg kvaternionov.

Ce vstavimo o = a+ bi in § = c + di, velja

a B | 10 i 0 0 1 0 i
R e e P s e E T
Ta izraz lahko na kratko zapisemo kot al + bi + cj + dk. Matrika 1 je
identi¢na matrika, za matrike i, j, k pa velja

P=pP=k>=-1, ij=—ji=k, jk=—-kj=i, ki=—ik=].

Odtod med drugim sledi, da obseg kvaternionov ni komutativen.

v
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Podobsegi in podpolja

Definicija podobsega in podpolja

Naj bo (L, +,-) obseg. PodmnoZica K C L je njegov podobseg, ¢e je K
podgrupa v (L, +) in &e je K \ {0} podgrupa v (L \ {0},-). Komutativen
podobseg je podpolje.

Opomba: Na kratko povedano je K C L podobseg v L, &e je zaprta za
odstevanje in deljenje.

Primeri podpolj

Ocitno je Q podpolje polja R in R je podpolje polja C.

Primer podpolja

Oznatimo s Q(v/3) mnoZico vseh realnih stevil oblike a + bv/3, kjer
a, b € Q. PokaZimo, da je Q(+/3) podpolje v R.
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Ker je

(a4 bV3) = (c+dV3)=(a—c)+(b—d)V3,

je mno¥ica Q(v/3) zaprta za odétevanje. Ker je

a+bv3  (a+bv3)(c—dvV3) ac—3bd+bc—ad\/§
c+dv3 (c+dV3)(c—dv3) c2—-3d2  2-3d>""

je mnozica Q(v/3) \ {0} zaprta za deljenje. Pri tem smo upostevali, da je
c+dvV3#0inc®—3d?>#0, ¢ c#0ali d+#0. V nasprotnem primeru
bi namre¥ bilo v/3 racionalno &tevilo.

Primer podpolja

Oznatimo s Q(\:ﬁ) mnoZico vseh realnih Stevil oblike a + b\/2 + cv/4, kjer
a, b,c € Q. PokaZimo, da je Q(+/2) podpolje v R.

Otitno je Q(v/2) zaprta za odstevanje in mnoZenje, torej je podkolobar.
Pokazati je treba Se, da za vsake a, b, c € Q, ki niso vsi ni¢, obstajajo taki
x,y,z€Q, daje (a+ bv2+ cv/4) ™t = x + yv/2 + z/4. Treba je rediti
sistem ax +2cy +2bz =1,bx+ ay +2cz =0,cx+ by + az =0 z det # 0.
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Homomorfizmi obsegov in polj

Definicija homomorfizma obsegov

Homomorfizem obsegov je tak homomorfizem kolobarjev z enoto, ki
slika iz obsega v obseg. Enako definiramo homomorfizem polj.

Opomba: Na dolgo povedano je homomorfizem polj iz polja (K, +k, k) Vv
polje (L, +(, 1) taka preslikava f: K — L, ki za vsaka x,y € K zadod¢a
f(x+ky)=1Ff(x)+Lf(y)in f(x-ky)=Ff(x)- L f(y)intudi f(1lx)=1;.
Opomba: Definicijo homomorfizma polj iz polja (K, +k, k) v polje
(L,+.,-1) lahko povemo tudi takole: To je taka preslikava iz K v L, ki je
homomorfizem grup iz (K, +x) v (L, +.) iniz (K\ {0},-x) v (L\ {0}, -1).
Primer homomorfizma obsegov

Preslikava iz realnih $tevil v kvaternione, ki je definirana z
a 0
f(a) = [ 0 a ]
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Vsak homomorfizem obsegov je injektiven.

Trditev J

Dokaz: Recimo, da je f: K — L homomorfizem obsegov in da je
f(a1) = f(a2) za neka a1, ap € K. Radi bi pokazali, da je a; = a».
Oznatimo a := a; — ap. Potem je f(a) = f(a1) — f(a2) =0;.

Ce a; # ap, potem je a # 0, torej obstaja tak b iz K, da je ab = 1.
Odtod sledi, da je 0, = 0,f(b) = f(a)f(b) = f(ab) = f(1k) =1y,
kar je protislovje. Torej je res a; = ay.

Opomba: Bijektivnemu homomorfizmu obsegov pravimo izomorfizem
obsegov. Inverz izomorfizma obsegov je spet izomorfizem obsegov.

Opomba: Ce je f: K — L homomorfizem obsegov, potem je f(K)
podobseg v L. Poleg tega je f bijektiven homomorfizem obsegov
iz obsega K v obseg f(K). Obsega K in f(K) sta zato izomorfna.
Torej lahko smatramo K za podobseg v L.
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Kolobarji Z, in F[x]/(p)

V tem razdelku bomo konstruirali dva tipa komutativnih kolobarjev,
v nadaljevanju pa se bomo ukvarjali s tem, kdaj so ti kolobarji polja.

Kolobar Z,

Vzemimo neko naravno $tevilo n in oznat¢imo Z, = {0,1,...,n — 1}.
Za vsaka x,y € Zp naj bo

x@y =(x+y)modn in x©®y:=(x-y)modn

kjer sta + in - operaciji na Z in je z mod n ostanek pri deljenju z z n.

Trdimo, da je (Z,, ®,®) komutativen in asociativen kolobar z enoto.
Komutativnost @ in ® sledi direktno iz komutativnosti + in -.
PokaZimo asociativnost &. Vzemimo x, y,z € Z, in ozna¢imo
Uu=x®yinv=y®z Vzemimo take i,j, k,/ € N, da je
x+y=in+u ut+z=kn+ (ud z)
y+z=jn+v x+v=In+(x®dv)

Jaka Cimpri? ( FMF UL) Enajsto predavanje december 2020

8/ 20



Odtod sledi
(x@y)®z=udz=u+z—kn=(x+y—in)+z—kn
x®(y®dz)=xPv=x+v—In=x+(y+z—jn)—In
torej je (xBy)®z—xD(ydz)=(+/—i—k)n. Kersta (xDy) Dz
in x® (y @ z) med 0in n—1in ker je njuna razlika deljiva z n, sta enaka.

Podobno dokaZemo tudi asociativnost © in distributivnost. Aditivna enota
je 0, multiplikativna enota pa 1. Aditivni inverz elementa x # 0 je n — x.

Opomba: Preslikava
f:72—Z, f(z):=zmodn

je homomorfizem kolobarjev z enoto iz (Z,+,-) v (Zn, B, ®).

Opomba: Ce n ni prastevilo, potem kolobar (Z,, ®, ®) ni obseg. Iz razcepa
n=rs, kjer r,s < n, namref sledi, daje r©s=0inr#0in s #0.
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Konstrukcijo iz prejSnjega primera lahko razsirimo tudi na polinome.

Kolobar F[x]/(p)

Naj bo F polje. Oznatimo s F[x] mnoZico vseh polinomov v spremenljivki
x s koeficienti iz F. Obi&ajno seStevanje in mnoZenje polinomov ozna&imo
s + in -. Potem je (F[x],+,-) komutativen in asociativen kolobar z enoto.

Vzemimo nek nekonstanten polinom p € F[x] in oznatimo z F[x]/(p)
mnoZico vseh polinomov iz F[x], ki so niZje stopnje kot p. Za vsaka
polinoma r,s € F[x]/(p) definirajmo polinoma

rés:=r+s in re®s:=(r-s)modp
kjer je ¢ mod p ostanek pri deljenju polinoma g s polinomom p.

Podobno kot v prejgnjem primeru pokaZemo, da je (F[x]/(p), ®, ®)
komutativen in asociativen kolobar z enoto.

Opomba: Preslikava
¢: FIx] = Fx]/(p), ¢(q) :=q mod p
je homomorfizem kolobarjev z enoto iz (F[x],+,-) v (F[x]/(p), ®,®).
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Definicija razcepnega in nerazcepnega polinoma

Polinom p € F[x] je razcepen, e obstajata taka polinoma p1, p2 € F[x]
stopnje > 1, da je p = p1p>. Polinom, ki ni razcepen, je nerazcepen.

Opomba: Konstantni in linearni polinomi so nerazcepni.

Primer

Polinom x2 — 3 leZi tako v Q[x] kot v R[x]. V Q[x] je nerazcepen, ker nima
racionalne ni¢le. V R[x] je razcepen, ker velja x? — 3 = (x + v/3)(x — v/3).

Opomba: Preslikavi ¢: Q[x]/(x? — 3) — Q(v/3), #(q) = q(+/3) in

¥ R[x]/(x?* —3) = R x R, ¥(q) = (q(v/3), g(—/3)) sta izomorfizma
kolobarjev. Ker je Q(v/3) polje, je tudi Q[x]/(x?— 3) polje. R x R ni polje.
Trditev

Ce je polinom p € F[x] razcepen, potem kolobar (F[x]/(p), ®,®) ni obseg.J

Dokaz je podoben kot pri Z,,. Ce je p razcepen v F[x], potem obstajata
taka neni¢elna polinoma p1, p2 € F[x]/(p), da je p1 ©® p» = 0.
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Linearna diofantska enacba
V dokazu glavnega izreka bomo potrebovali naslednji tehni¢ni rezultat.

Izrek o linearni diofantski ena&bi

Ce sta celi Stevili ay in a tuji (= njun najvegji skupni delitelj je 1), potem
obstajata taki celi Stevili x in y, da velja a;x + a2y = 1.

Dokaz: Brez $kode lahko predpostavimo, da sta a; in a» naravni Stevili.

Po izreku o deljenju z ostankom obstajajo taka naravna Stevila ki, ..., k,
in as,...,ant1, da velja:
a1 = kiap + a3  kjeraz < ap (1)
a> = kpaz + as kjer as < a3 (2)
an—1=kn—1ap+ anty1 kjer apy1 < an (n-1)
dn = knan+1 (n)

Postopek smo nadaljevali toliko ¢asa, dokler ni ostanek padel na ni¢. Ker

se ostanek v vsakem koraku zmanj$a, je korakov samo konéno mnogo.
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Pokazimo najprej, da je a,+1 = 1. |z enatbe (n) sledi, da a,; deli a,
Odtod in iz enatbe (n-1) sledi, da apy1 deli a,—1. Odtod in iz enatbe
(n-2) sledi, da ap4+1 deli a,—2. Ta postopek nadaljujemo, dokler ne
pridemo do prve enatbe. Torej a,t1 deli tako a3 kot a. Ker sta a; in a»
tuji, odtod sledi, da je ap+1 = 1.

PokaZimo sedaj, da za vsako naravno Stevilo m = 1,..., n obstajata taki
celi Stevili xp, in ym, da velja

a1Xm + a2Ym = am+1- (*)

Pri m =1 lahko vzamemo kar x; = 0 in y; = 1. |z enatbe (1) sledi

as = a1 — koap, torej lahko vzamemo x» = 1 in y» = —ko. lzpeljimo

sedaj e rekurzivni zvezi za xp, in ym,. |z enatbe (m-1) sledi, da je

am+1 = am—1 — Km—1am, kar je po indukcijski predpostavki enako

(a1Xm—2 + @2Ym-2) — km-1(31Xm—1 + a2yYm—1)- Ce to primerjamo z Zeleno
relacijo (), dobimo Xy = Xm—2 — Km—1Xm—1 1IN ¥Ym = Ym-2 — Km—1Ym—1-
Ko je m enak n, dobimo ravno izrek: aix, + axy, = ap+1 = 1. ]
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Nas$ glavni rezultat je:

lzrek o Zj,

Ce je p prastevilo, potem je kolobar Z, polje.

Dokaz. Vemo Ze, da je Z, komutativen in asociativen kolobar z enoto.

Pokazati moramo 3e, da ima vsak nenicelni element multiplikativen inverz.
Vzemimo a> = p in naj bo a; poljuben neniceln element v Z,. Vidimo, da
sta a1 in ap tuji Stevili. Po izreku o linearni diofantski enabi obstajata taki
celi 8tevili x in y, da je aix + apy = 1. Odtod sledi, da je 31_1 = x mod p.

Podobno dokaZemo tudi naslednji rezultat:

lzrek o F[x]/(p) J

Ce je p € F[x] nerazcepen polinom stopnje > 1, potem je F[x]/(p) polje.

Dokaz: Dva polinoma sta tuja, &e nimata skupnega faktorja stopnje > 1.
Ce vzamemo py = p iz izreka in p; # 0 polinom, ki je niZje stopnje kot p,
potem sta p; in py tuja. Za vsaka tuja polinoma p; in py konstruramo kot

zgoraj taka polinoma gy in g2, da je p1g1 + p2go = 1 in dobimo .izrek.
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Primer
Pois¢imo inverz elementa 12 v polju Zy;.
IS¢emo tak x € Z, da je 12x mod 41 = 1. To velja natanko tedaj, ko

obstaja tak y € Z, da velja 12x 4+ 41y = 1. Evklidov algoritem nam da

41=3-124+5 = 5=41-3-12
12=2.54+42 = 2=12-2-5
5=2.24+41 = 1=5-2.2

Ko vstavimo prvo enacbo v drugo, dobimo
2=12-2-(41-3-12)=—-2-41+47-12
Ko to in prvo enacbo vstavimo v tretjo enacbo, dobimo
1=(41-3-12)—2-(-2-41+7-12)=5-41+(-17)-12

Torej je x = —17, kar pa ni v Z41. Sledi 1271 = x mod 41 = 24.
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Primer
Izratunajmo inverz polinoma x3 — 2x + 2 v polju Q[x]/(x* + 1).
Najprej uporabimo Evklidov algoritem

xX* 1 =x(x®—2x+2)+2x® —2x+1

]_ _
x3—2x+2=%(2x2—2x+1)+3 3
4x (3 — 3x
2x% —2x+1=—— 1
X X + 3< 5 )—|—

Iz prve ena&be dobimo
2x2 —2x+1=(x*+1) — x(x* —2x +2)

Iz druge enacbe potem dobimo
3—3x

1
= = (® —2x+2) - Xl —ox 1)
1
— (3 —2x+2) - %((X“ +1) — (3 = 23+ 2))
1 2 2
= —X; (x4+1)+¥(x3—2x+2)
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Upostevajmo sedaj oba izraza v tretji enacbi. Dobimo
3-3
1—Qx—Qx+U+——( X)

3 2
= ((x4 +1)-— X(x3 —2x+2))
4 1 2 2
?X( X (4+1)+%(x3—2x+2))
-2 1 — 2x(x? 2
_3 X?EX+ )( 1)+ 3x + x(;< +x+ )(x3—2x+2)

Inverz polinoma x3 — 2x + 2 v Q[x]/(x* + 1) je torej

“3x+2x(x2+x+2)  2x3+2x*+x
3 B 3 '

Produkt polinoma in njegovega inverza je res enak 1 v Q[x]/(x* + 1), ker

2x3 + 2x? 2x% + 2x —
X +3X +X(X3_2X+2): X +3x 3(x

1) +1.

v
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Polja s p"” elementi

Radi bi opisali vsa konéna polja. ldeja konstrukcije je naslednja:
@ Vzemi prastevilo p in naravno Stevilo n. Vemo, da je Z, polje.
e DokaZi, da v Zp[x] obstaja nerazcepen polinom g(x) stopnje n.
o Dokazi, da je Zp[x]/(q(x)) polje s p" elementi.

Izrek o klasifikaciji kon&nih obsegov pravi:
@ Vsako koné&no polje je izomorfno enemu od zgornjih polj.
@ Dve konéni polji z enakim Stevilom elementov sta izomorfni.

Podrobnosti bomo izpustili. Raje si oglejmo primer.

Polje s $tirimi elementi

IS¢emo polje, ki ima Stiri elemente. Kolobar Z4 sicer ima Stiri elemente,
ampak ni polje. Iskano polje je Z[x]/(x? + x + 1).

MnoZica Zo[x]/(x? + x + 1) se sestoji iz vseh polinomov v Z[x], ki so
nizje stopnje kot x> + x + 1. To so polinomi 0,1, x, x + 1.
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Operaciji na mnoZici Z[x]/(x? + x + 1) sta se$tevanje in mnoZenje

modulo x% + x + 1. Njuni tabeli sta:

@ | 0 1 x  x+1
0 0 1 X x+1
1 1 0 x+1 X
X X x+1 0 1
x+1|x+1 X 1 0
© 0 1 X x+1
0 0 0 0 0
1 0 1 X x+1

X 0 X x+1 1
x+1/0 x+1 1 X

Pokazali smo Ze, da je (Z[x]/(x? + x 4+ 1), ®,®) komutativen in

asociativen kolobar z enoto. |z tabele za ® se vidi, da ima vsak neniceln

element inverz. Torej je ta kolobar polje.

v
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Opomba: Tudi brez tabele za @ lahko dokaZemo, da je ta kolobar polje.
Zado¥¢a dokazati, da je x> + x + 1 nerazcepen polinom v Z[x].

V Zs[x] imamo dva polinoma stopnje 1 in $tiri polinome stopnje 2.
Polinoma stopnje 1 sta x in x + 1. Razcepni polinomi stopnje 2 so torej
x?, x(x +1) = x%2 + x in (x + 1) = x> + 1. Polinom x? + x + 1 ni eden
od teh, torej je nerazcepen.
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Vektorski prostori 1.del
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Definicija vektorskega prostora

Definicija vektorskega prostora

Vektorski prostor nad poljem (F,®,®) je podan s tremi podatki:
(1) neprazno mnozico V/,
(2) tako operacijo + na V, da je (V,+) Abelova grupa,
(3) tako preslikavo -: F x V — V/, da velja:
(i) (u+v)=(a-u)+(a-v)zavsea € Finu,veYV,
(e@pB)-v=(a-v)+(B-v)zavsea, € FinveV,

i)
(iii) (a@ﬁ) v—a~(6-v)zavsea,,8€Fin veV,
(iv) 1-v=vzavseve V.

v

Opomba: Elementom mnoZice V pravimo vektorji. Elementom mnoZice F
pravimo skalarji. Operaciji + pravimo vsota vektorjev. Funkciji - pravimo
produkt vektorja s skalarjem.

Opomba: Namesto a @ 8 bomo pisali kar o + 3. Namesto o ® 8 bomo
pisali kar a8. Namesto « - v bomo pisali kar av. Produkt vektorja s
skalarjem naj ima vigjo prioriteto kot vsota vektorjev (manj oklepajev).
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Opomba: Ce v definiciji vektorskega prostora privzamemo samo, da je F
kolobar, potem dobimo definicijo modula.

Vektorski prostor nad poljem F lahko definiramo tudi kot Abelovo grupo
(V,+) skupaj z homomorfizmom kolobarjev z enoto iz F v End(V/, +),
kjer je End(V/,+) kolobar endomorfizmov Abelove grupe (V, +).

Pokazimo zdaj, da sta obe definiciji ekvivalentni. Za vsak o € F naj bo
ba: V=V, ¢a(v) = av.
Po lastnosti (i) je
da(u+v)=a(u+v)=au+av=gu(u) + ¢a(v),
torej je ¢, endomorfizem Abelove grupe (V,+). Oglejmo si preslikavo
¢: F = End(V,4), ®(a):= ¢a.
PokaZzimo, da je ® homomorfizem kolobarjev z enoto.
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Za vsaka a, 8 € F in za vsak v € V po lastnostih (ii)-(i
d(a+p)(v) = (a+P)v = av+Bv = () (v)+(F)(v) = (®(a)+&(5))(v)
®(ap)(v) = (ab)v = a(Bv) = ®(a)(®()(v)) = (®(a) o (5))(v)
®(1)(v) =1lv=v =id(v)
torej je P(a + ) = d(a) + B(3), O(aB) = P(a) 0 H(8) in B(1) =
Pokazimo 3e obratno. Naj bo ®: F — End(V,+) homomorfizem
kolobarjev z enoto. Za vsaka a € F in v € V definirajmo
av = d(a)(v)
Ker je ®(a) endomorfizem Abelove grupe (V,+), velja
alu+v)=d(a)(u+v) =d(a)(u) + P(a)(v) = au+ av.
Ker je ® homomorfizem kolobarjev z enoto, velja
(a+B)v = ®(a+pB)(v) = (®(a)+(B))(v) = ®(a)(v)+P(B)(v) = av+pBv
(aB)v = ®(af)(v) = (®(a) o (B))(v) = ®(a)(®(B)(v)) = a(Bv)
lv=9(1)(v) =id(v) = v
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Primeri vektorskih prostorov
Oglejmo si najprej nas standardni primer.
Primer: Vektorski prostor F"

Naj bo F polje in n naravno &tevilo. Oznacimo z F” mnoZico vseh n-teric
elementov iz F. Vsota dveh vektorjev in produkt vektorja s skalarjem naj
bosta definirana po komponentah.

(a1,y.-yan)+ (Biy...,Bn) = (1 + B1,.-.yan+ Bn)
v(aa, ..., an) = (yoa,...,ya,)

Potem je F" vektorski prostor nad F.

Opomba: Pri n =1 dobimo, da je F vektorski prostor nad F.
Primer: Vektorski prostor M, ,(F)

Naj bo F polje in naj bosta m in n naravni Stevili. Ozna&imo z My, »(F)
mnozico vseh m x n matrik z elementi iz F. Definirajmo vsoto dveh
matrik in produkt matrike s skalarjem na obi¢ajen nacin, se pravi po
komponentah. Potem je My, ,(F) vektorski prostor nad F.
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Oglejmo si e posplositev obeh prejnjih primerov.

Primer: Vektorski prostor F°

Naj bo F polje in naj bo S neprazna mnoZica. MnoZico vseh funkcij
iz S v F oznatimo z F>. Vsota funkcij je definirana po elementih:

(f +&)(s) == f(s) + &(s)

Tudi produkt funkcije s skalarjem je definiran po elementih

(vF)(s) :=~f(s)

Potem je F° vektorski prostor.

v

Opomba: Ce je S = {1,...,n} potem lahko F? identificiramo s F". Ce je
S={1,...,m} x {1,...,n} potem lahko F° identificiramo s My, (F).
Primer: Trivialni vektorski prostor nad F

Mnozica V = {0} je vektorski prostor nad poljem F. Vsota vektorjev je
definirana z 0 + 0 = 0. Produkt vektorja s skalarjem je definiran z a0 = 0.
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Primer: Vektorski prostor polinomov

Naj bo F polje in naj bo F[x] mnoZica vseh polinomov v spremenljivki x
s koeficienti iz F. Vsoto dveh polinomov in produkt polinoma s skalarjem
definiramo na obi¢ajen nacin. Potem je F[x| vektorski prostor nad F.

Primer: Razsiritev pol]

Ce je F podpolje polja K, potem je K vektorski prostor nad F za obi¢ajno
vsoto na K in obitajen produkt na K. (Funkcija iz F X K v K je skr&itev
operacije mnoZenja, ki je funkcija iz K x K v K.)

Opomba: Ker je polje F podpolje polja racionalnih funkcij F(x), je F(x)
vektorski prostor nad F.

Primer: Direktna vsota vektorskih prostorov

Naj bo F polje in naj bodo Vi, ..., Vi vektorski prostori nad F. Ozna&imo
z V1@ ... ® Vkx mnoZico vseh k-teric (v1,...,vk), kjer v; € V; za vse i.
Vsota dveh k-teric in produkt k-terice s skalarjem sta definirana po
komponentah. Potem je Vi & ... & V) vektorski prostor nad F.
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Vektorski podprostori

Definicija vektorskega podprostora

Naj bo V vektorski prostor nad poljem F. Neprazna podmnozica U C V
je vektorski podprostor v V/, &e velja:

@ Za vsaka ug,up € U velja u; + up € U.
@ Zavsak u € U in vsak a € F velja au € U.

Opomba: Vsak vektorski podprostor vsakega vektorskega prostora nad F
je spet vektorski prostor nad F. (Vsoto dveh vektorjev v U izratunamo
kot v V. Tudi produkt vektorja iz U s skalarjem izratunamo kot v V.)

Trditev
Vsak vektorski podprostor vsebuje nicelni vektor. J

Dokaz: Naj bo V vektorski podprostor nad F. Enoto Abelove grupe V
oznacimo z 0y. Naj bo U vektorski podprostor v V' in naj bo u poljuben
element U. Po drugi lastnosti iz definicije vektorskega podprostora velja
Oue U. Iz0y +0u=0u=(0+0)u=0u+Ou sledi 0y =0u € U.
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Opomba: Ce je W vektorski podprostor v V in &e je U vektorski
podprostor v W, potem je U vektorski podprostor v V.

Naslednja trditev nam da alternativno definicijo vektorskega podprostora.

Trditev

Naj bo V vektorski prostor nad poljem F. Neprazna podmnoZzica U C V
je vektorski podprostor v V natanko tedaj, ko za vsaka ui,up € U in
vsaka ag,ap € F velja aqu; + apup € U.

Dokaz: Najprej dokaZimo da ima vsak vektorski podprostor U C V
lastnost iz trditve. Vzemimo vy, up € U in a1,a0 € F. Ker je U zaprta za
mnoZenje s skalarji, velja aju; € U in apup € U. Ker je U zaprta za
seStevanje, odtod sledi ajuy + asup € U.

DokaZimo $e, da je vsaka podmnoZica U C V/, ki zados¢a lastnosti iz
trditve, vektorski podprostor v V. Za vsaka uy, uy € U je po lastnosti iz
trditve 1u; + 1up € U. Torej je U zaprta za se$tevanje. Za vsak u € U in
vsak a € F je po lastnosti iz trditve au+ 0u € U. Torej je U zaprta za
mnoZenje s skalarjem.
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Trditev
Naj bodo U, ..., Uy podprostori vektorskega prostora V. Potem velja:
@ Njihov presek U; N...N Uy je vektorski podprostor v V.

@ Njihova vsota U; + ...+ Uy je vektorski podprostor v V.
(To je mnoZica vseh vektorjev uy + ...+ wk, kjer u; € U; za vsak i.)

Dokaz za presek: Vzemimo w,z € Uy N...NUg in o, 8 € F. Radi bi
dokazali, da aw + Bze€ Ui N...NUk. Zavsak i=1,...,k je U; tak
podprostor v V/, ki vsebuje tako w kot z, torej vsebuje tudi aw + 5z.
Ker aw + Sz lezi v vseh U, lezi tudi v preseku.

Dokaz za vsoto: Vzemimo w,z € Uy + ...+ Ui in o, 8 € F. Radi bi
dokazali, da aw 4+ Bz € Uy + ... + Uk. Po definiciji vsote podprostorov
lahko w in z izrazimo kot w = wy + ...+ W in z =2y + ... + z, kjer
wi,zi € Ujzavsak i =1,..., k. Ker so vsi U; podprostori v V velja
aw; + Bz; € Ui zavsak i = 1,..., k. Odtod sledi

aw+ fz = (awy + Bz1) + ... + (awg + Bzx) € Ur + ... + Us.
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Primeri vektorskih podprostorov
Primer: Trivialni in nepravi vektorski podprostor

Ce je V vektorski prostor nad F, potem sta {0} in V vedno vektorska
podprostora v V. Prvemu pravimo trivialni vektorski podprostor,
drugemu pa nepravi vektorski podprostor.

Ce je V = F sta to edina vektorska podprostora v V. Vsak netrivialen
vektorski podprostor U v F namrel vsebuje neniceln element o € F.
Potem za vsak 3 € F velja 3 = (Ba"')a € U. Torej je U= F.

Primer: Vektorski podprostori v F?
Naj bo F polje in u € F2. MnoZica U := {au | a € F} je otitno zaprta za
sedtevanje in mnoZenje s skalarjem, torej je vektorski podprostor v F2.

PokaZimo, da je U pravi vektorski podprostor. Ce U = F2, bi obstajala
taka a1, ap € F, da bi veljalo (1,0) = aju in (0,1) = apu. Odtod bi
sledilo, da je a(1,0) = a1(0,1), se pravi ag = ap = 0, kar da protislovje.

Naloga: PokaZite, da smo dobili vse prave vektorske podprostore v F2.
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Primer: MnoZica reSitev homogenega sistema linearnih enacb

Naj bo A m x n matrika z elementi iz F. MnoZico vseh n-teric x € F",
ki resijo homogeni sistem linearnih ena¢b Ax = 0 ozna¢imo z Ker A in ji
pravimo jedro matrike A. Vemo, da je Ker A vektorski podprostor v F".

v

Primer: Matri¢ni prostori

Naj bo V = M,(F) vektorski prostor n x n matrik. Naslednje podmnoZice
v V so vektorski podprostori v V.

o Vse simetri¢ne matrike. (Matrika A je simetri¢na, &e je AT = A))
@ Vse antisimetritne matrike. (A je antisimetri€na, te AT = —A))

@ Vse matrike X, ki zadoséajo enacbi A; XB; + ...+ A XBx = 0.

@ Vse matrike, ki imajo sled enako nié.

@ Vse matrike, ki imajo ni¢le na predpisanih mestih (i1, 1), - -, (i, jk)-

(Npr. vse diagonalne matrike, vse zgornje trikotne matrike, vse
matrike z ni¢elnim prvim stolpcem, vse matrike z a; , = 0, itd.)
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Primer: Prostori polinomov in racionalnih funkcij

Naj bo F polje. MnoZica vseh polinomov F|[x] je vektorski podprostor v
vektorskem prostoru F(x) vseh racionalnih funkcij. MnoZica F[x]<, vseh
polinomov stopnje < n je vektorski podprostor v vektorskem prostoru F|[x].

Primer: Funkcijski prostori
Naj bo V = RI#] vektorski prostor vseh funkcij iz intervala [a, b] v R.
Naslednje podmnoZzice v V so vektorski podprostori v V:

@ Vse omejene funkcije.

@ Vse integrabilne funkcije.

@ Vse zvezne funkcije.

@ Vse odvedljive funkcije.

@ Vse dvakrat odvedljive funkcije y(x), ki reijo dano homogeno linearno
diferencialno enatbo 2. reda p(x)y”(x) + q(x)y’(x) + r(x)y(x) = 0.

@ Vse funkcije, ki zados¢ajo f(a) = 0.
o Vse funkcije, ki zados¢ajo f(a) = f(b).

v
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Linearna ogrinjaca

Definicija linearne ogrinjace

Naj bo V vektorski podprostor nad F in naj bodo vy, ..., vx elementi V.
Pravimo, da je vektor v € V linearna kombinacija vektorjev vy, ..., v,
Ce obstajajo taki skalarji ag,...,ax € F, davelja v=aivi + ... + apv.
MnoZico vseh linearnih kombinacij vektorjev vy, ..., vx oznalimo z
Lin{vi,..., v} in ji pravimo linearna ogrinjata mnozice {vi,..., vk }.

S formulo: Lin{vy, ..., v} :={aqvi + ...+ vk | a1,..., 0k € F}.

Trditev

Za vsako kon&no podmnoZico S v vektorskem prostoru V' je njena linearna
ogrinjata Lin S vektorski podprostor v V.

Dokaz: Ce u1, up € Lin{vi,..., v} in 71,72 € F, potem bi radi dokazali,
da y1u1 + youp € Lin{vy, ..., v }. Izberimo take skalarje g, ..., ap in
b1y .., B dajeuy =a1vi + ...+ agvg in up = Pivi + ...+ Brvk. Sledi
Y1 +y2t2 = (1ea +72B81)vi + - 4 (vrak + 728k v € Lin{va, .., vk}
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Vektorski prostori 2.del
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Definicija baze

Naj bo V vektorski prostor. Vektor v € V se da izraziti kot linearna
kombinacija vektorjev v1,..., v, € V, &e obstajajo taki skalarji

ai,...,an, daveljav=aivi + ...+ a,v,. Pogosto lahko te skalarje
izberemo na vel razli¢nih nadinov.

Definicija baze
Naj bo V vektorski prostor.

o Vektorji vi,...,v, € V so ogrodje, ¢e se da vsak vektor v € V na
vsaj en nadlin izraziti kot linearna kombinacija vy, ..., v,.
o Vektorji vq,...,v, € V so linearno neoduvisni, ¢e se da vsak vektor

v € V na najve€ en nalin izraziti kot linearna kombinacija vi, ..., v,.

@ Vektorji vq,...,v, € V so baza, e se da vsak vektor v € V na
natanko en nacdin izraziti kot linearna kombinacija v, ..

.y Vi

Opomba: Ocitno so vektorji vq, ..., v, € V baza natanko tedaj, ko so
linearno neodvisni in ko so ogrodje.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Trinajsto predavanje december 2020 2/22



Linearna ogrinjaca vektorjev vi,...,v, € V je definirana kot mnoZica
vseh vektorjev v € V, ki se dajo izraziti kot linearna kombinacija vektorjev
Vi,...,Vnp. Ozna&imo jo z Lin{vi,...,v,}. Linearna ogrinjata prazne
mnoZice {} naj bo {0}. Linearna ogrinjala je vektorski podprostor v V.

Opomba: Vektorji vi,...,v, € V so ogrodje natanko tedaj, ko je njihova
linearna ogrinjata enaka V.

Izrek 1 - Karakterizacije linearne neodvisnosti

Za vektorje vy, ..., Vv, iz vektorskega prostora V so ekvivalentne trditve:

(1) Vektorji vq,..., v, so linearno neodvisni.

(2) Za vsake skalarje o, ..., an,, ki zados¢ajo ayvi + ... + a,v, =0,
velaa; =...=a,=0.

(3) Nobeden od vektorjev vi,..., v, se ne da izraziti kot linearna
kombinacija preostalih vektorjev.

Opomba: V nadaljevanju bomo uporabljali totko (2) kot (alternativno)
definicijo linearne neodvisnosti vektorjev.

Dokaz: Dokazali bomo, da je (1) < (2) in da je (2) < (3).
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(1) = (2) Recimo, da so vi, ..., v, linearno neodvisni. Potem se da vektor
0 na kvegjemu en nadlin izraziti kot linearna kombinacija v1,...,v,. Ena
izrazava je 0 = 0vy + ...+ Ov,. Ce imamo e eno izraZavo, recimo
0=oaivi+ ...+ a,v,, potem je a1 = ... = a, = 0 zaradi enoliénosti.

(2) = (1) Recimo, da iz ayvi + ...+ apvy, =0slediag = ... = o, = 0.
Vzemimo nek vektor v, ki se da na dva nadina izraziti kot linearna
kombinacija vektorjev vy, ..., V,. Prvi naéin najbo v=p01vi + ...+ Bpvp,
drugi na¢in pa v ="y1v1 + ...+ vnvs. Ko oba nadina odstejemo, dobimo
O=v—v=(B1—m)v1+...+ (Bn—vn)va. Po predpostavki odtod sledi
Bi —~i =0 za vse i, se pravi 8; = -; za vse i. Torej sta oba nadina enaka.
(2) = (3) Recimo, da velja (2) in da ne velja (3). Potem lahko pri nekem
i izrazimo v; kot linearno kombinacijo preostalih vektorjev, se pravi kot
vVi=avi+...+@ji—1Vi—1 +@jr1Vit1 + . . .+ apvy. Ta izraz preoblikujemo
vaivi + ...+ aji—1vicr + (1)vi + @jp1vigr + ... + apvy = 0. Ker velja
(2), odtod sledi —1 =0 (in a;j = 0 za vse i), kar je protislovje.

(3) = (2) Recimo, da velja (3) in da ne velja (2). Torej obstajajo taki
skalarji aq, ..., ap, ki niso vsi enaki ni¢, da je azvi + ...+ a,v, =0.
Vzemimo tak /, da je aj # 0. Potem lahko odtod izrazimo vektor v; kot

linearno kombinacijo ostalih vektorjev, kar je protislovje:
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Primeri baz

V nadaljevanju bomo potrebovali, da se vse karakterizacije obrnljivih
matrik nad poljem R posplo3ijo na vsako polje F.

Primer - Baze v F"

Stolp&ni vektorji vi,...,v, € F" so baza natanko tedaj, ko je

det[vl V,,]?éo.
To sledi iz karakterizacij obrnljivih matrik. Posebna primera sta:
1 0 0
0 1 0
o Standardnabazaer=| |, ee=| |, ..., en=

0 0 1

1 1 1

0 1 1

0

o Vektorji S R I 1 so baza za F".

0 0 1

Opomba: Standardna baza v M, ,(F) so koordinatne matrike E; ;.
Matrika E;; ima na (/,j)-tem mestu enko, drugod pa same nicle.
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Primer - Lagrangeov interpolacijski polinom

Naj bo n > 2 naravno Stevilo, F polje z vsaj n elementi in xi,...,x,
paroma razli¢ni elementi polja F. Naj bo V = F|[x],_1 vektorski prostor
vseh polinomov stopnje < n — 1 s koeficienti iz F. Trdimo, da so polinomi

X —xq) - (x—x ,
p,-(x):( ))<—>Ei n)_'H '(x—xj), zai=1,...,n
JENnjFi

baza vektorskega prostora V. Za&nimo z linearno neodvisnostjo. Ce je

> aipi(x) =0,
i—1

potem za vsak j vstavimo x;. Ker je pj(x;) = 0 za vsak i # j, ostane
a;jpj(xj) = 0. Ker so xx paroma razli¢ni, je pj(x;) # 0. Sledi oj = 0.

DokaZimo, da za vsak polinom f(x) € V velja formula

f(x1) f(xn)
f(x) = p1(x)+ ...+ pn(x
0= i) PO ey P
Odtod sledi, da so polinomi p;j(x) ogrodje. Obe strani formule imata
namref stopnjo < n — 1 in se ujemata v n razli¢nih tockah xg, ..., x,.
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Obstoj baze

Spomnimo se, da je ogrodje vektorskega prostora V' taka podmnoZica v V/,
da je njena linearna ogrinjata enaka V.

Definicija J

Vektorski prostor je kon€no-razseZen, ¢e ima koncno ogrodje.

Spomnimo se, da je baza vektorskega prostora V' taka podmnozZica v V, ki
je linearno neodvisna in je ogrodje za V.
Primer: Prazna mnoZica je baza vektorskega prostora {0}.

Vsak kon&no-razsezen vektorski prostor ima konéno bazo.

Izrek 2 - Obstoj baze J
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Dokaz: Naj bo V kon&no-razsezen vektorski prostor in naj bo

S ={wv1,...,vn} ogrodje z najmanj elementi. Trdimo, da je

mnoZica S linearno neodvisna. Dokazujemo s protislovjem.

Recimo, da S ni linearno neodvisna. Potem obstaja tak element v; € S,
ki je linearna kombinacija elementov iz S\ {v;}. Pokazali bomo, da je
S\ {vi} ogrodje za V, kar je v protislovju z minimalnostjo ogrodja S.
Ker je v; linearna kombinacija vi,...,vj_1, Vit1,..., vy, obstajajo taki

vj € F,davelja vi =~vy1vi + ... +vi—1Vi—1 + Yig1Vier + - .-+ YnVa.
Vzemimo poljuben v € V. Ker je S ogrodje za V/, obstajajo taki a; € F,
daveljav=ai1vi+...+q;vi+...4+ ayv, Ko vstavimo izraz za v; in
uredimo, dobimo v = (a1 + ajy1)vi + ... + (@ji—1 + @iyi—1)vie1 +
(jit1 + @iyig1)Vie1 + - -« + (an + @jyn)va, kar je linearna kombinacija
elementov iz S\ {v;}. Torej je S\ {v;} res ogrodje za V. O
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Primeri iz obstoja baze

Zanima nas, kako za dano mnoZico {v1,..., vy} C F" preverimo ali je
ogrodje in kako pois¢emo tako njeno podmnoZico, ki je baza. Matriko

[ Vi ... Vp ] z Gaussovo metodo prevedemo v reducirano vrsti¢no
stopnitasto formo R. Ce ima R nitelno vrstico, potem {vi,..., v} ni
ogrodje. Ce R nima nicelne vrstice in &e so i1, . . . , in zaporedne tevilke
njenih pivotnih stolpcev potem je mnoZica {v;,...,v; } baza za F".
Utemeljitev: Ce matriko [ Vi ... Vm ] z leve mnoZimo z elementarno
matriko, se ohranijo vse linearne relacije med stolpci.

Primer te metode

PokaZimo, da so stolpci matrike

A=

= O O
=)

1
0
0

([ e
O R O+
o = O

110

ogrodje za F* in poistimo take $tiri stolpce, ki so baza za F*.

— =T = = = 7 e

—_
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Z Gaussovo metodo izratunamo njeno reducirano vrsti¢no kanoni¢no formo

O O O

Ker matrika R nima nitelne vrstice, so stolci matrike A ogrodje za F*.
Zaporedne Stevilke pivotnih stolpcev v R so 1,2,3,5. Stolpci v A z istimi
zaporednimi Stevilkami so potem baza za F*. 1z R lahko od&itamo tudi,
kako se s temi stolpci izrazata preostala stolpca matrike A.

Primer: F[x] ni kon&no-razseZen

Spomnimo se, da je F[x] vektorski prostor vseh polinomov v x s koeficienti
iz F. Mnozica {1,x,x2,...} je ogrodje F[x]. Ce bi imeli kon&no ogrodje
{p1,...,pn}, potem bi vsak polinom p iz F[x] lahko izrazili kot

p=a1p1 + ...anpn, odkoder bi sledilo deg p < max{degps,...,degpn},
kar je protislovje, saj imajo lahko polinomi poljubno visoko stopnjo.

= = ot
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Enoli¢nost moc&i baze

Radi bi dokazali, da imajo vse baze istega vektorskega prostora enako
elementov. Za&nimo s pomozno trditvijo.

Trditev 2
Naj bo V vektorski prostor. Ce so u1,. .., un linearno neodvisni vektorji v
V in &e so vektorji vy, ..., Vv, ogrodje za V, potem je m < n.

Dokaz: Vsak vektor u; razvijmo po vektorjih v;:

U =aii1vi+...+Qi1nvs

Un = QmiVv1+ ...+ QmnVp

Privzemimo sedaj, da je m > n in poskuSajmo dobiti protislovje.

Ker ima vsak podolo¢en homogen sistem netrivialno reSitev, obstajajo taki
skalarji xi,...,Xm, ki niso vsi enaki ni¢, da velja:
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Q11X1 + ...+ amiXm = 0
a1pX1 + ...+ mpXm =0
Iz (1) in (2) sledi

m m
E Xijuj = E xi(oiivi + ...+ @ nVa)
i=1

i=1
= (Z ajixp)vi+ ...+ (Z Q' nXi) Vi (3)
i=1 i=1

=0vi+...4+0v,=0

Ker so vektorji uy, ..., Uy linearno neodvisni, sledi iz (3), da je
X1 =...=xm =0. To je v protislovju z izbiro xq, ..., Xm.
Predpostavka m > n je torej napaéna. O
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Oglejmo si nekaj posledic te trditve.

Izrek 3 - Enoli¢nost moc&i baze

Ce ima vektorski prostor V' bazo z n elementi, potem velja:
@ Vsaka linearno neodvisna mnoZica v V ima < n elementov.
@ Vsako ogrodje v V ima > n elementov.

@ Vsaka baza v V ima n elementov.

Dokaz: Recimo, da je v1,...,v, bazaza V inso uy,...,un € V poljubni.
Prvo totko dokazemo takole. Predpostavimo, da so w1, ..., uny linearno
neodvisni. Ker so vq,..., v, ogrodje, je po Trditvi2 m < n.

Drugo to¢ko dokazemo takole. Predpostavimo, da so uy, ..., u, ogrodje.
Ker so v, ..., v, linearno neodvisni, je po Trditvi 2 n < m.

Ocitno tretja toka sledi iz prvih dveh. O
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Definicija dimenzije
RazseZnost (=dimenzija) vektorskega prostora je Stevilo elementov

katerekoli njegove baze. Pravimo, da je vektorski prostor n-razseZen
(=n-dimenzionalen), € ima razseznost n.

Primer dimenzije
Vektorski prostor F” je n-razseZen, ker ima standardna baza n elementov.

Vektorski prostor My, o(F) m x n matrik nad F je mn-razseZen, ker ima
bazo iz mn koordinatnih matrik E; ;.

Iz dokaza lzreka 2 sledi:

Trditev 3

Naj bo V' n-razsezen vektorski prostor. Potem je vsako ogrodje za V/, ki
ima n elementov, baza za V.
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Primer iz enoli¢nosti mo¢&i baze

Naj bo F polje in S neskon&na mnoZica. PokaZimo, da vektorski prostor
F* vseh funkcij iz S v F ni kon&no-razsezen. Recimo, da ima F° ogrodje
iz n elementov. Konstruirali bomo linearno neodvisno mno¥ico v F°, ki
ima n+ 1 elementov, kar je v nasprotju z lzrekom 3.

Za vsak s € S oznalimo z s funkcijo, ki po¥lje element s v 1, elemente iz
S\ {s} pa v ni&. Ker je S neskontna mnozica, lahko izberemo n+ 1
paroma razli¢nih elementov sp,...,s,+1 € S. PokaZimo, da so funkcije
0sy5---,0s,., linearno neodvisne. Recimo, da velja

© 9 YSn+1
oz1551 —+ ...+ an+155n+1 =0
za neke skalarje a1, ...,an11 € F. Potem ze vsak x € S velja

a10s (x) + ...+ apy1ds,,,(x) =0

Ko vstavimo x =sj zai=1,...,n+ 1, in upostevamo Jj(s;) = 0 za vsak
J # i, dobimo «;ds(s;) = 0. Ker je ds.(s;) = 1, sledi o; = 0.
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Dopolnitev linearno neodvisne mnoZice do baze

V tem razdelku bomo dokazali, da vsako linearno mnoZzico dopolnimo do
baze. Za¢nimo z pomozZno trditvijo.

Trditev 4

Ce so vektorji vi, ..., vy, linearno neodvisni, in ¢e vektor vp,+1 ne lezi v

njihovi linearni ogrinjaci, potem so tudi vektorji vi,..., Vmy, Vme1 linearno

neodvisni.

Dokaz: Recimo, da so vektorji vy, ..., vy, linearno neodvisni, in da vektor

Vm+1 ne leZi v njihovi linearni ogrinjadi. Vzemimo take a1, ..., &m, Om+1,

da velja a1vi + ... + a&mVm + @mt+1Vvm+1 = 0. Radi bi dokazali, da velja

a1 =...,0m = am+1 = 0. Lo€imo dva primera.

Ce je amy1 # 0, potem velja vyp1 = 0711 (avi + ... + amvm), kar je v
m

nasprotju s predpostavko, da vp,+1 ne leZi v linearni ogrinjadi vi,..., vpy.

Ce je amy1 =0, potem velja ayvy + ... + amvm = 0. Ker so vektorji
Vi,...,Vm linearno neodvisni, je a; = ..., am = 0. O
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Trditev 5

Naj bo V' n-razsezen vektorski prostor. Vsaka linearno neodvisna mnoZzica
v V, ki ima n elementov, je baza.

Dokaz: Ce so vektorji vi,. .., v, € V linearno neodvisni, niso pa baza,
potem niso ogrodje. Torej obstaja tak vektor v,11, ki ne leZi v linearni
ogrinjali vektorjev vi,...,v,. Po Trditvi 4 si vektorji vi,..., vy, Vot1

linearno neodvisni. Ker je V' n-razseZen, ima ogrodje z n elementi. Po
Trditvi 2 ima vsaka linearno neodvisna mnoZica manj ali enako elementov
kot vsako ogrodje. Torej je n+ 1 < n, kar je protislovje. O

Izrek 4 - Dopolnitev do baze

Vsaka linearno neodvisna mnoZzica v kon&no-razseZznem vektorskem
prostoru je vsebovana v neki bazi.
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Dokaz: Ce je V n-razsezen vektorski prostor in so vektorji vy, ..., vy € V
linearno neodvisni, potem je m < n po lzreku 3. Ce je m = n, potem so

vektorji vq, ..., vm baza po Trditvi 5. Ce je m < n, potem:
@ lzberimo tak vpy1 € V, da vpy1 € Lin{vy, ..., v}
@ lzberimo tak vpyp € V, da vpyp € Lin{vi, ..., Vi, Vmy1}-
@ Izberimo tak vipi3 € V, da vipi3 € Lin{va, ..., Vin, Vimt1, Vmt2}-
° ...
@ Izberimo tak v, € V, da v, &€ Lin{vi, ..., Vim, Vg1, ..oy Vo1 )
Obstoj takih viyy1,. .., v, sledi iz dejstva, da nobena podmnoZica v n

razseZznem prostoru, ki ima manj kot n elementov, ni ogrodje (drugi del
lzreka 3). Ce n — m krat uporabimo Trditev 4, dobimo, da so vektorji
Vi, Vm, Vm+t1, - - -, Vo linearno neodvisni. Po Trditvi 5 so torej baza. [
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Primer iz dopolnjevanja linearno neodvisnih mnoZic

Zanima nas, kako za dano mnoZico {v1,...,vm} v F" ugotovimo ali je

linearno neodvisna in kako jo dopolnimo do baze. Tvorimo matriko

A:[Vl .. Vm €1 ... e,,]
kjer je e1, ..., e, standardna baza za F". Z Gaussovo metodo prevedemo
matriko A na reducirano vrsti¢no stopni¢asto formo R.
Zaporedne Stevilke pivotnih stolpcev matrike R naj bodo i1, ..., ip.
Vektorji vi,..., vy so linearno neodvisni natanko tedaj, ko velja
i =1in...in iy, = m. Stolpci v A z zaporednimi Stevilkami
fm+1, - -, in SO potem dopolnitev mnoZice {v1,..., vy} do baze.
Primer
1 2
Dopolni vektorja 0 LI do baze za R”.
2 1
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Najprej tvorimo matriko

1 21000
A -1 2 0100
0 00 01O
2 1 0001

Njena reducirana vrsti¢na stopnifasta forma je

1 2
010 20 1
R = 53 54
ve ol = 0 =
000 O 1 O
Njeni pivotni stolpci imajo zaporedne Stevilke 1,2, 3 in 5. Torej sta
1 2 1 0
-1 2| . L 0 0. .
o |'lo linearno neodvisna in o] |du dopolnita do baze.
2 1 0 0

v
T mid = = et
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Povzetek - Karakterizacije baz in razseZnosti

Povzemimo vse karakterizacije baz v en izrek.

Povzetek 1

Za vsako podmnoZico S v n-razseZnem prostoru V so ekvivalentne trditve:
S je baza.

S je linearno neodvisna in je ogrodje.

S je linearno neodvisna in ima n elementov.

S je ogrodje in ima n elementov.

S je linearno neodvisna in nima nobene prave linearno neodvisne
nadmnoZice.

S je ogrodje in nima nobene prave podmnoZice, ki bi bila ogrodje.
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Povzemimo Se vse karakterizacije razseznosti v en izrek.

Povzetek 2

Za vsak vektorski prostor V so ekvivalentne naslednje trditve:

V je n-razseZen.

V ima ogrodje z n elementi, nima pa ogrodja z n — 1 elementi.

V ima bazo z n elementi.

V ima linearno neodvisno mnoZico z n elementi, nima pa linearno
neodvisne mnoZzice z n + 1 elementi.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Trinajsto predavanje december 2020

22/22



Vektorski prostori 3.del
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RazseZnosti podprostorov

Naj bo V' kon&no-razseZen vektorski prostor. Njegovo razseznost oznadimo
z dim V. Lahko jo definiramo na ve& ekvivalentnih na&inov:

@ Kot minimum moci ogrodij za V.
o Kot mot¢ katerekoli baze za V. (Vse baze imajo enako mot.)
@ Kot maksimum mo¢i linearno neodvisnih mnozic v V.

Ce V ni kon&no-razsezen, potem pigemo dim V = +oc.
Trditev

Ce je V kontno-razsezen vektorski prostor in &e je U vektorski podprostor
v V, potem je tudi U konéno-razseZen vektorski prostor in dim U < dim V.

Dokaz: Naj bo n=dim V. Ce dim U = +co ali &e dim U > n, potem U
nima ogrodja z < n elementi. Torej obstajajo taki uy, uo,...,upr1 € U da
w1 € Lin{}, up € Lin{w1}, us &€ Lin{uy, o}, ... ,upy1 & Lin{uy, ..., up}.
Po Trditvi 3 od zadnji¢ odtod sledi, da so vektorji uy, up, ..., up+1 linearno
neodvisni v U (in zato tudi linearno neodvisni v V). Toda vsaka linearno
neodvisna mnoZica v V ima najvel n elementov. To je. protislovje. [
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Trditev (Dimenzijska formula za podprostore)

Ce je V konéno-razsezen vektorski prostor in ¢e sta Uy in U, vektorska
podprostora v V, potem velja naslednja formula

dim(U1 TF U2) =dim U; +dim U, — dim(U1 N U2)

Dokaz: Naj bo fi,..., fx baza za podprostor U; N U>. Naj bo g1,...,g
njena dopolnitev do baze za Uy in naj bo hy,..., hy njena dopolnitev do
baze za U,. Dokazali bomo, da je f1,...,fx,g1,-..,8, h1,..., hy baza za
Ui + Us. Potem je dim(U; + Uz) = k+ 1+ m, dim(U; N Us) = k,
dimU; = k+ /indim U, = k+ m. Torej formula v trditvi drZi.

Pokazimo najprej, daso f1,..., fc,g1,...,8, h1,..., hy ogrodje za
Us + Us. Po definiciji vsote dveh podprostorov lahko vsak vektor
u € Uy + Uy izrazimo kot u = uy + wo, kjer uy € Uy in up € Us.

Ker je fi,..., fx,&1,-..,& baza za Ui, lahko izrazimo u; kot linearno
kombinacijo f1, ..., fk,&1,---,&. Kerje fi,... fx,h1,..., hy baza za Uy,
lahko izrazimo wuy kot linearno kombinacijo fi, ..., fx, h1,..., hy. Torej
lahko u izrazimo kot linearno kombinacijo fi,..., f,g1,--., 81, h1y- .oy hm.
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Pokazimo %e, da so fi,...,f, &1,.., & h1, ..., hm linearno neodvisni. Ce
arh+...+afk+ g1+ ...+ 6818 +7h+ ...+ ymhm =0, potem
arf + ...+ arfe + 51g1 + ...+ 5/g/ = (—’)/1)/11 + ...+ (—’ym)hm leZi v
Ui N Uy (ker leva stran lezi v Uy, desna pa v U,.) Torej obstajajo taki
skalarji 01,...,0k, da je (—"yl)hl + ...+ (—’ym)hm =01+ ...+ 0kfk.

Ker je fi,...,fx,h1,..., hy baza za U, odtod slediyy =... =7, =0
(in 01 :...:5k:0). Sledi alfl—i—...—}—akfk—i-ﬁlgl—{—...—i-ﬁ/g/:0.
Kerje f1,...,fk,g1,...,8 baza za Uj, odtod sledi @y = ... = a, =0 in
b1 =...= By = 0. Dokaz linearne neodvisnosti je s tem kon&an. O

Posledica dimenzijske formule

Za vsaka podprostora U; in Uy v V velja dim(U; + Uz) < dim Uy +dim Us.
Enalaj velja natanko tedaj, ko je Ui N U, = {0}.

Dokaz. V dimenzijski formuli upo¥tevamo, da je dim(U; N Uz) > 0 in da
velja dim(U; N Uz) = 0 natanko tedaj, ko je Ui N U = {0}. O

Opomba: Dimenzijsko formulo lahko posplosimo tudi na tri podprostore:
dim(U1 + U + U3) =dim U; +dim Uy + dim U3 + dim(U1 NU>N U3)
— dim(U1 N U2) — dim(U1 n U3) — dim(U2 N U3)
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Direktne vsote podprostorov

Pojme linearne ogrinjale, ogrodja, linearne neodvisnosti in baze lahko
posplosimo iz vektorjev na vektorske podprostore. Terminologija ni ista.

Posplositev pojma linearne ogrinjae vektorjev je pojem vsote vektorskih
podprostorov.
Definicija vsote vektorskih podprostorov

Vsota vektorskih podprostorov Uy, ..., U, (nekega vektorskega prostora)
je vektorski podprostor

Ui+...+ Uy ={ni+...+up|us€l,...;up € Up}

Opomba: Vektorske podprostore Ui, ..., U, lahko smatramo za “ogrodje’
vektorskega prostora V, ¢e lahko vsak vektor v € V na vsaj en nadin
izrazimo kot v = uy + ...+ up, kjer uy € Uy, ... u, € U,. To velja
natanko tedaj, ko je V=U; +...+ U,.
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Definicija (interne) direktne vsote podprostorov

Vsota vektorskih podprostor Ui, ..., U, je direktna, &e za vsake vektorje
vi,wi € Ug, ..., Vo, wp € Uy, kizadoS€ajo vi + ...+ vy, =wy + ...+ w,
vellavi =wy, ..., v, = w,.

Opomba: Vektorske podprostore Ui, ..., U, lahko smatramo za “linearno
neodvisne”, e lahko vsak vektor v € V' na najve€ en nalin izrazimo kot
v=u + ...+ up kjer uy € Uy, ..., u, € U,. To velja natanko tedaj, ko
je vsota U; + ...+ U, direktna.

Opomba: Eksterna direktna vsota podprostorov U, ..., U, je definirana
kot mnoZica vseh n-teric (u1,...,up), kjier uj € Uy zavsak i =1,...,n.
Oznatimo joz U1 @ ... ® U,. Naj bo & preslikava iz Uy ®...® U, v V, ki
poslje (u1,...,up) v ur + ...+ up. Njena zaloga vrednosti je ravno vsota
Ui + ...+ U,. Preslikava ® je injektivna natanko tedaj, ko je vsota

Ui + ...+ U, direktna. Torej lahko preko ® identificiramo interno
direktno vsoto Uy + ...+ U, z eksterno direktno vsoto U1 & ... P U,.
Zato tudi interno direktno vsoto ozna¢imoz U1 @ ... ® U,.
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Osnovni primer

Za vse vektorje vq,...,v, v V velja

Lin{vi} + ...+ Lin{v,} = Lin{wy, ..., vs}

Torej so vektorji vy, ..., v, ogrodje za V natanko tedaj, ko velja
Lin{vi} +... + Lin{v,} = V (< Lin{wi }, ..., Lin{v,} so “ogrodje”).
Nenicelni vektorji vi,...,v, v V so LN natanko tedaj, ko je vsota

Lin{wv1} + ... + Lin{v,} direktna (< Lin{vi },...,Lin{v,} so “LN").
D: Vsota Lin{v1 } + ... + Lin{v,} je direktna natanko tedaj, ko za vsake
skalarje a;, 3; velja, da iz ajvi + ... + apvy = f1vi + ... + BV, sledi
aivi = f1iva, ..., apVvy, = Bavy. Ker so vektorji v, ..., v, nenilelni je to
ekvivalentno lastnosti, da iz ajvi + ... + apvy, = B1vi + ... + Bnv, sledi
a1 =1, ..., @p = Bn. To pa je ravno linearna neodvisnost vy, ..., vp,.

Opomba: Vektorske podprostore U, ..., U, lahko smatramo za “bazo”
vektorskega prostora V/, &e lahko vsak vektor v € V na natanko en nacin
izrazimo kot v = uy + ...+ up, kjer uy € Uy, ..., u, € U,. To velja
natanko tedaj, koje V=U; & ... & U,.
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Karakterizacije direktnih vsot

Direktno vsoto vektorskih podprostorov bi radi opisali na &imve¢ razli¢nih
nacinov. Mnoge od teh opisov bomo potrebovali v naslednjih poglavjih.
lzrek (Karakterizacije direktnih vsot)

Za vsako naravno Stevilo n in za vsake podprostore Uy, ..., U, v vsakem
konéno-razseZznem vektorskem prostoru V so ekvivalentne lastnosti:

(1) Vsota Ui + ...+ U, je direktna.

(2) Ce vektorji uy € Uy, ..., up € U, zadod¢ajo ug + ...+ up, =0 (v V),
potem velja u3 = ... = u, = 0.

(3) Ceso uy1,...,u1,, bazaza Upin...inso upy,...,uUs,, baza za U,
potem so u11,...,U1,ny---,Un1,. .., Uny, bazaza U + ...+ U,.

(4) Velja dim(Us + ... + Uy) = dim Uy + ... + dim U,
(5) Zavsak i=1,...,n—1velja (U1 + ...+ U;) N Uiy1 = {0}.
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(1) = (2) Recimo da velja (1). Vzemimo take u; € U;, da velja
O=wu;+...4+u, KerveljatudiOe U;zavseiin0=0+...+0,

sledi po (1), da je uy =0,..., u, = 0. Torej velja (2).

(2) = (1) Recimo, da velja (2). Vzemimo take u;, v; € U;, da velja
n+...+up=wvi+...+ v, Odtodsledi (vg —vi)+...+ (up—v,) =0
inuj —v; € Uj za vse i. |z (2) sledi u; — v; = 0 za vse i. Torej velja (1).
(2) = (3) Recimo, da velja (2) in da je za vsak i uj1,...,u;, baza za U;.
Vsak vektor u € Uy + ...+ U, lahko izrazimo kot u = u1 + ... + up, kjer
uj € U; za vse i. Vsak u;j lahko izrazimo kot linearno kombinacijo vektorjev
Ui1,...,Ujn, ker so ti ogrodje za U;. Torej lahko u izrazimo kot linearno
kombinacijo vektorjev u11,..., U1, Un1,-- ., Unr,. ToOrej so ti vektorji
ogrodje za U; + ... + U,. PokaZimo $e, da so linearno neodvisni. Recimo,
daveljaajju+...+oqtig +... Fanitnt + ...+ apptny, =0.
Za vsak i oznadimo u; := aj1Uj1 + ...+ ;Ui Otitno u; € U; za vsak
iinu+...4+ u, =0. Po tocki (2) odtod sledi, da je u; = 0 za vse i. Ker
SO Uj1,...,Ujn linearno neodvisni, res velja aj1 = ... =« = 0 za vse |.

(3) = (4) Upostevamo, da je razseznost enaka moci baze.
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(4) = (5) Ce n-krat uporabimo posledico dimenzijske formule, dobimo
dim(Ur + ...+ Up,) <dim(Ui + ...+ Up—1) +dim U, <
< (dim(Up+ ...+ Up—2) +dimUp,—1) +dim U, < ...
.<dimU; +...+dim U,

Ce velja (4), potem se zaletek in konec ujemata, torej imamo povsod
enafaj. Odtod sledi, da za vsak i =1,...,n—1 velja

dim(Ul +...+ U+ U,'+1) = dim(Ul +...+ U,‘) +dim Ui

Ce za vsak i uporabimo posledico dimenzijske formule, dobimo (5).

(5) = (2) Recimo, da velja (5). Vzemimo take vektorje u; € Uy, ...,

u, € U,, davelja uy + ...+ u, = 0. Odtod sledi, da vektor

ug + ...+ up—1 = —u, pripada podprostoru (Uy + ...+ Uy—1) N U,,

ki je po predpostavki enak {0}. Torej je u3 + ...+ up—1 =0in u, =0.
Odtod sledi, da vektor uy + ...+ u,_» = —u,_1 pripada podprostoru
(Ur+ ...+ Up—2) N U,—1, ki je po predpostavki enak {0}. Torej je

up+ ...+ up—2 =0in up_1 = 0. Po nekaj korakih dobimo, da so vsi u;
enaki ni¢. torej velja (2). O
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Prehod na novo bazo

Naj bo V' n-razseZen vektorski prostor in naj bosta B = {u1,...,u,} ter
C ={wi,...,wp} dve bazi za V. (B je stara baza, C pa nova baza.)

Vsak vektor v € V' lahko enoli¢no razvijemo tako po bazi B kot po bazi C:

v=_p01u1+ ...+ Bntn (1)
V=my1w1+ ...+ YW, (2)

V tem primeru pisemo

B1 git
Vs=| : in [vle=| : (3)
Bn Yn
Konstruirali bomo tako matriko P¢. 5, da bo za vsak v € V veljalo
[vle = Peeslv]s (4)

Taki matriki bomo rekli prehodna matrika iz baze 5 na bazo C.
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Vsak element baze B lahko razvijemo po bazi C. Dobimo

U =0a11wy+ ...+ Q1awp

Up = QpiWi + ...+ QppWy

Skalarje «j; potem zloZimo v matriko
11 ... Qp1

Peep=| : (6)

Q1pn ... Qpp

)

Pozor, skalarje iz i-tega razvoja smo zloZili v i-ti stolpec (in ne v i-to
vrstico kot bi pri¢akovali). Na kratko definicijo P¢._p zapisemo kot

Pees =1 [ule ... [unlc ] (7)
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Doka¥imo sedaj formulo (4). Ce formule (5) vstavimo v formulo (1) in
uredimo, dobimo razvoj

v=p1u1+ ...+ Baun
= 51(051,1W1 +...+ al,an) +...+ ﬁn(an,lwl +...+ an,an)
= (61051,1 +...+ /Bnan,l)Wl +...+ (61a1,n +...+ /Bnan,n)Wn (8)

Ce primerjamo koeficiente v razvojih (2) in (8), dobimo

v = Bra11+ ...+ Baan

Yn = Blal,n +...+ /Bnan,n
V matri¢nem zapisu se (9) glasi
7 11 ... Qpi p1
e : : : (10)
Tn Q1p ... Qpnp Bn

Ce v formuli (10) upo¥tevamo definiciji (3) in (6) dobimo formulo (4).

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Stirinajsto predavanje Jjanuar 2021 13 /17



Primeri prehodnih matrik
Vzemimo dve bazi v R3

1 0 0 1 1 1
B={lo|,[1],]0|} in c={lo]|,[1],|1]}
0 0 1 0 0 1

Izra¢unajmo prehodni matriki Pe._5 in Pg.¢c. Ker je

1 1 1 1
0 =1 0O(+0-]1]+0-(|1
| 0 | 0 0 1
[ 0] 1 [ 1] (1]
1 |=(1)-[{0|+1-]1|4+0-|1
| 0 0 | 0 ] | 1]
[ 0] 1 [ 1] (1]
0|=0-]0|+(-1)-[1]|+1-]1
| 1 0 | 0 ] | 1]
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1 -1 0
velja Pcep=1| 0 1 —1 |. Izraéun Pg.¢ je preprostejsi. Iz
0 1
[ 1] [ 1] [0 ] [0 ]
0O(=1-1]0|4+0-]1]|+0-(0
| 0 ] | 0 | | 0 | | 1]
[ 1] [ 1] [0 ] [0 ]
1|=1-{0|+1-|1]+0-]0
| 0 ] | 0 | | 0 | | 1]
[ 1] [ 1] [0 ] [0 ]
1|=1-{0|+1-|1|+1-]0
| 1] | 0 | | 0 | | 1]
111
sledi, da je Pg¢c=| 0 1 1 |. Opazimo, da je produkt obeh
0 01

prehodnih matrik identi¢na matrika. To velja tudi v splosnem.
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Lastnosti prehodnih matrik
Doslej smo dokazali naslednjo lastnost prehodnih matrik.
lzrek 1 (Osnovna formula za prehodne matrike)

Naj bosta B in C dve bazi konéno-razseZnega vektorskega prostora V.
Potem za vsak vektor v € V velja [v]c = Peslv]s

Oglejmo si nekaj posledic izreka 1.

lzrek 2 (Produkt prehodnih matrik)

Naj bodo B, C in D tri baze kon¢no-razseZnega vektorskega prostora V.
Potem velja Pp..g = PpecPcen

Dokaz: Naj bo B = {u1,...,un}. Upostevajmo formulo (7) in lzrek 1.

PpcPeep=Ppec| [ume - [une ]
=[ Ppeclule ... Ppeclunle ]
=[[ulp ... [udp ]
= PD<—B
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lzrek 3 (Inverz prehodne matrike)

Naj bosta B in C dve bazi konéno-razseZnega vektorskega prostora.
Potem velja (Peep) ! = Pacc

Dokaz: Ce uporabimo lzrek 2 z D = B, dobimo Pg, ¢Pc. s = Pr. 5. Po
definiciji prehodne matrike je P, 5 identi¢na matrika. Odtod sledi, da je
Pc. i obrnljiva matrika in da velja

(Pees) ™' = Psec

Posledica
Naj bosta B = {u1,...,up} in C ={wi,...,w,} bazi vektorskega prostora
F". Potem velja Pep = [ Wi o ... Wy ]_1[ up ... U ]

Dokaz: Naj bo S standardna baza F". Potem je [v]s = v za vsak v € F",

Iz formule (7) sledi PS(—B = [ [ul]g PN [U,,]g ] = [ u ... Up ]
Podobno dokaZzemo Ps.¢c = [ w1 ... w, |. Poizrekih 2in 3 je
Peep=PecsPscp=[wi ... wy ]_1 [u ... up ]
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Linearne preslikave 1. del
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Definicija linearne preslikave

Zanimajo nas preslikave med vektorskimi prostori, ki ohranjajo strukturo
(se pravi ohranjajo vsoto in produkt s skalarjem). Obicajno jim pravimo
linearne preslikave, v&€asih pa tudi homomorfizmi vektorskih prostorov.

Definicija linearne preslikave

Naj bosta U in V vektorska prostora nad istim poljem F.
@ Preslikava L: U — V je aditivna, ¢e velja L(u1 + up) = L(u1) + L(u2)
za vsaka ug, up € U.

@ Preslikava L: U — V je homogena, &e velja L(au) = al(u) za vsak
uc Uinvsak a € F.

@ Preslikava L: U — V je linearna, ¢e je aditivna in homogena.

Opomba: Namesto L(u) bomo pogosto pisali kar Lu. Za linearno
preslikavo torej velja L(uy + u2) = Lug + Lup in L(au) = alu .

Opomba: Aditivna preslikava iz U v V je isto kot homomorfizem Abelovih
grup iz (U,+) v (V,+).
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Aditivnost in homogenost lahko zdruZimo v eno lastnost:

Trditev

Naj bosta U in V vektorska prostora nad istim poljem F. Preslikava
L: U — V je linearna natanko tedaj, ko velja

L(a1u1 -+ O[2U2) =a1luy + arlu (1)

za vsaka ug, up € U in vsaka a1, ap € F.

Dokaz: Poka¥imo najprej, da iz linearnosti sledi lastnost (1). Ce je L
aditivna, velja L(aiug + apup) = L(agur) + L(au). Ce je L homogena,
velja L(aqur) = aqluy in L(agur) = aglup. Ce je L tako aditivna kot
homogena, potem torej velja (1).

PokaZimo %e, da iz lastnosti (1) sledi linearnost. Ce L zado¥¢a (1), potem
velja L(vn +w)=L(1-uvy+1-w)=1-Luy+1-Lup=Lug+ Lup in
Llav)=Lla-u+0-u)=a-Lu+0-Lu= alu. Torej je L tako aditivna
kot homogena.
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Primer - Projekcija na x os
Ce totko (x,y) v ravnini projeciramo na x os, dobimo totko (x, 0).
DokaZimo, da je L(x,y) = (x,0) linearna preslikava. To sledi iz
L(on(x1, 1) + 0202, 2)) = L(aixi + a2x2, a1y1 + c2y2) =
= (a1x1 + azx2, 0) = a1 (x1,0) + a2(x2, 0) = a1 L(x1, y1) + 2L (x2, y2).

v

Primer - VrteZ okrog izhodis¢a

Ce totko (x,y) = (rcos, rsin¢) v ravnini zavrtimo okrog izhodista
za kot 7 v nasprotni smeri od urinega kazalca, potem dobimo to¢ko
(rcos(¢p+ 1), rsin(¢+ 7)) = (xcosT — ysinT,xsinT + y cosT),
kjer smo uporabili adicijska izreka za cos in sin. DokaZimo, da je
L(x,y) = (xcosT — ysinT,xsinT + y cosT) linearna preslikava:
L(ca(x1, y1) + a2(x2, y2)) = L(aixi + aoxo, a1yr + aoyn) =
= ((a1x1 + az2x2) cos T — (aayr + aoyn) sin T, (ax1 + aox2) sin T + (aay1r + aoys) cos7) =
= ai(x1cosT — y1sinT, x1SiNT + y1 €osT) + a2(x2 cOST — yoSin T, x2SINT + Yo COST) =

= ai1l(x1, y1) + aoL(x2, y2).

v
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Primer - Odvajanje
Vemo, da za odvod velja

(f+g)=Ff+g in (cf) =cf

kjer je ¢ konstanta. Odvod je torej linearna preslikava iz vektorskega
podprostora vseh odvedljivih funkcij v R[22 v vektorski prostor RI2:2].

Primer - Integriranje
Vemo, da je dologeni integral definiran za zvezne funkcije in da velja

/a (£ + 2(x)) dx = / ) d + /  g(x) dx

in bcf(x)dx=c bf(x)dx
J J

Torej je fab linearna preslikava iz vektorskega podprostora vseh zveznih

funkcij v R[#b] v vektorski prostor R.

v
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Posplositve linearnih preslikav

Opomba: Ce sta U in V vektorska prostora nad razli¢nima poljema,
potem ne moremo definirati linearne preslikave iz U v V. Lahko pa
definiramo neko posploSitev linearne preslikave.

Recimo, da je U vektorski prostor nad poljem F in V vektorski prostor nad
poljem K. Naj bo ¢: F — K homomorfizem polj. Preslikava L: U — V
¢»-homogena, &e velja L(au) = ¢(a)L(u) za vsak u € U in vsak a € F.
Preslikava L: U — V je ¢-linearna, &e je aditivna in ¢-homogena.

Primer: Ce je F = K = C in ¢(z) = Z (se pravi ¢(a+ bi) = a— bi), potem
¢-linearni preslikavi iz U v V pravimo konjugirano linearna preslikava.

Opomba: Naj bosta U in V vektorska prostora nad poljem F in naj

bo K podpolje v F. Preslikava L: U — V je K-homogena, e velja
L(au) = aLu za vsak o € K in vsak u € U. Preslikava L: U — V je
K-linearna, Ce je aditivna in K-homogena.

Primer: Konjugiranje je R-linearna preslikava iz C v C, ni pa C-linearna.

Opomba: Ce sta U in V modula nad kolobarjem F, potem linearni
preslikavi iz U v V re¢emo homomorfizem modulov.
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Linearni izomorfizmi

Definicija linearnega izomorfizma }

Bijektivni linearni preslikavi pravimo linearni izomorfizem.

Trditev 1 J

Inverzna preslikava od linearnega izomorfizma je spet linearni izomorfizem.

Dokaz: Naj bosta U in V vektorska prostora nad poljem F in naj bo
L: U — V bijektivna linearna preslikava. Radi bi pokazali, da je tudi njena
inverzna preslikava L=1: V — U linearna.

Za vsaka vektorja vi,v» € V in vsaka skalarja a1, ap € F velja
L(alLflvl + agLfva) = L(oqu + agup) = a1l + apluy =
= a1 L(L7'v) 4 aol (L7 ve) = aqvy + aovo = L(L 7Y (aqvi + aow2))
kjer je up = L™ vy in up = L™ 1wy, Ker je L injektivna preslikava, sledi
a1l vy + anl vy = L_l(al vi + apvp)

Torej je L™ res linearna preslikava. [
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Trditev 2 J

Kompozitum dveh linearnih izomorfizmov je spet linearni izomorfizem.

Dokaz: Zados¢a dokazati, da je kompozitum dveh linearnih preslikav spet
linearna preslikava. Naj bosta L: U — V in K: V — W dve linearni
preslikavi. Potem velja

(K o L)(alul + 042U2) = K(L(alul + OéQUQ)) = K(alLul + CkzLU2) =
= alK(Lul) + 042K(LU2) = al(K o L)u1 -+ OQ(K o L)U2

Opomba: Pravimo, da sta dva vektorska prostora (nad istim poljem)
linearno izomorfna, e obstaja linearni izomorfizem iz prvega v drugega.
Iz Trditev 1 in 2 sledi, da je linearna izomorfnost ekvivalenéna relacija.
(Trditev 1 da simetri¢nost, Trditev 2 pa tranzitivnost. Refleksivnost sledi iz
dejstva, da je identi¢na preslikava linearni izomorfizem.)

Opomba: Iz naslednjega primera sledi, da sta katerakoli dva
enako-razseZna vektorska prostora nad istim poljem linearno izomorfna.
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Primer - Linearni izomorfizem iz F" v n-razseZen vektorski prostor

Radi bi dokazali, da je vsak n-razsezen vektorski prostor nad F linearno
izomorfen F".

Naj bo V n-razseZen vektorski prostor nad F in naj bo B = {vy,...,v,}
baza za V. Definirajmo preslikavo ¢p: F" — V' s predpisom

OB(X1y -y Xn) = X1V1 + ... + XV

Ker je B ogrodje, je ¢p surjektivna. Ker je B linearno neodvisna, je ¢p
injektivna. PokaZimo 8e, da je ¢ linearna preslikava. To sledi iz

¢B(a(Xl7' . ’X") +B(y17 M 7yn)) = d)B(OéXl +/8y17 o ,G{Xn +ﬁyn) =
=(ax1+ By1)vi + ... + (axp + Byn)vn = a(x1vi + . .. + Xpvp)+
+B(y1vi + ... + YaVa) = adp(x1, - -, Xn) + Bos(Y1s- - -, Yn)

Torej je ¢p linearni izomorfizem. Njegova inverzna preslikava je v — [v]z.
Po trditvi je tudi inverzna preslikava linearni izomorfizem.
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Primer - Linearni izomorfizem iz M, ,(F) v L(F", F™)

Naj bo F polje in naj bosta m in n naravni Stevili. Naj bo L(F", F™)
vektorski prostor vseh linearnih preslikav iz F" v F™. Se$tevanje je
definirano z (L1 + Lp)u := Lyu + Lou, mnoZenje s skalarjem pa z

(al)u := alLu. Naj bo My, ,(F) vektorski prostor vseh m x n matrik nad
F. Konstruirali bomo linearni izomorfizem iz My, o(F) v L(F", F™).

Za vsako m x n matriko A = [a; j| definirajmo preslikavo L iz F" v F™
LA(Xl, A ,Xn) = (3171X1 + ...+ ai nXnp, - - ->3dm,1X1 4+ ...+ am,,,x,,)

To lahko zapisemo kot Lax = Ax, kjer x smatramo za stolp&ni vektor. Iz
lastnosti matri¢nega mnoZenja sledi, da je L linearna preslikava.

Radi bi pokazali, da je preslikava A — L iz My, o(F) v L(F", F™) linearni
izomorfizem. Linearnost sledi iz

Loatsex = (@A + BB)x = aAx + BBx = alax + flpx = (ala + BLp)x
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Bijektivnost dokaZemo tako, da konstruiramo inverzno preslikavo.
Vsaki linearni preslikavi L: F" — F™ lahko priredimo m x n matriko

[ Le; ... Le, ] kjer je e1, ..., e, standardna baza za F". PokaZimo,
daje L— [ Leg ... Le, ] inverzna preslikava od preslikave A — L.
Najprej preverimo, da je kompozitum A+ La+— [ Laer ... Lae, |
identi¢na preslikava. Ce upostevamo, da je [ €1 ... € } = [, dobimo
[ Laeir ... Lae, } = [ Aer ... Ae, ] :A[ €1 ... €p ] =A
Preverimo Se, da je kompozitum L +— [ Ley ... Le, ] > LLe;...Ley]
identi¢na preslikava. Za vsak x € F" velja N
1
L[Lel...Len]X = [ Le; ... Ley ] =
Xn

=xi1Le; + ...+ xple, = L(xze1 + ... + xpen) = Lx

kjer smo pri prvem enalaju upo$tevali definicijo L, pri drugem blo¢no
mnoZenje matrik in pri tretjem linearnost preslikave L. 0J
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Matrika linearne preslikave

Linearni preslikavi med dvema vektorskima prostoroma bi radi priredili
matriko. To prirejanje bo odvisno od izbire baz v obeh vektorskih prostorih.
Naj bosta U in V vektorska prostora nad istim poljem F in naj bo

L: U — V linearna preslikava. lzberimo bazo B = {u1,...,un} za U in
bazo C = {v1,...,vm} za V. Razvijmo vektorje Luy,...,Lu, po bazi C:

Lug = Qa1ivi+ ...+ a1 mVm

(@)

Lup = apivi+ ...+ QpmVm

Skalarje «j iz (2) zloZimo v matriko

11 ... Qp1

[Llees = 57 : (3)

Q1m ... CQnm

ki ji pravimo matrika linearne preslikave L glede na bazi 5 in C.
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Opomba: Bodite pozorni na to, da smo skalarje iz i-te vrstice v (2) zloZili
v i-ti stolpec v (3). To si najlazje zapomnimo tako, da (3) zapi¥emo kot

[Lees = [ [Lu]e .- [Luple ] (4)
kjer je [v]c stolp&ni vektor iz koeficientov razvoja vektorja v po bazi C.

Opomba: Do definicije matrike linearne preslikave lahko pridemo tudi
preko linearnih izomorfizmov. Kompozitum linearnih preslikav

Fros, by le, pm

je linearna preslikava qﬁgl oLogpiz F"v F™. Linearni izomorfizem iz
L(F", F™) v M n(F) ji priredi matriko

[ (6t oLogs)(er) ... (ég'oLodp)(en) ] (5)
Ker je (qﬁ oLopg)(e) = C_l(L(¢B(e,-))) = qﬁgl(Lu,-) = [Luj]c za vsak
i=1,...,n, se matrika (5) ujema z matriko (4).
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Primeri matrik linearnih preslikav

Primer
Naj bo U vektorski prostor vseh realnih polinomov stopnje < 3 in V

vektorski prostor vseh realnih polinomov stopnje < 2. Za bazo prostora U
,x3}, za bazo prostora V pa C = {1, x,x%}. Naj bo

vzemimo B = {1, x, x?

D: U — V odvajanje polinomov. I5¢emo matriko [D]c.z.

Razvijmo vektorje D1, Dx, Dx?, Dx3 po bazi 1, x, x2. Velja

Dl = 0 = 0-14+0-x+0-x?
Dx = 1 = 1-14+0-x+0-x2
Dx? = 2x = 0-142-x+0-x?

X2

Dx} = 3x2 = 0-14+0-x+3-
Torej je

[D]C<—B =

o O O
O O =
onNn O
w o O
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Primer

Ce smatramo C za vektorski prostor nad R, potem je konjugiranje linearna

preslikava iz C v C. Za bazi vzemimo B =C = {1,i}. Velja
1=1=1-1+0-i

—i=0-14+(-1)-i

i

. 1 0
Potem je [L]cen = [ 0 -1 ]

Primer

Naj bo A m x n matrika nad F in naj bo Ly linearna preslikava iz F7 v
F™, ki je definirana z Lax = Ax. Naj bo B={ey,...,e,} standardna
baza za F" in C = {f1,..., fm} standardna baza za F™. Velja

Laes = Aep = a1 = 31,1fi S R = am,lfm

Laep, = Aep=apm =a1pfi+ ...+ amnfm
y
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Torej je

[LAlcen = : : =A

dm1 .- dmn

Primer
Naj bo V vektorski prostor in naj bo idy identi¢na preslikava iz V v V.
Naj bosta B = {u1,...,up} inC={wv1,...,v,} bazi za V. Razvijmo

id\/(ul) =Uu =a11V1+ ...+ Q1Vn

idy(up) =un=0anivi+... +Qnnvs

Dobimo enake razvoje kot pri definiciji prehodne matrike. Torej je

ai1 ... Opi

lidv]een = : : = Peen

Q1pn ... Qpp

El
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Lastnosti matrik linearnih preslikav
Matrike linearnih preslikav imajo podobne lastnosti kot prehodne matrike.
Izrek 1 - Osnovna formula

Naj bo L: U — V linearna preslikava in naj bo u element U. Naj bo B
baza za U in C baza za V. Potem velja [Lu]c = [L]c—B[u]B-

Dokaz: Razvijmo vektor u po bazi B = {ui,...,u,}. Dobimo
u=pPrur+ ...+ Bpupy (6)
Ker je L linearna preslikava, iz (6) sledi
Lu= piLluy + ...+ Bnlu, (7)
Za vsak i =1,...,n razvijmo Lu; po bazi C = {vy,...,Vmy}. Dobimo
Luj=aiivi+ ...+ & mVm (8)

Ce razvoje (8) vstavimo v razvoj (7), dobimo

Lu=Bi(ocaavi+ ...+ a1,mVm) + ...+ Ba(@nivi + ... + anmVim)
= (Blal,l +...+ ﬁnan,l)vl +...+ (51a1,m +...+ 6nan,m)vm (9)
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1z (9) sledi

Bro11 + ...+ Bpan

[Lule = : =
Brorm + ...+ Bnttnm
a1l ... Qpi p1
= : o | = [Leesluls
O1m .- Qpm Bn

Izrek 2 - Matrika kompozituma linearnih preslikav

Naj bodo U, V in W vektorski prostori nad istem poljem in naj bosta
L: U— Vin K: V — W linearni preslikavi. Naj bo B baza za U, C baza
za V in D baza za W. Potem velja [K o L]p 5 = [K]prc[LlcenB

Dokaz: Naj bo B = {u1,...,un}. Po formuli (4) velja
[Kollpeg =] [(KoL)ulp ... [(KoL)unp |
=[ [K(Lu)lp ... [K(Lun)lp | (10)
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Po izreku 1 za vsak i = 1,...,n velja

[K(Lui)]p = [K]p«c[Luilc (11)
Ce (11) vstavimo v (10), dobimo
[Kollpen = [Klpec[lue ... [Klpec[lun)e | =
= [K]pec [ [Lugle ... [Lun)e ] = [Klp«clllees
Pri tretjem enalaju smo uporabili formulo (4). O

Izrek 3 - Prehod na novo bazo

Naj bo L: U — V linearna preslikava. Naj bosta B in B’ bazi za U ter
Cin C/ bazi za V. Potem velja [L]C’<—B’ = PC’(—C[L]C<—B (PB’<—B)_1

Dokaz: Najprej zapisemo L kot idy o L oidy. Po izreku 2 velja

[idy o Loidylerp = [idv]crc[Llceslidu]ss

Upostevajmo Ze [idy]crec = Perec in lidulpes = Pper = (Ppren)
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Linearne preslikave 2. del
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Ponovitev definicij

Ponovimo definiciji vektorskega podprostora in linearne preslikave.

Definicija vektorskega podprostora

Naj bo V vektorski prostor nad poljem F. PodmnoZica W v V je
vektorski podprostor, ¢e za vsaka wy, wo € W in vsaka oy, ap € F velja
aiwy + arwy € W

Definicija linearne preslikave

Naj bosta U in V vektorska prostora nad poljem F. Preslikava L: U — V
je linearna, &e za vsaka ug, up € U in vsaka ag,ap € F velja

L(a1u1 + Oé2U2) = a1lug + aslup

Vsaki linearni preslikavi bomo priredili dva podprostora: jedro in sliko.

V nadaljevanju predpostavljamo, da so vsi vektorski prostori nad istim
poljem F in da so kon&no-razseZni.
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Jedro linearne preslikave
Definicija jedra
Jedro linearne preslikave L: U — V je mnoZica

KerL ={ue U|Lu=0}

Opomba: Angleski izraz za jedro je “kernel”. Nekateri uporabljajo tudi
izraz “null-space” in potem jedro ozna&ijo z N'(L).

Trditev 1
Jedro linearne preslikave L: U — V je vektorski podprostor v U J

Dokaz: Radi bi pokazali, da za vsaka uj, up € KerL in a3, an € F velja
aiuy + azupy € Ker L. Po definiciji jedra iz uy, up € Ker L sledi Luy =0 in
Luy = 0. Po definiciji linearne preslikave odtod sledi

L(Ozlul + a2U2) =ailug + asluy = a10 + a0 = 0.

Po definiciji jedra odtod sledi, da velja aju; + apup € Ker L.
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Definicija ni¢nosti

Nicnost linearne preslikave L je Stevilo

n(L) = dimKer L

Opomba: Angleski izraz za ni¢nost je “nullity”.

Trditev 2

Naslednje lastnosti linearne preslikave L so ekvivalentne:
(1) KerL = {0},

(2) n(L) =0,

(3) L je injektivna.

Dokaz: Ekvivalenca med (1) in (2) je o&itna.

Ce velja (3), potem iz Lu = LO sledi u = 0, torej velja (1).

Recimo, da velja (1). Vzemimo taka ug, up € U, da velja Luy = Lup. Ker
je Llinearna, je L(ug — up) = Luy — Lup =0, torej je ug — up € Ker L. Iz
(1) sledi, da je uy — up = 0, torej je ug = up. Torej iz (1) sledi (3).
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Slika linearne preslikave
Definicija slike
Slika linearne preslikave L: U — V je mnoZica

ImL={lu|ue U}

Opomba: Angleski izraz za sliko je “image”. Nekateri uporabljajo tudi
izraz “range” in potem sliko oznatijo z R(L).

Trditev 3
Slika linearne preslikave L: U — V je vektorski podprostor v V J

Dokaz: Radi bi pokazali, da za vsaka vi,vo € Im L in vsaka 31,02 € F
velja B1vi + Bave € Im L. Po definiciji slike iz vi, vo» € Im L sledi, da
obstajata taka uy, up € U, da velja vi = Luy in vo = Lup. Odtod sledi

Bivi + Bovo = Prlur + Polur = L(Brur + Baun)

ker je L linearna preslikava. Po definiciji slike odtod sledi, da element
B1vi + Bovs pripada Im L, saj je slika elementa Siu1 +.Bous v U.
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Definicija ranga
Rang linearne preslikave L je Stevilo

r(L) = dimIm L.
Direktno iz definicij dobimo:
Trditev 4
Naslednje lastnosti linearne preslikave L: U — V so ekvivalentne:
(1) ImL=V,

(2) r(L) =dimV,
(3) L je surjektivna.

Opomba: Linearna preslikava L: U — V je ni€elna, ¢e velja Lu =0 za
vsak u € U. Ce sta U in V kon&no-razseZna vektorska prostora, potem so
ekvivalentne trditve: (1) L je ni¢elna, (2) Ker L = U, (3) n(L) =dim U,
(4) Im L = {0}, (5) (L) = 0.
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Osnovna formula

Osnovna formula povezuje ni€nost in rang.

Izrek 1: Osnovna formula

Za vsako linearno preslikavo L: U — V velja

n(L) +r(L) = dim U.

Dokaz: Naj bo wa,...,w, baza za Ker L in naj bo u1,...,u; njena
dopolnitev do baze U. Velja torej dimKer L = k in dim U = k + /.
Dokazati moramo 3e, da velja dimIm L = /.

Zado3¢a dokazati, da je Luy, ..., Luy baza za Im L. Vzemimo poljuben
v € Im L in izberimo tak u, da je v = Lu. Razvijo u po bazi za U:

u=oiwy +...+agwg+ Brur + ...+ By

Ker je L linearna in ker je Lwy = ... = Lwy = 0, odtod sledi

Lu=ailwy + ...+ aglwe + B1lug + ...+ BiLuy = BrLluy + ... + BiLuy,

Torej so Luy, ..., Lu; ogrodje za Im L.
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PokaZimo sedaj, da so vektorji Lus, ..., Lus linearno neodvisni. Ce je
Biluys + ... 4 BjLuy =0, potem Biuy + ...+ Bjuy € Ker L. Ker je
wi, ..., Wy baza za Ker L, obstajajo taki v1,...,v € F, da je

frur + ...+ Brup = yiwk + o+ e

Ker je wy,...,wk,u1,...,u; bazaza U, odtod sledi f1 =... =5, =0. [J

Posledica 1
Za vsako linearno preslikavo L: U — V obstaja taka baza B za U in taka

baza C za V/, da velja
I 0

kjer je I identi¢na matrika velikosti r(L).

Dokaz: Naj bodo wy, ..., wx in ug,...,u; kot v dokazu osnovne formule.
Naj bo z,..., zs dopolnitev Luy,..., Lu; do baze za V. Vzemimo
B={u,...,u,wi,...,we} in C={lu,...,Lu,zi,...,25}
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Ocena za ni¢nost

V nadaljevanju bomo potrebovali oceno za ni¢nost kompozituma.
Trditev 5

Naj bosta L: U — V in K: V — W linearni preslikavi. Potem velja

n(Kol) <n(K)+n(L)

Dokaz: Ce uporabimo osnovni izrek za linearno preslikavo

[:Ker(Kol)—KerK, L(u)=L(u)

dobimo n(L) + r(L) = dimKer (K o L). Ker je Ker L C Ker L, velja

n(L) = dimKer L < dimKer L = n(L)
Ker je Im [ C Ker K, velja

r(L) = dimIm [ < dimKer K = n(K)
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Jedro in slika matrike

Vsaki m x n matriki A z elementi iz F lahko priredimo linearno preslikavo

La: F" — F™  Lav = Av
Jedro in sliko matrike A definiramo takole

KerA:=Kerls, in ImA:=Imlx

Se pravi
KerA={ve F"| Av =0}

ImA={Av|veF"}.

Elemente F" si obakrat predstavijamo kot stolpéne vektorje.
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Trditev 6

Slika matrike je enaka linearni ogrinja&i njenih stolpcev. Rang matrike je
enak maksimalnemu Stevilu linearno neodvisnih stolpcev te matrike.

Dokaz: Ce so ay,...,a, stolpci matrike A in a4, ..., o, komponente
vektorja v, potem je Av = aia; + ...+ apa,. Torej je

ImA={aa;+...+apap| ai,...,ap, € F} =Lin{a,...,a,}

Izberimo take stolpce a;;, ..., a;,, ki so linearno neodvisni in ki zadoS¢ajo
Lin{aj,...,a,} = Lin{a;,...,a; }. Potem so stolpci a;,...,a, baza
podprostora Im A. Odtod sledi, da je rang matrike A enak r, se pravi
maksimalnemu Stevilu linearno neodvisnih stolpcev matrike A. 0J

Opomba: Linearni ogrinja&i stolpcev matrike A pravimo stolp&ni prostor
matrike A in jo ozna¢imo z Col A. Dokazali smo, da je Im A = Col A.

Opomba: Linearni ogrinja&i vrstic matrike A pravimo vrsti€ni prostor
matrike A in jo ozna&imo z Row A. O&itno elemente Row A dobimo tako,
da transponiramo elemente Col AT =ImA”.
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Primer

Izraunaj sliko in rang matrike

1 2 3 4
A=|5 6 7 8
9 10 11 12

10 -1 -2
R=]101 2 3
00 0O O

Ker elementarne vrsti¢ne transformacije ohranjajo linearne relacije med
stolpci, odtod sledi, da je r(A) =2 in

1 2
ImA=Lin{| 5 |,| 6 |}
9 10
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Stolp&na in vrsti¢na ekvivalentnost matrik

Pravimo, da sta matriki A in B stolp&no ekvivalentni, ¢e lahko dobimo
eno iz druge s pomodjo elementarnih stolpénih transformacij, se pravi, ¢e
obstaja taka obrnljiva matrika Q, da je B = AQ.

Pravimo, da sta matriki A in B vrstiéno ekvivalentni, ¢e lahko dobimo
eno iz druge s pomo&jo elementarnih vrsti¢nih transformacij, se pravi, &e
obstaja taka obrnljiva matrika P, da je B = PA.

Trditev 7

Naj bosta A in B m x n matriki nad poljem F.

(1) Ce sta A in B stolp¢no ekvivalentni, potem imata enak stolp¢ni
prostor in enako sliko. Imata tudi enak rang in enako ni¢nost.

(2) Ce sta A in B vrsti¢no ekvivalentni, potem imata enak vrsti¢ni prostor
in enako jedro. Imata tudi enako ni¢nost in enak rang.

v
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Dokaz: Ce sta A in B stolpéno ekvivalentni, potem obstaja taka obrnljiva
matrika @, da je B = AQ. PokaZimo najprej, da velja Im AQ = Im A.
Za vsak v € F" so ekvivalentne trditve: (a) v € Im AQ, (b) v = AQu za
nek u € F", (c) v =Au" zanek v/ € F", (d) v € Im A. Ekvivalentnost
med (b) in (c) sledi iz obrnljivosti matrike Q.

Iz Im A = Im B sledi r(A) = dimIm A = dimIm B = r(B). Po osnovni
formuli odtod sledi n(A) = n—r(A) = n—r(B) = n(B).

Ce sta matriki A in B vrsti¢no ekvivalentni, potem obstaja taka obrnljiva
matrika P, da velja B = PA. Pokazimo, da je Ker PA = Ker A. Za vsak
v € F" je Av = 0 ekvivalentno s PAv = 0 zaradi obrnljivosti matrike P.

Iz Ker A = Ker B sledi n(A) = dimKer A = dim Ker B = n(B). Po
osnovni formuli je torej r(A) = n —n(A) = n—n(B) =r(B). O

Opomba: Poglejmo si, kakdna je zveza med Ker A in Row A. O&itno je
vektor iz F" v Ker A natanko tedaj, ko je “pravokoten” na vse vrstice
matrike A, se pravi, natanko tedaj, ko je “pravokoten” na Row A. Uleno se
temu rete, da je Ker A “ortogonalni komplement” od Im A7 = (Row A) .
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Ekvivalentnost matrik

Definicija

Matriki A in B sta ekvivalentni (oznaka A ~ B) natanko tedaj, ko
obstajata taki obrnljivi matriki P in @, da velja B = PAQ.

Opomba: Dve matriki sta ekvivalentni natanko tedaj ko lahko dobimo eno
iz druge s pomo¢jo elementarnih vrsti¢nih in stolpénih transformacij.

Trditev 8 J

Ekvivalentnost matrik je ekvivalen¢na relacija.

Dokaz: Ekvivalentnost matrik A in B oznadimo z A ~ B. DokaZimo
najprej A ~ A. To sledi iz A = I,Al, in obrnljivosti matrik I, in /.

Ceje A~ B, potem je B = PAQ za obrnljivi matriki P, Q. Odtod sledi
A= P 1BQ7!, kjer sta tudi P~1, Q! obrnljivi. Torej je B ~ A.

Ceje A~ Bin B~ C, potem je B= P;AQ; in C = P,BQ> za neke
obrnljive matrike P1, Q1, P2, Q2. Odtod sledi, da je C = PoP1AQ1 Q2

in da sta matriki PoP; in Q1 Q> obrnljivi. Torej je A ~ C. ]
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Primer

Naj bo L: U — V linearna preslikava, B, B’ bazi za U in C,C’ bazi za V.
Potem sta matriki [L]¢ccp in [L]cr«pr ekvivalentni. Velja namreg

[Llern = Pereclllc«BPBen

in matriki Ppr._¢ ter Pg, pr sta obrnljivi.

Opomba: Velja tudi obratno. Ce sta matriki A in A’ ekvivalentni, potem
obstaja taka linearna preslikava L: U — V in take baze B,B’ za U in C,(’
za V,daje [Llees =Ain [Lerep = A

Dokaz: Recimo, da je A’ = PAQ, kjer sta P in @ obrnljivi matriki. Naj bo
U=F"inV=F"innaj bo L= Ly, se pravi linearna preslikava, ki
vektor mnoZi z matriko A. Naj bo B standardna baza za F" in C
standardna baza za F™. Potem velja [L]¢c..3 = A. Naj bodo B’ stolpci
matrike P~1 in naj bodo C’ stolpci matrike Q. Potem velja Pe, ¢r = P71
in Pgep = Q. Torej je [Lerep = Perec[LlcBPper = PAQ = A'.
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Trditev 9

Vsaka matrika ranga r je ekvivalentna matriki [ g 8 ]

Dokaz: Naj bo A m x n matrika nad F. Po Posledici 1 obstajata taka
baza B za F" in taka baza C za F™, da velja

[Lalces = { g 8 ]

Naj bosta S, in Sy, standardni bazi za F" in F™. Potem je

I, 0
A = [LAlsyeSm = PspecllalceBPBes, = Psnc [ 0 0 } Pscs,
. . . o . I, 0
kjer sta Ps,_.c in Pg.g, obrnljivi matriki. Torej je A ~ 0 0l L]

Opomba: Bolj raunski dokaz poteka takole.
Najprej matriko A s pomo&jo elementarnih vrsti¢nih transformacij
prevedemo v reducirano vrsti¢no stopnicasto formo R. Potem matriko R s

pomo&jo elementarnih stolp&nih transformacij prevedemo v Zeleno obliko.
Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Sestnajsto predavanje februar 2021 17 /20



Izrek 2 - Karakterizacija ekvivalentnosti matrik

Dve matriki sta ekvivalentni natanko tedaj, ko imata enako velikost in
enak rang.

Dokaz: Recimo, da sta A in B ekvivalentni matriki. Potem obstajata taki
obrnljivi matriki P in Q, da velja B = PAQ.

Ker so vse obrnljive matrike kvadratne, je matrika PAQ enake velikosti kot
matrika A. Torej sta A in B enake velikosti.

Po Trditvi 7 velja r(PAQ) = r(PA) = r(A). Torej imata A in B enak rang.

Recimo sedaj, da imata matriki A in B enako velikost m x n in enak rang
r. Po Trditvi 9 sta tako A kot B ekvivalentni m x n matriki [ g 8 ]
Odtod po Trditvi 8 sledi, da sta A in B ekvivalentni.
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Enakost stolp&nega in vrsti¢nega ranga

Rangu matrike A pravimo tudi stolp€ni rang matrike A, ker je enak
maksimalnemu Stevilu linearno neodvisnih stolpcev matrike A.

Rangu matrike AT pravimo tudi vrsti€ni rang matrike A, ker je enak
maksimalnemu S$tevilu linearno neodvisnih vrstic matrike A.

Radi bi pokazali, da sta stol¢ni in vrsti¢ni rang matrike A enaka.

lzrek 3
Za vsako matriko A je r(A) = 1(AT). J

Dokaz: Ce je A m x n matrika ranga r, potem po Trditvi 9 obstajata taki
obrnljivi matriki P in Q, da velja
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Odtod sledi

;
AT:QT[g 8] PT.

Ker sta P in Q obrnljivi matriki, sta tudi P7 in QT obrnljivi.
Po Trditvi 7 odtod sledi

(A1) =107 | § 8}T)=r([’o’ S]T):r

Torej je
r(A)=r=r(A")

-
Opomba: Matrika [ g 8 ] je velikosti m x n, matrika [ Or 8 } pa je

velikosti n x m. Imata pa obe enak rang r.
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Linearne preslikave 3. del
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Podobnost kvadratnih matrik

Definicija podobnosti matrik

Kvadratni matriki A in B sta podobni, ¢e obstaja taka obrnljiva matrika
P, da velja B = PAPL.

Trditev
Podobnost matrik je ekvivalen¢na relacija.

Dokaz: Ker je A= IAI"1, kjer je | identi¢na matrika, je A podobna A.
Ce je matrika A podobna matriki B, potem je B = PAP~! za neko
obrnljivo matriko P. Odtod sledi, da je A= P71BP = P"1B(P~1)~1in
da je matrika P! obrnljiva. Torej je tudi matrika B podobna matriki A.

Ce je matrika A podobna matriki B in e je matrika B podobna matriki C,
potem velja B = PAP~1 in C = QBQ~! za obrnljivi matriki P in Q.
Odtod sledi C = QPAP1Q~1 = (QP)A(QP)~! in da je matrika QP
obrnljiva. Torej je matrika A podobna matriki C. ]
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Opomba: Iz podobnosti sledi ekvivalentnost matrik, obratno pa ni res.

Primer: Podobnost ni ekvivalentnost

0 0 00
velikost in enak rang. Ce bi bili matriki A in B podobni, potem bi obstajala
taka obrnljiva matrika P, da bi veljalo B = PAP~!. Odtod bi sledilo

0 1 x y| | x vy 10 . | x vy
[O 0][u v]_[u v][O O] jer P_[u v]
Z mnoZenjem matrik bi dobili
u v| | x 0
00| |uoO
Odtod pa bi sledilo u = v = 0. To bi bilo protislovje s predpostavko, da je
matrika P obrnljiva.

Matriki A = [ L0 ] in B= [ vl ] sta ekvivalentni, ker imata enako
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Primer podobnih matrik

Naj bo L: V — V linearna preslikava in naj bosta B in B’ bazi vektorskega
prostora V. Potem sta matriki [L]g—z in [L]g 5 podobni, ker velja

[Lgp = PseslllsesPs s = Psslllses (Pses) "

kjer je Ppr._ obrnljiva matrika.

Opomba: Velja tudi obratno. Ce sta kvadratni matriki A in A’ podobni,
potem obstaja taka linearna preslikava L: V — V in taki bazi B in B’ za
V, da velja [L]gep = Ain [L]g.p = A'.

Podobni matriki imata enako determinanto.

Trditev J

Dokaz: det PAP~1 = det Pdet Adet P~! = det Adet PP~1 = det A.

Opomba: Odtod sledi, da je za vsako linearno preslikavo L: V — V
vrednost izraza det[L]z. 3 neodvisna od izbire baze B. To vrednost
vzamemo za definicijo det L.
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Primer

Naj bo A kvadratna n x n matrika nad F. Recimo, da obstaja tak vektor
v € F", da so vektorji v, Av,..., A" v linearno neodvisni (=baza).
Razvijmo vektor A"v po tej bazi: A"v = agv + a1 Av + ... + a1 A" v,

Trdimo, da je A= PBP~1, kjer je

injeP=[v Av
AP:[AV

:[Av A2y

0 0
10
01
0 0

A2y

0
0
0

1

Ar—ly  Any ]

a0
a1
a2

Qp—1

A2y A1y | obrnljiva matrika. To sledi iz

Aty gy + aqAv+ ..+ ap1A™Nv | = PB

v

Definicija: B je pridruZena matrika polinoma p(x) = x

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)
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Kaj zelimo?

Glavni cilj

Za dano kvadratno matriko A i§¢emo &impreprostej$o matriko (=matriko z
veliko ni¢lami), ki ji je podobna.

Ekvivalentno: Za dano linearno preslikavo L: V — V i§¢emo tako bazo B
za V, da bo matrika [L]g. g &impreprostej3a.

Opomba: Morali se bomo omejiti na kompleksne matrike.

Preproste matrike so recimo:
e diagonalne matrike (Ni vsaka k. matrika podobna diagonalni.)
@ zgornje trikotne matrike (Vsaka k. matrika je podobna zg. trikotni.)

e Jordanske kanoni¢ne forme (Zelo posebni primeri zgornje trikotnih.
Vsaka kompleksna matrika je podobna Jordanski kanoni¢ni formi.)

e Frobeniusove kanonitne forme (Blo&no diagonalne matrike iz
pridruzenih matrik polinomov. Vsaka matrika je podobna taki.)
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Invariantni podprostori
Definicija
Naj bo V vektorski prostor nad F in naj bo L: V — V linearna preslikava.

Vektorski podprostor W v V je invarianten za L, &e za vsak w € W velja
Lwe W.

Opomba: Kadar govorimo o invariantnih podprostorih matrike A € M,(F)
imamo v mislih invariantne podprostore pripadajoe linearne preslikave
La: F" - F", v~ Av.

Primeri invariantnih podprostorov
Naj bo A € M,(F) in naj bo ey,...,e, standardna baza za F".
Ce je A zgornje trikotna, potem so naslednji podprostori invariantni za A:

Lin{e; },Lin{e;, ez}, ...,Lin{e;,ey,...,e,}
Ce je A diagonalna, potem so naslednji podprostori invariantni za A:

Lin{e; },Lin{ey},...,Lin{e,}

v
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Primer invariantnega podprostora

Naj bo V = F[x] vektorski prostor vseh polinomov s koeficienti v F in naj
bo D: V — V odvajanje polinomov. Za vsako naravno 3tevilo n je F[x]<,
(se pravi vektorski podprostor vseh polinomov v F[x], ki so stopnje < n)
invarianten podprostor za D.

Ker L in Im L sta invariantna podprostora za L

Naj bo L: V — V linearna preslikava. O¢itno L poslje elemente Ker L v 0.
Ker je 0 € Ker L, torej L poslje vse elemente Ker L v elemente Ker L.
Torej je Ker L invarianten podprostor za L.

Ocitno L poslje vse elemente V v elemente Im L. Torej poslje tudi vse
elemente Im L v elemente Im L. To pomeni, da je Im L invarianten
podprostor za L.
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Oglejmo si zdaj posploSitev zadnjega primera na polinome v L.

Naj bo V vektorski prostor nad F. Za vsak polinom
p(x) = ap + aix + ax’+ ... +axk e Fx].
in vsako linearno preslikavo L: V — V definirajmo
p(L) = apidy + a1 L + al?+ ..+ aclk

kjerje L2 =Lo L, [3=LoLolL, itd. Otitno je p(L) linearna preslikava iz
V v V, ki podlje vektor v € V v p(L)v = agv + aiLv + ... + acL¥v.

Opomba: Podobno za vsako matriko A € M,(F) definiramo

p(A) = aoly, + a1A + aA? + ..+ a AF
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Trditev

Naj bo V vektorski prostor nad F in naj bo L: V — V linearna preslikava.
Za vsaka polinoma p(x), g(x) € F[x] sta podprostora Ker g(L) in Im q(L)
invariantna za p(L).

Dokaz: V dokazu bomo uporabili, da je

p(L) e q(L) = q(L) o p(L)

kar sledi iz L" o L® = L"™° = [ o L" z direktnim radunom.

Ce je v € Ker g(L), potem je g(L)v = 0. Odtod sledi p(L)(g(L)v) = 0. Po
prvem odstavku odtod sledi g(L)(p(L)v) = 0. Torej je p(L)v € Ker q(L).
Ce je v € Img(L), potem obstaja tak u € V, da je v = g(L)u. Odtod

sledi p(L)v = p(L)(q(L)v) = q(L)(p(L)v) = q(L)u/, Kjer je u" = p(L)v
element V. Odtod sledi, da je p(L)v € Im q(L). O
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Invariantni podprostori in glavni cilj

Ce ima linearna preslikava invarianten podprostor, potem ji lahko priredimo
matriko z veliko ni¢lami.

Trditev
Naj bo L: V — V linearna preslikava in naj bo W invarianten podprostor
za L. Izberimo bazo wy, ..., w, za W in jo dopolnimo do baze B za V.

Potem je [L]sp blo¢no zgornje trikotna matrike, se pravi

[Llgen = [ '3 Ig ]

za neko k x k matriko A in neki matriki B in C.

Dokaz: Naj bodo vi,...,v; € V taki vektorji, da je wy, ..., Wk, vi,...,V
baza za V. Oznalimo to bazo z B. Ker je W invarianten podprostor za L,
so Lwy,...,Lwi v W. Torej lahko Lwy, ..., Lwy razvijemo po wy, ..., wg:
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LW1 = Q11w + ...+ Wik

Lwy = Qpiwy + ..+ o Wi

Vektorje Lvi, ..., Lv) razvijmo po bazi wy,..., wy, vy, ..

LV1 = 51’1W1 =+ ... —|-517ka —I—’)/171V1 + ...

Lvi=Brawi + ...+ Brewi +viivi + ...

Oznatimo B = {wy,...,wk, v1,...,v;}. Potem je

a11 ... okl P
(Uses = a1k -o- Ok Pk
«B =
0 NN 0 71,1
B 0 NN 0 1,1
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Direktna vsota invariantnih podprostorov

V nadaljevanju bomo naleteli na naslednjo situacijo:
Trditev

Naj bo vektorski prostor V' direktna vsota podprostorov Wi, ..., Wi. Naj
bo L: V — V taka linearna preslikava, da so Wi, ..., Wy invariantni za L.
Naj bo B; baza za W; zai=1,...,k in najbo B=B; U...UBy. Potem

obstajajo take matrike Aj, ..., Ax velikosti dim Wi, ..., dim Wy, da velja
AA 0 ... 0
0 A ... 0
[Llges="1| . . . .
0 0 ... A

Dokaz je podoben kot pri prejSnji trditvi.
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Enorazsezni invariantni podprostori

PokaZimo, da ima vsaka linearna preslikava L: V — V/, kjer je V

netrivialen vektorski prostor nad C, enorazseZen invarianten podprostor.

Naslednje trditve so ocitno ekvivalentne:
1) L ima enorazseZen invarianten podprostor.

2) Obstaja tak neniteln v € V in tak A € C, da je Lv = Av.

3) Obstaja tak neni¢eln v € V in tak A € C, da je (L — Aid)v = 0.

5) Obstaja tak A € C, da linearna preslikava L — Aid ni injektivna.
6) Obstaja tak A € C, da linearna preslikava L — Aid ni obrnljiva.
7) Obstaja tak A € C, da velja det(L — \id) = 0.

Ker smo v kompleksnih Stevilih, ima polinomska ena¢ba

(

()

(3)

(4) Obstaja tak A € C, da je Ker (L — Xid) # {0}.
(5)

(6)

(

det(L — Aid) =0

vsaj eno netrivialno reSitev \.
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Kongruentnost matrik

Poleg ekvivalentnosti matrik in podobnosti matrik obstajajo Se druge
ekvivalenéne relacije na matrikah. Cisto na koncu semestra bomo pri
teoriji kvadratnih form sre€ali Se kongruentnost matrik.

Definicija kongruentnosti matrik

Pravimo, da sta kvadratni matriki A in B kongruentni, ¢e obstaja taka
obrnljiva matrika P, da velja B = PAPT.

Opomba: Ce sta dve matriki kongruentni, potem sta otitno tudi
ekvivalentni. Obratno ni res. Recimo matriki [1] in [—1] sta ekvivalentni,
nista pa kongruentni. Imamo torej naslednjo situacijo:

ekvivalentnost

&/ N

podobnost kongruentnost
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Ce v definiciji ekvivalentnosti matrik in podobnosti matrik zamenjamo
obrnljive matrike z ortogonalnimi matrikami, potem dobimo definiciji

ortogonalne ekvivalentnosti matrik in ortogonalne podobnosti matrik.

Definicije

Kvadratna matrika P je ortogonalna, ¢e velja PPT = /.

Matriki A in B sta ortogonalno ekvivalentni, ¢e obstajata taki
ortogonalni matriki P in @, da velja B = PAQ~! (& B = PAQT).

Kvadratni matriki A in B sta ortogonalno podobni, ¢e obstaja taka
ortogonalna matrika P, da velja B = PAP! (& B = PAPT).

ekvivalentnost

S T N

cvivalentnost podobnost kongruentnost
ortogonalna
podobnost
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Lastne vrednosti - 1. del
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1. Lastni problem
Za dano kvadratno matriko is¢emo CimpreprostejSo matriko
(npr. diagonalno ali zgornje trikotno matriko), ki ji je podobna.

Vemo, da pri tem zelo pomaga, ¢e ima matrika invarianten podprostor.
Vprasajmo se, kdaj ima matrika enorazseZen invarianten podprostor.

Trditev 1
Za vsako matriko A € M,(F) sta ekvivalentni trditvi:
(1) Obstaja enorazsezen podprostor v F", ki je invarianten za A.

(2) Obstaja tak skalar A € F in tak nenieln vektor v € F", da velja
Av = Av.

Dokaz: Ce velja (2), potem je otitno Lin{v} enorazseZen invarianten
podprostor za A. Torej velja (1).

Ce velja (1), potem obstaja tak neniteln vektor v € F", da je podprostor
Lin{v} invarianten za A. Ker je Av € Lin{v}, obstaja tak skalar A € F,
da velja Av = Av. Torej velja (2). O
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Trditev 1 sluZi kot motivacija za $tudij enacbe
Av = v

kjer je A € M,(F) dana matrika, i¥&¢emo pa skalar A € F in vektor v € F".

Enacbi Av = Av re¢emo lastni problem za matriko A. Trivialna reSitev
lastnega problema je v =0 in A = karkoli. Ta reSitev za nas ni zanimiva.
Ce je (A, v) netrivialna resitev lastnega problema, potem pravimo, da je A
lastna vrednost matrike A, v pa lastni vektor matrike A. Bolj natan¢no:

Definicija lastne vrednosti in lastnega vektorja

Skalar A € F je lastna vrednost matrike A € M,(F), &e obstaja tak
neniéeln vektor v € F", da velja Av = Av. Vsakemu takemu vektorju v
pravimo lastni vektor matrike A, ki pripada lastni vrednosti .

Pozor: Vsak lastni vektor matrike A je po definiciji neniéeln vektor.

Posledica: 1z Trditve 1 sledi, da ima matrika A enorazseZen invarianten
podprostor natanko tedaj, ko ima kako lastno vrednost.
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Pri iskanju lastnih vrednosti in lastnih vektorjev matrike A si pomagamo z
naslednjo trditvijo:

Trditev 2

Za vsako matriko A € M,(F) in vsak skalar A\ € F so ekvivalentne
naslednje trditve:

(1) A je lastna vrednost matrike A.

(2) Ker (A— M) # {0}.

(3) Matrika A — A/ ni obrnljiva.

(4) det(A—Xl)=0.

Dokaz: Enatbo Av = Av lahko zapiSemo v obliki (A — Al)v = 0. Velja
namreg, da je (A— Al)v = Av — Alv = Av — Av. Odtod sledi, da je totka
(1) ekvivalentna s totko (2).

Ekvivalentnost totk (2), (3) in (4) sledi iz karakterizacij obrnljivih matrik.
Matrika A — A/ je namreZ obrnljiva natanko tedaj, ko je det(A — A/l) #£ 0,
in natanko tedaj, ko so stolpci matrike A — A/ linearno neodvisni. Ol
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Karakteristi¢ni polinom

Prvi korak pri reSevanju lastnega problema za matriko A je izracun
karakteristi¢nega polinoma za matriko A.
Definicija karakteristi¢nega polinoma

Karakteristi€ni polinom matrike A € M,(F) je polinom
pa(x) = det(A — x/). (I je identi€na matrika velikosti n.)

S pomogjo karakteristi¢nega polinoma potem izra¢unamo vse lastne
vrednosti matrike. Velja namret:

Trditev 3
Skalar A € F je lastna vrednost matrike A € M,(F) natanko tedaj, ko je A
ni¢la karakteristi¢énega polinoma matrike A.

Dokaz: To je ekvivalenca med (1) in (4) v Trditvi 2.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Osemnajsto predavanje marec 2021 5/21



Dogovor: V nadaljevanju se bomo omejili na primer F = C.

Razlog: Osnovni izrek algebre pravi, da ima vsak nekonstanten polinom s
kompleksnimi koeficienti vsaj eno kompleksno ni¢lo. Odtod sledi,
da ima vsaka kompleksna kvadratna matrika vsaj eno lastno vrednost.

Karakteristi¢ni polinom lahko razcepimo na linearne faktorje:

pa(x) = (=1)"(x = Ar)™ -+ (x = Ae)™

kjer so A1,..., Ak vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike A. Naravna
Stevila nq,..., ng oditno zados¢ajo ny + ...+ ng = n. Pravimo jim
algebraicne veckratnosti lastnih vrednosti A1, ..., Ax. Bolj natanéno:

Definicija algebrai¢ne vetkratnosti

Ce je lastna vrednost A m-kratna ni¢la karakteristi¢nega polinoma, potem
pravimo, da je njena algebrai¢na veckratnost enaka m.

Primer: 1 je lastna vrednost matrike /». Njena algebrai¢na veckratnost je 2.
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Karakteristi¢ni polinom 2 x 2 matrike

Karakteristi¢ni polinom matrike A = [ i 3 ] je

a—x b

pA(X):det[ _ d_x] = (a—x)(d — x) — bc =

= x?> — (a+d)x + ad — bc = x*> — (sled A)x + det A

Opomba: Podobno izpeljemo, da je karakteristi¢ni polinom n x n matrike
A = [a;j] oblike pa(x) = c,x" + Cro1 X" 4+ aix + o kjer je

cp, = (—1)!17 Cho1 = (_l)nfl Z aij in cg=detA
i
Ostali koeficienti so bolj komplicirani, npr.

ch2=(—1)""7) det [ zi’i 2 }

S
i< i dj
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Karakteristi¢ni polinom zgornje trikotne matrike

Ce je
a11 412 ... din
0 a2 ... axn
A= .
0 0 ... ann

potem je det(A — x/) = (—1)"(x — a1,1)(x — a22)...(x — an,n)

v

Dokaz: Determinanta gornjetrikotne matrike je produkt njenih diagonalnih
elementov, torej je det(A — x/) = (a1,1 — x)(a22 — x) ... (ann — X).
Trditev 4

Ce sta matriki A in B podobni, potem je det(A — x/) = det(B — x/). Torej
imata A in B enake lastne vrednosti z enakimi algebrai¢nimi ve¢kratnostmi.

Dokaz: Ce je A= PBP~!, potem je A— x| = P(B — xI)P~1. Torej je
det(A — xI) = det Pdet(B — x/)det P~! = det Pdet P~ det(B — xI) =
det(PP~1)det(B — xI) = det | det(B — xI) = det(B — xI).
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Lastni podprostori

Mnozica vseh lastnih vektorjev matrike A, ki pripadajo lastni vrednosti A,
je enaka Ker(A — Al)\ {0}. Ta mnoZica je vedno neskon&na, ker je vsak
neniceln veckratnik vsakega lastnega vektorja spet lastni vektor.

Vektor 0 ni nikoli lastni vektor. Ce ga dodamo k mno#ici lastnih vektorjev,
dobimo mnoZico Ker(A — Al), ki je vektorski podprostor v C".
Definicija lastnega podprostora in geometrijske veckratnosti

Ce je A lastna vrednost matrike A, potem vektorskemu podprostoru
Ker(A — Al) pravimo lastni podprostor matrike A za lastno vrednost A,
njegovi dimenziji pa geometrijska veckratnost lastne vrednosti A.

Opomba: Lastne podprostore matrike A pois¢emo tako, da za vsako njeno
lastno vrednost A reSimo homogen sistem linearnih enatb (A — \)v =0,
kjer smatramo, da so komponente vektorja v spremenljivke.
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Primer

. .. : 1
Doloci vse lastne vrednosti in lastne podprostore matrike A = [ _01 0 }

Reitev: Karakteristi¢ni polinom je pa(x) = det(A — x/) = x2 + 1.
Ima dve kompleksni ni¢li Ay =i in A\p = —/. Lastna podprostora sta

Ker(A — A1/) :Ker[ :i _ll. ] :Lin{[ } ]}

Ker(A — M\ol) = Ker { o ] :Lin{[ Ny ]}

Opomba: Ker sta oba lastna podprostora enorazsezna, imata tako A;
kot \» geometrijsko velkratnost 1. Poleg tega imata tako A; kot A
algebraitno veckratnost enako 1 saj sta obe enostavni ni¢li pa(x).
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Primer
Dolo¢i vse lastne vrednosti in lastne podprostore matrik

200 2 10 2 10
Al=|02 01|, A=]|020], A;=]0 2 1
00 2 00 2 00 2

Resitev: Vse tri matrike imajo enak karakteristi¢ni polinom, namrec
(2—x)%=—(x—-2)>

Torej je pri vseh 2 edina lastna vrednost in ima algebrai¢no veckratnost 3.
V prvem primeru je lastni podprostor lastne vrednosti 2 enak

1 0 0
Ker(A;—2/)=Lin{| 0 |,|1],]0[}=C
0 0 1

torej je geometrijska vetkratnost lastne vrednosti 2 enaka 3.
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V drugem primeru je lastni podprostor lastne vrednosti 2 enak

1 0
Ker (A, —2/)=Lin{| O |[,]| O |}
0 1

torej je geometrijska veckratnost lastne vrednosti 2 enaka 2.

V tretjem primeru je lastni podprostor lastne vrednosti 2 enak

1
Ker (A3 —2/)=Lin{| 0 |}
0

torej je geometrijska veckratnost lastne vrednosti 2 enaka 1.
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Naj bosta A in B podobni matriki in naj bo A lastna vrednost za A. Po
Trditvi 4 je A tudi lastna vrednost za B. Poglejmo kak3na je zveza med
lastnima podprostoroma Ker (A — A/l) in Ker (B — Al).

Naj bo P taka obrnljiva matrika, da velja B = PAP~1. Potem velja

Ker(B—\) = KerP(A—\)P™1
= {vEF"|P(A- )P tv =0}
= {veF"|(A=X)Plv=0}
= {Pw|weF" (A= X)w =0}
= {Pw|weKer(A-\)}
= PKer(A- )

Odtod sledi, da podprostora Ker (A — A/) in Ker (B — A/) nista nujno
enaka. Sta pa enaki njuni dimenziji.
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Velja namred
dimKer (B — M) =n(B — X)) =n(P(A—X)P™1) =

=n(P(A— X)) =n(A—\)=dimKer(A— Al
ker se ni¢nost ohranja pri vrsti¢ni in stolp&ni ekvivalenci matrik.

Dokazali smo torej, da imata podobni matriki enake geometrijske
veCkratnosti lastnih vrednosti. Natanéneje:

Trditev 5

Naj bosta A in B podobni matriki in naj bo A lastna vrednost za A z
geometrijsko velratnost m. Potem je A tudi lastna vrednost za B z
geometrijsko velkratnostjo m.

Opomba: Ker so pri diagonalni matriki geometrijske veckratnosti lastnih

vrednosti enake algebrai¢nim veckratnostim, je to res tudi za vse matrike,
ki so podobne diagonalnim. Odtod sledi, da matriki A> in Az iz zadnjega
primera nista podobni diagonalnim matrikam.
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Diagonalizacija matrik
S pomodjo lastnih vrednosti in lastnih vektorjev matrike A lahko véasih
pois¢emo diagonalno matriko, ki je podobna matriki A.

Recimo, da ima matrika A n linearno neodvisnih vektorjev vi,..., v, in naj
bodo A1, ..., A, pripadajoce lastne vrednosti, se pravi

Avi = vy, ... Av, = A,

Odtod sledi, da je matrika

P:[vl vn]
obrnljiva in velja
AP:[Avl Avn]:[/\lvl /\,,v,,]:PD
kjer je
A1 ... 0
D=|: -
0 ... A
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Primer

-1 0

Pois¢i diagonalno matriko, ki je podobna matriki A = [ 0 1 ]

Resitev: Ker sta lastna vektorja

SHERSE

matrike A linearno neodvisna, vzamemo

Pl wl=|} 1]

Ker sta njuni lastni vrednosti A1 = i in A, = —i, vzamemo

o= £]-[4 %]

Po gornjem ratunu je A= PDP~1.
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2. Schurov izrek

Vemo, da ni vsaka kvadratna matrika nad C podobna kaki diagonalni
matriki. PokaZimo pa, da je vedno podobna kaki zgornje trikotni matriki.
Kasneje se bo izkazalo, da je podobna zelo posebni zgornje trikotni matriki
(Jordanski kanoni¢ni formi).

Schurov izrek
Vsaka kvadratna matrika nad C je podobna kaki zgornje trikotni matriki. J

Dokaz bo z popolno indukcijo po velikosti matrike. Oc¢itno trditev velja za
matrike velikosti 1, ker so te Ze same zgornje trikotne. Recimo sedaj, da
trditev velja za vse matrike velikosti n — 1 in vzemimo poljubno matriko A
velikosti n. Radi bi dokazali, da trditev velja tudi za matriko A.
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Naj bo A lastna vrednost matrike A in naj bo vy pripadajodi lastni vektor
Naj bodo v, ..., v, dopolnitev v; do baze za F". Potem je matrika

P = [ Vi ... Vp ]

obrnljiva. Razvijmo vektorje Avy, ..., Av, po bazi vi,va,..., v,.
Avy = Q2 1Vl + 2oV + ...+ o pVvp
AV = ap1vi + QpoVo + ...+ Gy Vi

Potem velja
AP:A[vl Vo v,,}:[Avl Avs ... Avn]

= [)\vl Qp1V1 + 22V + ...+ a2 pVp .04,,71v1—l—oz,,72v2—|—...+o¢,,,,,v,,]

A a1

Qp 1
0 ag2 ... an2 A c
:[vl oo v,,] : : . : :P[O B]
0 Q2 p Qnon
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Po indukcijski predpostavki obstaja taka obrnljiva matrika @ velikosti
n — 1 in taka zgornje trikotna matrika T velikosti n — 1, da velja

B=QTQ!
Odtod sledi

|1 0 Ao
|10 Q! 0 B
A c 1 0|
1o QB0 Q"
A c@ A e
10 QBQ| |0 T
kar je zgornje trikotna matrika. S tem je indukcijski korak dokazan. L]
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Primer
Pois¢i kako zgornje trikotno matriko, ki je podobna matriki

=[5 4]

Karakteristi¢ni polinom matrike A je
det(A—x) =B —x)(-1—x)+4=1-2x+x*>=(1—x)?

torej je 1 lastna vrednost matrike A. Pripadajodi lastni vektor je v jedru
matrike A — /. Vzemimo recimo

-]

Dopolnimo ta vektor do baze za C? z vektorjem

-]

v
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Oznadimo
.

-1 1
Potem velja
1110 3 4 2 0
—1 _ &
P AP_z[l 2“—1 —1“—1 1]
_1j1o0 2 4 | _ 1124 _ |12
201 2 -1 -1 20 2| |01
Torej je matrika A podobna zgornje trikotni matriki

o7 |
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Lastne vrednosti - 2. del
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3. Obstoj diagonalizacije
Se vedno delamo s kvadratnimi matrikami, ki imajo kompleksne elemente.
Definicija diagonalizacije

Diagonalizacija matrike A je razcep A = PDP~!, kjer je P obrnljiva
matrika, D pa diagonalna matrika.

Naj bodo v, ..., v, stolpci matrike P, di,...,d, pa diagonalni elementi
matrike D. O¢itno velja AP = [Avy ... Av,] in PD = [divy ... dpv,]. Torej
velja AP = PD natanko tedaj, ko je Av; = djv; zavsak i=1,...,n.
Matrika P je obrnljiva natanko tedaj, ko so vy, ..., v, linearno neodvisni.
Povzetek:
@ Diagonalni elementi matrike D so ravno lastne vrednosti matrike A.
@ Stolpci matrike P so linearno neodvisni lastni vektorji matrike A.

o Matrika A ima diagonalizacijo natanko tedaj, ko ima n linearno
neodvisnih lastnih vektorjev.
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Primer matrike, ki ima diagonalizacijo
Pois¢imo diagonalizacijo matrike

0 2 2
A=| 1 -1 -2
2 4 5

Najprej izraunamo karakteristi¢ni polinom
pa(x) = det(A —xI) =2 — 5x +4x* — x> = —(x — 1)*(x — 2)

Lastni podprostor, ki pripada lastni vrednosti 1 je

-1 2 2 2 2
Ker(A—l)=Ker | 1 -2 —2 |=Lin{| 1|,| 0]}
2 4 4 0 1
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Lastni podprostor, ki pripada lastni vrednosti 2 je

-2 2 2 1
Ker(A-2)=Ker | 1 -3 -2 | =Lin{| -1 |}
-2 4 3 2
Za matriki
2 2 1 1 00
01 2 0 0 2
torej velja

AP=A[V1 Vo V3]=[Av1 Avy AV3]=[V1 Vo 2V3]=PD

odkoder sledi
A= PDP!
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Primer matrike, ki nima diagonalizacije

Pokazimo, da matrika A = [ 8 (1) } nima diagonalizacije.

Prvi nadin: Poskusimo najti tako obrnljivo matriko P = [ )zj i } in tako

0 , da velja AP = PD. Primerjava
0 o

istoleznih elementov nam da u = dix, v=dby, 0 = diu, 0 = dyu. Ce
prvo enalbo pomnoZimo z u in upostevamo tretjo, dobimo u? = 0. Ce
drugo enatbo pomnoZimo z v in upodtevamo &etrto, dobimo v2 = 0.
Matrika P torej ima nicelno vrstico, kar je v nasprotju z obrnljivostjo.

diagonalno matriko D = [

Drugi na&in: lzraCunajmo lastne vrednosti in lastne vektorje.
Karakteristi¢ni polinom je x2, torej je 0 edina lastna vrednost. Pripadajoti

lastni podprostor KerA = Lln{[ 0 }}Je enodimenzionalen, torej matrika

A nima dveh linearno neodvisnih lastnih vektorjev.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Devetnajsto predavanje marec 2021 5/17



Primer uporabe: S pomodjo diagonalizacije je preprosto izralunati potenco
matrike, kar pride prav pri reSevanju sistemov diferenénih enacb. Velja

A"=AA---A=PDP~tPDPt...PDP™ = PDD ... DP~! = PD"P~!

kjer D" izratunamo tako, da potenciramo vse diagonalne elemente.

Odtod sledi, da za vsak polinom (ali konvergentno poten&no vrsto)
f(x) =>_;cix' velja

F(A) =) A => cPD'P™ =P(> D)Pt = PF(D)P!
kjer f(D) izratunamo tako, da uporabimo f na vseh diagonalnih

elementih. To nam pride prav reSevanju sistemov linearnih diferencialnih

enatb s konstantnimi koeficienti, kjer moramo izratunati e = 3" L A",
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V nadaljevanju se bomo veckrat sklicevali na naslednjo trditev.

Trditev 1

Naslednje lastnosti matrike A so ekvivalentne
e Matrika A ima diagonalizacijo.
@ Matrika A je podobna diagonalni matriki.

@ Matrika A ima n linearno neodvisnih lastnih vektorjev.

@ Vsota lastnih podprostorov matrike A je enaka C”.

Dokaz: Iz definicij sledi, da sta prva in druga lastnost ekvivalentni.
Dokazali smo Ze, da sta druga in tretja lastnost ekvivalentni. Tretja in
Cetrta trditev obe pravita, da so lastni vektorji A ogrodje za C”".
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Naslednja trditev je bolj tehni¢ne narave, ampak ima zanimive posledice.

Trditev 2

Lastni vektorji, ki pripadajo paroma razli¢nim lastnim vrednostim, so
linearno neodvisni.

Dokaz. Naj bodo A1, ..., Ak paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike A in
naj bodo v1, ..., vx pripadajodi lastni vektorji. Se pravi

Avi = Mvi ... Ave = vk (1)
in vi,..., Vg so nenilelni vektorji. Z indukcijo po j bomo pokazali, da je za
vsak j < k mnoZica {vi,...,V;} linearno neodvisna.

Baza indukcije: Ker je v; # 0, je mnoZica {v1} linearno neodvisna.

Indukcijski korak: Recimo, da je mnoZica {vi,..., v} linearno neodvisna,
kjer je j < k. Radi bi pokazali, da je potem tudi mnoZica {vi,...,vj+1}
linearno neodvisna. Recimo, da je
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aivi + ...+ ajvi +aj1vier = 0.

Ce (2) pomnoZ¥imo z leve z matriko A in upo¥tevamo (1), dobimo
aiAivi + ..+ AV + ajpiAjrvier = 0.

Ce od enatbe (3) oditejemo z \;11 pomnoZeno enatbo (2), dobimo
a1(A1 — Ajp1)vi + ...+ (A — Ajp1)v; = 0.

Po indukcijski predpostavki odtod sledi, da je

al()\l — )\J'Jrl) =0,..., Oé_,'()\j — )\J'Jrl) =0.

Ker so A1, ..., Ak paroma razli¢ne, odtod sledi a; =0,...,a; = 0.
Iz enatbe (2) sedaj sledi, da je ajy1vj11 = 0. Odtod sledi aj11 =0,
saj je viy1 # 0. Dokazali smo, da iz (2) sledi a; = ... = aj41 =0,
torej so vi,..., vj+1 linearno neodvisni.
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Posledica 1

Ce je A n x n matrika, ki ima n paroma razli¢nih lastnih vrednosti, potem
ima A diagonalizacijo.

Dokaz: Ker ima A n paroma razli¢nih lastnih vrednosti, ima po Trditvi 2
tudi n linearno neodvisnih lastnih vektorjev. Odtod po Trditvi 1 sledi, da
ima A diagonalizacijo.

Posledica 2

Vsota vseh lastnih podprostorov matrike je direktna. J
Dokaz: Naj bodo A1, ..., Ak vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike

A € M,(C). Pripadajoti lastni podprostori so potem V; = Ker (A — \;/)
zai=1,..., k. Trdimo, da je vsota podprostorov Vi, ..., V) direktna.
Treba je dokazati, da so poljubni vektorji vi € Vq,..., vk € Vi, ki

zados&ajo vi + ...+ v, = 0, enaki ni¢. To sledi iz Trditve 2.
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Primer

Pois¢imo diagonalizacijo n x n matrike

010 0
0 01 0
A= Do % g
0 00 ... 1
1 00 ... 0

Reditev: Naj bo e = e2™/" in v, = PRy e/ke;. Potem je

[0 1 0 ... 0] [ &7 [ g2k ] [ ek ]
001 0 g2k g3k g2k
3k 4k 3k
Avg = 1 o b € =1¢€ =ck| ¢ = e
000 ... 1 . : :
| 1 00 0 _€"k_ _€k_ _5”"_
Ker so lastne vrednosti X, k = 1,..., n, paroma razli¢ne, so lastni vektorji
vk, k =1,...,n, linearno neodvisni. Torej ima A diagonalizacijo.
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Naj bo

e 0 ... 0
0 & ... 0
P:[vl oo v,,] D =
0 0 ... g
Potem je AP = PD, torej je iskana diagonalizacija
A= PDP!
Primer
Pois¢imo diagonalizacijo n X n matrike
()) ci C ... Ch—2 Cp—1
Ch—1 CQ € ... Cp3 Cp-2
C =
C3 C4 Cp ... 1 C2
()] 3 G ... (@) C1
L &G C €3 ... Cp-1 < |
v
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Resitev: Naj bo A matrika iz prejSnjega primera. Opazimo, da velja

0 010 ...0
0001 ...0
A2— | ¢ T
0000 ... 1
1000 ... 0
|01 00 ... 0]
Podobno dobimo A3, A% .... (Diagonale iz enk se premikajo desno

navzgor.). Odtod sledi
C=cl+caA+...+cp1A™ !
Oznatimo p(x) = co + c1x + ... + c,_1x"~ L. Potem je
C = p(A) = p(PDP"!) = Pp(D)P"*

kjer sta P in D kot v prejSnjem primeru.
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Opomba: Matrike z ve¢kratnimi lastnimi vrednostmi v€asih imajo

. o 1 . 1
diagonalizacijo (npr. [ 0 (1) ]) v&asih pa ne (npr. [ 8 0 ])
IzkaZe se, da je to povezano z algebrai¢no in geometrijsko veckratnostjo
lastnih vrednosti. V prvem primeru sta obe veckratnosti enaki

(a(1) = g(1) = 2), v drugem pa sta razli¢ni (a(0) =2 in g(0) = 1).
Lema

Za vsako lastno vrednost A je njena geometrijska vetkratnost g(\) manja
ali enaka njeni algebrai&ni vetkratnosti a(\).

Dokaz: Naj bo vq,..., vy, baza za Ker(A — Al) in naj bo vipi1,..., Vs

njena dopolnitev do baze B za C". Obicajen radun potem pokaZe, da je
P~lAP = [ A(')"’ f_ ]

kjer je P = [ Vi «ev Vm Vmgl ... Vg ] obrnljiva matrika. Sledi

det(A — xl,) = det(Aly — xIm) det(C — xlp—pm) = (A — x)™ det(C — xlh—m)

Ker (x — A)™ deli karakteristi¢ni polinom, je a(\) > m.= g(\). J
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Trditev 3

Matrika A ima diagonalizacijo natanko tedaj, ko se za vsako lastno
vrednost A njena geometrijska in algebrai¢na veckratnost ujemata.

Dokaz: Naj bodo Ag,..., \x vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike
A. Njen karakteristi¢ni polinom je pa(x) = (—1)"(x — A1)™ -+ (x — Ax)™,
kjer je n; algebrai¢na vetkratnost za \;. OCitno je ny + ...+ ng = n.
Geometrijska vetkratnost za A; je m; := dim Ker(A — \;/).

Po Trditvi 1 ima matrika A diagonalizacijo natanko tedaj ko je U = C",
kjer je U vsota vseh lastnih podprostorov matrike A. Po Posledici 2 je
dimU = mi + ...+ my. Torej ima matrika A diagonalizacijo natanko
tedaj, kojem + ...+ mg=n1+ ...+ ng. Ker je mj < n;j za vsak i
(Lema), to velja natanko tedaj, ko je m; = n; za vsak i. O
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Trditev 4

Naj bodo A1, ..., Ak vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike A.
Potem ima matrika A diagonalizacijo natako tedaj, ko je produkt matrik
A—Ail, ..., A— Xl enak ni¢elni matriki.

Dokaz. Oznatimo L; = A—X;l zai=1,...,k. Potrebovali bomo formulo

dimKer(LiLy - - Lx) < dimKer(L;) + dimKer(Lz) + ... + dim Ker(Ly).
(1)

Primer k = 2 formule (1) smo dokazali v prejsnjem poglavju. Za splosen k
formulo (1) dokaZemo z indukcijo.

Cevelja Ly--- L, =0, potem je Ker(Ly - -- L) = C", kjer je n velikost
matrike A, torej je dimKer(Ly --- Lx) = n. Ozna&imo z m; = dim Ker(L;)
geometrijsko veckratnost A;. Iz formule (1) torej sledi n < my + - -+ + my.
Naj bo n; algebrai¢na ve¢kratnost \;. lzn=n + ...+ ng iniz m; < n;
sledi, da je m; = n; za vsak i. Po Trditvi 3 ima torej matrika A
diagonalizacijo.
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Dokazimo 3e drugo smer. Recimo, da ima matrika A diagonalizacijo
A = PDP~!. S permutacijo diagonalnih elementov matrike D dobimo
matriko, ki ji je podobna. Zato lahko predpostavimo, da enake lastne
vrednosti leZijo skupaj na diagonali D, se pravi, da je

Mlmg ... 0
D=\ = -~ (2)
0 oo Ml

Iz (2) sledi, da je i-ti diagonalni blok matrike D — \;/ enak 0, torej je
(D =X 1)(D = Xal)--- (D — \el) = 0. (3)
Iz (3) izpeljemo
P(D —MNDPIP(D =X )P71- . P(D— N\ )P71 =0 (4)
kjer je P(D — X\;1)P~Y = PDP~1 — \;l = A— \;l. O
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Lastne vrednosti - 3. del

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) marec 2021 1/21



4. Minimalni polinom matrike

Oznatimo s C[x] mnoZico vseh polinomov v x s kompleksnimi koeficienti.
Z M,(C) oznatimo mnoZico vseh kompleksnih n x n matrik.

V polinom p(x) = ¢c,x" + cp_1x™* + ... + c1x + co € C[x], bi radi
namesto x vstavili matriko A € M,(C). Problem je v tem, ker so &leni
CnA", cr 1AL .. c1A matrike, &len co pa je skalar. Zato v p(x) &len
co pomnozimo z x° = 1, v p(A) pa ga pomnozimo z A? := /. Torej je

p(A) == cpA" + ¢, 1 AT+ L+ aA+ ol
Opomba: V nadaljevanju bomo vetkrat potrebovali,

da iz p(x) = p1(x)p2(x) sledi p(A) = p1(A)p2(A).
To ni povsem oditno, ampak je treba napraviti kratek racun.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Dvajseto predavanje marec 2021 2/21



Sedaj smo nared za glavno definicijo tega razdelka:

Definicija minimalnega polinoma

Polinom m € C[x] je minimalni polinom matrike A € M,(C), &e velja:
(1) m(A) =0,

(2) m ima vodilni koeficient 1.

(3) med vsemi polinomi, ki zado¥¢ajo (1) in (2), ima m najniZjo stopnjo.

Prepri¢ajmo se najprej, da je definicija smiselna.

Trditev 1: (Obstoj in enoli¢nost minimalnega polinoma)
Vsaka matrika A ima natanko en minimalni polinom. Oznadimo ga z ma. J

Dokaz bomo razbili v ve¢ korakov.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Dvajseto predavanje marec 2021 3/21



Vzemimo poljubno matriko A € M,(C).

1. korak Konstruirajmo najprej tak polinom p € C[x], ki zados¢a
p(A) = 0 in ki ima vodilni koeficient enak ena.

Otitno je M,(C) vektorski prostor nad C dimenzije n®>. Ker ima mnoZica
{I,A A2 ... ,A”2} en element vet od dimenzije, je linearno odvisna.
Obstajajo torej taki cp, c1, ¢, ..., cp2 € C, od katerih je vsaj en nenileln,
da velja Z;io ciA” = 0. Polinom p(x) dobimo tako, da polinom

>l cix' delimo z njegovim vodilnim koeficientom.
2. korak Matrika A ima vsaj en minimalni polinom.

Naj bo M mnoZica vseh polinomov, ki zados¢ajo totkam (1) in (2) iz
definicije minimalnega polinoma. Po 1. koraku je mnoZica M neprazna.
Vzemimo v mnoZzici M polinom z najnizZjo stopnjo. Tak polinom potem
zados¢a vsem trem tockam iz definicije minimalnega polinoma.
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3. korak Naj bo m minimalni polinom matrike A in naj bo p tak polinom,
ki zado¥¢a p(A) = 0. Potem m deli p.

Po izreku o deljenju z ostankom obstajata taka polinoma k in r, da velja
p=km+rin degr < degm. Ker je m(A) =0 in p(A) =0, je tudi

r(A) =0. Ce bi bil r neni¢eln polinom, bi ga delili z vodilnim koeficientom
in bi dobili tak polinom, ki zado¥¢a totkam (1) in (2) iz definicije
minimalnega polinoma in je niZje stopnje od m. To je v nasprotju s
predpostavko, da m zado¥ta tocki (3) iz definicije minimalnega polinoma.
Torej je r ni¢eln polinom.

4. korak Ce sta my in my minimalna polinoma matrike A, potem je
mip = moy.

Ker je ma(A) =0, po 3. koraku my deli my. Ker je mi(A) =0, po 3.
koraku my deli m;. Torej obstaja taka konstanta ¢ # 0, da je my, = cmy.
Ker imata oba polinoma vodilni koeficient enak 1, je ¢ = 1. Ol
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Radi bi dokazali, da minimalni polinom matrike A deli karakteristi¢ni
polinom matrike A. Po 3. koraku dokaza Trditve 2, je dovolj dokazati:

Trditev 2: (Cayley-Hamiltonov izrek)
Naj bo pa(x) karakteristi€ni polinom matrike A. Potem velja pa(A) = 0.

Opomba: Kaj je narobe z naslednjim “dokazom”? V pa(x) = det(A — x/)
vstavimo x = A in dobimo pa(A) = det(A — Al) = det0 = 0.

Dokaz: Spomnimo se formule B~! = deiBBT za inverz matrike, kjer

matriko B dobimo tako, da v matriki B vsak element b; j zamenjamo z
(—1)*/ det B; ;. (B s pobrisano i-to vrstico in j-tim stolpcem je B; ).
Ce to formulo pomno¥imo z det(B)B z leve, dobimo det(B)/ = BBT.
—~~— T
Sedaj vstavimo B = A — x/ in dobimo pa(x)/ = (A —xI)(A — xI)

T
Elementi matrike (A — x/) so polinomi v x stopnje < n—1. (So namret

determinante velikosti n — 1, katerih elementi so polinomi stopnje < 1.)
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—~—— T
V enatbo pa(x)/ = (A—xI)(A—xl) vstavimo
pa(x) =co+ cix+ ...+ cpx", kjer ¢; € C, in

(A—xl) =By+xBy+...+x"1B, 1, kier B; € M,(C).
Primerjajmo koeficiente pri potencah x’, kjer i =0,1,2,...,n—1,n:

col AB,
C1/ = ABl — Bo
C2/ = AB2 — Bl

Cn—ll - ABn—l - Bn—2
Cnl = _Bn—l
Pomno¥imo i-to enatbo z A’ z leve in vse enatbe setejmo.
Dobimo ¢yl + ciA+ A% + ... + cp_1 A" + A" =

ABo+A(AB1—By)+A?(ABy— By ). . . +A""Y(AB,_1—Bp_2)+A"(—B,_1).
Na desni strani odpravimo oklepaje in opazimo, da se vse pokrajsa. O
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Ker minimalni polinom ma(x) deli karakteristi¢ni polinom pa(x) in ker je
pa(x) oblike pa(x) = (=1)"(x — A1)™ -+ (x — Ak)"™, je ma(x) oblike

ma(x) = (x — A1) (x — Ag)™

kjer je 1 < n1,...,re < nk. Radi bi pokazali 8e,dajern >1,...,r > 1:
Trditev 3
Vsaka lastna vrednost matrike A je ni¢la minimalnega polinoma my. J

Dokaz: Naj bo \ lastna vrednost matrike A in naj bo v pripadajodi lastni
vektor. Iz Av = Av s popolno indukcijo izpeljemo, da velja AKv = A<y za
vsak k. Ce namret velja Ax"1v = Ak~1y za nek k, potem je

ARy = A(AF7Ly) = AORTv) = A 1Ay = M1 (0w) = Ak

r .
Recimo, da je minimalni polinom oblike ma(x) = > ¢ix'. Potem velja
i=0

0=0v=ma(Av = Z cAlv = Z cNv = ma(A)v.
i=0 i=0

Ker je v nenigeln, odtod sledi ma(A) = 0. J
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Kak3na je zveza med minimalnim polinomom in obstojem diagonalizacije?

Trditev 4

Matrika ima diagonalizacijo natanko tedaj, ko njen minimalni polinom
nima veckratnih nicel.

Dokaz: Naj bodo A1, ..., Ak vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike
A. Iz 3. razdelka vemo, da ima A diagonalizacijo natanko tedaj, ko je
produkt matrik A — \;/ enak ni¢. Ozna&imo z m(x) produkt polinomov

x — Aj, se pravi m(x) = (x — A1) - - (x — Ax). Torej ima A diagonalizacijo
natanko tedaj, ko je m(A) = 0. Po 3. koraku v dokazu Trditve 1 velja
m(A) = 0 natanko tedaj, ko minimalni polinom ma(x) deli polinom m(x).

Po Trditvi 3 velja to natanko tedaj, ko je ma(x) = m(x). O
Primer

. 1 0. 1 1. .
Matriki A = o 1| B = 0 1 imata enak karakteristi¢ni polinom

toda razli¢na minimalna polinoma ma(x) = x — 1 in mg(x) = (x — 1)2.
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5. Korenski podprostori

Naj bodo Ag,..., Ak vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike
A € Mp(C). Vemo, da je karakteristi¢ni polinom matrike A oblike

pa(x) = (=1)"(x = Ar)™ -+ (x = Ae)™,
minimalni polinom matrike A pa je oblike
ma(x) = (x — A1) (x — Ag)™*

kjer Stevila r1,...,re zados€ajo 1 < rp < ny,...,1 < rp < ng.
Stevila r; potrebujemo v definiciji korenskega podprostora:

Definicija korenskih vektorjev in korenskega podprostora

Mnozica Ker(A — \;/)" je vektorski podprostor v C". Pravimo ji

korenski podprostor matrike A za lastno vrednost \;. Njenim nenicelnim

elementom pravimo korenski vektorji matrike A za lastno vrednost A;.
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Korenske podprostore matrike A bomo potrebovali pri konstrukciji
jordanske kanoni¢ne forme matrike A v naslednjem razdelku.
Oglejmo si najprej nekaj njihovih osnovnih lastnosti.

Izrek o korenskem razcepu
Naj bodo A, A;, n;j in r; kot zgoraj.
@ Velja Ker(A — \;jl) € Ker(A—\1)2 C ... C Ker(A— \I)'i =
= Ker(A — \i1)t1 = Ker(A — \;1)72 = ..., kjer je inkluzija stroga.

@ dimKer(A — \;l) = n;, se pravi, da je dimenzija korenskega
podprostora A za \; enaka algebraiéni veckratnosti A;.

Q@ C" =@ Ker(A— \il)", kar pomeni, da za vsak w € C" obstajajo
natanko doloZeni w; € Ker(A — \;/)", ki zado¥€ajo w = Ef‘zl w;.

Oznatimo z W; = Ker(A — A;l)" korenski podprostor A za \;, z
Vi = Ker(A — \;/) pa lastni podprostor A za A;. |z prve totke sledi,
da je V; vsebovan v W; in da sta enaka natanko tedaj, ko je rj = 1.
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Izrek o korenskem razcepu nam pove, da imamo naslednjo situacijo:

Ker(A — A\ /)" Ker(A — A\ )™ | |C"
Ker(A — A\ /)1t Ker(A — A\ /)%t
Ker(A — \/)? Ker(A — \1)?
| Ker(A- M) | | Ker(A— M) |

Velike 8katle Ker(A — Aj/)" so korenski podprostori matrike A. Njihova
vsota je C". Male 3katle Ker(A — \;/) so lastni podprostori matrike A.
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Priprave na dokaz izreka

V dokazu izreka bomo potrebovali pojem invariantnega podprostora.

Definicija invariantnega podprostora

Vektorski podprostor U v C" je invarianten za matriko A € M,(C), &e za
vsak u € U velja Au € U.

Primeri invariantnih podprostorov matrike A
@ Trivialni podprostor {0}.
@ Lastni podprostori matrike A.

@ Korenski podprostori matrike A.

@ Presek invariantnih podprostorov za A je invarianten podprostor za A.

DokaZimo invariantnost korenskega podprostora W; = Ker(A — X\;/)".
Za vsak w € W; velja (A — \;l)iw = 0. Ce to pomnoZimo z A, dobimo
A(A = \il)iw = 0. Ker je A(A— Ail) = (A— M\I)iA, odtod sledi
(A= Xi)iAw = 0. Torej Aw € W;. Dokaz ostalih tock je Ze laZji.
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Trditev 1

Vsak netrivialen invarianten podprostor za matriko A vsebuje vsaj en lastni
vektor matrike A.

Dokaz: Naj bo U netrivialen invarianten podprostor za A. Ker je U # {0},
ima U bazo, recimo B = {uy,...,un}. Ker je U invarianten za A, lahko
definiramo linearno preslikavo L: U — U z L(u) = Au.
X1
Naj bo | : | lastni vektor matrike [L]s za lastno vrednost A. Ocitno
Xm
V= Xx1U1 + ...+ XmUm pripada U. PokaZimo, da je v lastni vektor za A.
Velja namret [Lv]g = [L]|g[v]s = Alv]g = [\v]s. Torej je Lv = Av. O
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Dokaz tocke (3)

Dokaz totke (3) v izreku bomo razdelili na vet trditev.

Trditev 2 J

Presek dveh razli¢nih korenskih podprostorov matrike A je trivialen.

Dokaz. Ker sta korenska podprostora W; in W; invariantna za A, je
invarianten za A tudi njun presek. Ce je njun presek netrivialen, potem po
Trditvi 1 vsebuje lastni vektor za A. Torej je Av = Av za nek nenieln

v e W;N W,. Odtod sledi, da za vsak polinom p(x) velja p(A)v = p(A)v.
Ce vzamemo p(x) = (x — A;)", dobimo 0 = (A — \)iv = (A= \;)iv,
odkoder sledi A = \;. Ce pa vzamemo p(x) = (x — \;)%, potem dobimo
0= (A—\jl)iv=(XA—)\j)iv, odkoder sledi A = \;. Torej je \; = A,.
Odtod sledi W; = W, kar je v nasprotju s predpostavko. O
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Trditev 3

Ce vektorji w; € W, ..., wx € Wy zados€ajo wy + ...+ wyg = 0, potem
veljaw; = ... = w, =0.
Dokaz: Dokazali bomo, da za vsak i =1,..., k velja naslednja trditev:

(T:) Ce vektorji w; € Wy, ...,w; € W; zado$€ajo w; + ...+ w; =0,
potem velja wy = ... =w; =0.

Baza indukcije: Trditev (T7) je otitna.

Indukcijski korak: Recimo, da velja trditev (T;), kjer i < k.

Radi bi dokazali trditev (T;41). Vzemimo take vektorje

wi € Wh,...,w; € Wi,wjp1 € Wipq, daveljaws + ...+ wj+wjp1 =0.

Ce to pomnozimo z (A — A\;11/)*! z leve, dobimo wj + ...+ w/ +0=0.
Ker je vsak korenski podprostor W invarianten in ker vsebuje w;, vsebuje
tudi wi := (A — Aip1l)™w;. 1z wi + ...+ w; = 0 torej po indukcijski

predpostavki sledi, da velja wj = ... = w/ = 0. Zato wy,...,w; € Wiy.
Po Trditvi 2 je Wi N Wiy1 = {0},..., Wi W1 = {0}. Odtod sledi, da
jews =...=w; =0. Odtod sledi $e w;1; = 0. O
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Opomba: Recimo, da je BB; baza za korenski podprostor W;. Iz Trditve 3
sledi, da je By U...U By baza za vsoto Wj + ...+ Wy vseh korenskih
podprostorov. Torej je dim(Wj + ...+ W) =dim Wy + ... + dim W.

Trditev 4 J

Vsota vseh korenskih podprostorov matrike A je enaka C".

Dokaz: Ce v oceno n(Ly--- L) < n(Ly) + ...+ n(Ly) iz prejénjega
poglavja, vstavimo L; = (A — A;il)" in upostevamo Ly --- Ly = ma(A) =0
ter n(L;) = dim Ker(A — \;1)" = dim W;, dobimo, da velja ocena

n <dim Wy + ...+ dim Wj. Po opombi zgoraj (ki ste jo delali na vajah)
iz Trditve 3 sledi, da je dim(Wy + ...+ Wy) =dim Wi + ... 4+ dim W .
Ker je torej dim(Wj + ...+ W) > n, velja Wy + ...+ W, = C". O

Opomba: Trditvi 3 in 4 nam dasta ravno totko (3) v izreku.
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Dokaz totke (2)

Oznatimo t; :=dim W; za vsak i = 1,..., k. Radi bi pokazali, da je

ti =n;. Naj bo B; ={vj1,...,Vi} baza za W;. Ker je podprostor W;
invarianten za A, obstajajo taka 3tevila a; j j/, da velja

AV,'71

Qi11Vil+ ...+ Qi1Vig

Aviy Qi avil o Qi Vg

V matriéni obliki to zapisemo kot AP; = P;A;, kjer je

Q1,1 Qi1

A;

y P,‘ = [V,',l . Vi,t,-]
Q1,8 Qi .

Odtod sledi

Al ... 0
APy ... P =1[P1 ... P
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Matrike P := [Py ... Py] je obrnljiva, ker je (po Ze dokazani totki (3) v
izreku) unija baz B; baza za C". Oznatimo z A’ blo&no diagonalno
matriko iz A;-jev. Po formuli (1) je A’ = P~L1AP, torej imata A in A’
enak karakteristi¢ni polinom

det(A — xI) = det(A; — xI) - - - det(Ax — xI). (2)
PokaZimo, da je A; edina lastna vrednost matrike A;. Potem je

det(A; — xI) = (A\i — x)%. To vstavimo v formulo (2) in dobimo t; = n;.

Naj bo p; poljubna lastna vrednost matrike A; in naj bo u; € Cti
pripadajodi lastni vektor. Potem je

A(Piu;) = (APj)u; = (PiAj)ui = Pi(Aiui) = Pi(piui) = piPju; (3)

Ker je P;u; linearna kombinacija stolpcev P; in ker so stolpci P; v W; je
Piu; € W;. Poleg tega je P;u; # 0, ker je u; # 0 in ker so stolpci P;
linearno neodvisni. Po definiciji W; je (A — Ail)"iPju; = 0. |z formule (3)
sledi, da je (A — )\,’/)ri P,'U,' = (,U,,' — A,‘)ri P,'U,'. Torej je ni = )\,'.
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Dokaz totke (1)

Dokaz totke (1) v izreku bomo razdelili v ve& korakov.
1. korak Ce je m < m', potem velja Ker(A — \;/)™ C Ker(A — \;1)™.

Za vsak v € Ker(A — \;jl)™ velja (A— \il)™v = 0. PomnoZimo to z leve z
(A= X;1)™=" in dobimo (A — A\i/)™ v = 0. Torej je v € Ker(A— X\;j1)™.

2. korak Za vsak r! > r; je Ker(A — \;1)7 = Ker(A — \;1)".
Oznatimo W/ := Ker(A — \;1)"7 in n, = dim W/. Po 1. koraku je

1
W; C W,-’, zato je n; < nf-. Kot v dokazu Trditve 3 vidimo, da za poljubne
w! € W/, ki zado$¢ajo wy + ...+ w, =0, vella wy =... =w, =0. Kot v
opombi za Trditvijo 3 odtod sledi, da je nj + ...+ n, = n. Odtod in iz

nj < n’ sledi, da je n = n; za vsak i. Torej je W/ = W; za vsak 1.
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3. korak Za vsak i je Ker(A — A1)t o Ker(A — \;l)".

Ce bi za nek i veljal enadaj, potem bomo pokazali, da bi polinom
mi(x) := ma(x)/(x — \i) zados€al m;(A) = 0, kar bi bilo v nasprotju z
definicijo minimalnega polinoma. Vzemimo poljuben w € C".

Po Trditvi 4 obstajajo taki w; € W;, da velja w = Zjlle w;.

Za vsak j # i velja (A — \j)%w; = 0, odkoder sledi m;(A)w; = 0.

Za j =i pavelja (A—);)77tw; =0, torej je tudi m;(A)w; = 0.

Odtod sledi m;(A)w = 0. Ker je to res za vsak w € C", je m;(A) = 0.

4. korak Ce velja Ker(A — \;1)™ # Ker(A — X\;/)™*! za nek m > 1 in nek
i=1,....k potem velja tudi Ker(A — \j/)™1 # Ker(A — \1)™.

Predpostavimo, da velja Ker(A — \;/)™1 = Ker(A — \;/)™.
Dokazujemo, da velja Ker(A — \;/)™ = Ker(A — \;/)™*1. Vzemimo
poljuben v € Ker(A — \;/)™1. Potem (A — \;)v € Ker(A — \;1)™.
Torej (A— \;)v € Ker(A — \;j/)™! po predpostavki. Odtod sledi, da
v € Ker(A — Ail)™. Torej je Ker(A — \i)™ D Ker(A — A\if)™+L,
Obratna inkluzija sledi iz 1. koraka.
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Lastne vrednosti - 4. del
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6. Jordanska kanoni¢na forma

Definicija jordanske kletke in jordanske matrike
Jordanska kletka je matrika oblike

S HEEE

kjer je A kompleksno Stevilo. Jordanska matrika je matrika oblike

o O >
o >
> R O
o o o >
O O >
o> = O

— o o

Jh ... 0
0 ... Jn
kjer so Ji, ..., Jm jordanske kletke (lahko razli¢nih velikosti in razli¢nih \).
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Spomnimo se, da ni vsaka matrika podobna diagonalni matriki. Velja pa:

Izrek o jordanski kanoni&ni formi

Vsaka kompleksna kvadratna matrika A je podobna kaki jordanski matriki
J. Pravimo, da je J jordanska kanoni¢na forma za A.

Opomba: Jordanska kanoni¢na forma matrike A ni enoli¢na. Ce namret
permutiramo njene jordanske kletke, potem spet dobimo jordansko
kanoni¢no formo matrike A. S primerno permutacijo jordanskih kletk lahko
dosezemo, da jordanske kletke z istim )\ sedijo skupaj in so urejene po
velikosti od najvedje do najmanjse.

Opomba: Jordanska kanoni€¢na forma matrike A je uporabna za ratunanje
funkcij matrike A. To bomo spoznali v naslednjem razdelku.
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V dokazu izreka bomo potrebovali pojem jordanske verige.

Definicija jordanske verige

Naj bo A lastna vrednost matrike A. Jordanska veriga dolzine k
je tako zaporedje nenicelnih vektorjev vi, ..., vk iz C", da velja
(A — )\I)Vl = 0, (A — )\I)Vg =Vi,..., (A — )\/)Vk = Vk—_1.

Opomba: Iz definicije sledi, da je Avi = Avy, Avo = vi + Awp, ...,
Avi = vik_1 + Avk. V matri¢ni obliki to zapisemo kot

Al 0
A[vl Voo ... vk]:[vl Voo ... vk] S (%)
0o o .1
0 0 ... A
Matrika [ Vi Voo ... Vg ] ni kvadratna. Stolpci so linearno neodvisni.
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Definicija jordanske baze
Bazi, ki je unija jordanskih verig pravimo jordanska baza. J

Ce uspemo najti jordansko bazo za C”, je dokaz izreka o jordanski
kanoni¢ni formi kon&an. Elemente te baze namret zloZimo v matriko

P=[P ... Pm],

kjer so stolpci podmatrike P; ravno elementi i-te Jordanske verige v tej
bazi. Po formuli (x) obstajajo take Jordanske kletke Ji, ..., Jy, da velja
AP; = P;J; za vsak i. Odtod sledi, da velja

Jo.. 0
AP=P| : . |,
0 oo Jm

Torej je matrika A res podobna Jordanski matriki.
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Da bi nasli jordansko bazo za C", je dovolj dovolj poiskati jordansko bazo
za vsak korenski podprostor posebej. Po izreku o korenskem razcepu je
namre¢ C” direktna vsota vseh korenskih podprostorov matrike A,

torej je unija baz vseh korenskih podprostorov baza za cel prostor C".

Korenski podprostor Ker(A — A/)", ki ustreza lastni vrednosti A si
predstavljamo kot veliko $katlo, v kateri gnezdijo majhne Skatle.
Najmanjsa od teh %katel je lastni podprostor Ker(A — Al) za A.

Ker(A — \)" = KerN"*!
KerN" 1
KerN?
‘ KerN ‘

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Enaindvajseto predavanje marec 2021 6 /25



Naj bo A lastna vrednost matrike A. Ozna&imo N = A — Al. Opisimo
konstrukcijo jordanske baze za korenski podprostor Ker/N".

1. korak Radunanje pomoZnih baz.

Najprej za vsak i = 1, ..., r izberemo poljubno bazo B; za KerN'.
B, KerN" = KerN"+1
B,_1 KerN™1
B> KerN?
B KerN
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2. korak Popravljanje pomoZne baze B, .

Najprej izberimo take elemente vy, ..., ux, € B,, ki dopolnijo B,_1 do baze
za KerN". Potem je B,_1 U {u1,...,ux } popravek pomozne baze B;,.
Uty ..y U KerN"
B,_1 KerN™1
B> KerN"2
B> KerN?
B1 KerN
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3. korak Popravljanje pomozne baze B,_1.
Najprej vektorje uq, ..., u,, € KerN" pomnoZimo z matriko N.
e Dobljeni vektorji Nuy, ..., Nuy, leZijo v KerN™ 1.
e Mnozica B,_o U {Nuy,..., Nug} je linearno neodvisna.
Izberimo take elemente vy, ..., vk, € B,_1, ki dopolnijo linearno neodvisno
mnoZzico By_p U {Nuy, ..., Nuy } do baze za KerN"~1. Potem je
Br_o U{Nuy,...,Nug}U{vi,..., vk} popravek pomoZne baze B,_;.

up ... Uk KerN*
4 I
Nuy ... Nug, vioo.. v, KerNr—1
B,_» KerNr—2
B> Ker N2
B KerN
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4. korak Popravljanje pomozne baze B,_».

Najprej vektorje Nuy, ..., Nuy,vi,..
e Dobljeni vektorji N?uq, ...
e Mnozica B,_3 U {N?uy, ..
Izberimo take elemente wy, ..
B,_3U {N2U1, RN Nzukl, Nvy, ..

2

7N Uy, /VV;[7 ..
2

o N9ug, Ny,

Sy Vi, € KerN"~1 pomnoZimo z N.
., Nvy, leZijo v KerN™—2.

., Nvi,} je LN.
., Wik € Br—2, ki dopolnijo LN mnoZico

.y Nvk, } do baze za KerN"—2.

u . u
il f ! KerN"
Nup ... Nu, v v

i 1 \Lkl f i(z KeI‘Nril
2 2 —2

N7uy ... Neug, Nvp oo Nvg, wy oo wyg KerN"

B> KerN?
By KerN
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Postopek nadaljujemo, dokler ne popravimo vseh pomoznih baz

dobimo naslednjo skico:

. Na koncu

ui € KerN"\KerN™ 1 zai=1,... k

!

Nu; \/J-EKe:rN’_l\Keerr_2 zaj=1,...,k

\: \
N2u; Ny wy € KerN™=2\ KerN—3

: : : zak=1,...,k;

\ \: \:
N2y, Nr_3vj N=%wy ... t; € KerN?\ KerN

+ J i) bzal=1,... k1
N™Ly; N”zvj N 3w, ... Nt Zm € KerN

zam=1,..., k
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Vsak stolpec v zgornji skici nam da eno jordansko verigo. Imamo torej k;
jordanskih verig dolZine r, ky jordanskih verig dolZine r — 1, k3 jordanskih
verig dolzine r — 2, ..., k, jordanskih verig dolZine 1. Skupaj je to

ki + ...+ k, = dim KerN jordanskih verig. Jordanskih verig za lastno
vrednost A je torej toliko kot je njena geometrijska veckratnost.

Treba je Se utemeljiti, zakaj ta konstrukcija deluje. V vsakem od r korakov
konstrukcije smo enkrat uporabili naslednjo trditev.

Trditev

Naj bo k naravno ¥tevilo in N matrika. Naj bo By_; baza za KerNk—1,
By baza za KerN¥ in naj bo Ci.; dopolnitev B, do baze za KerN +1.
Potem je mnoZica Bx_1 U N(Ck41) linearno neodvisna, torej jo lahko
dopolnimo do baze za KerN* s podmnoZico od By.
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Dokaz: Naj bo Bx_1 = {e1,...,e}, By ={f,...,f}in

Ciser = {g1,...,8t}. Kerje Cry1 podmnozica Ker N+, je
N(Cxy1) := {Ngi, ..., Ng:} podmnozica KerN*. Preverimo, da je
mnoZica Bx_1 U N(Cky1) linearno neodvisna. Recimo, da je

ajer + ...+ akex+ B1Ng1 + ...+ BeNge =0 (1)
Pomno¥imo z N¥~1 in upo&tevajmo, da ey, ..., e, € KerN¥1.
Dobimo Blngl + ...+ Btngt =0, torej 181+ ...+ B:gt € KerNk.
Ker je fi,. .., f; baza za KerN¥, lahko razvijemo

Prigi+...+ Begt =mh + ... +7sfs.

Kerje f1,...,f,g1,...,8 baza za KerNt1 velja B1=... =3, =0
(iny =...=7s=0), torej iz (1) dobimo a1e1 + ... + akxex = 0.
Ker je e1,..., e, baza za KerN*k—1, odtod sledi a; = ... = a, = 0.
Torej je mnozica B := {e1,...,er, Ngi,..., Ng:} res linearno neodvisna.

Ce je LinB = KerN¥, potem kontamo. Ce LinB # KerN* potem LinB ne
more vsebovati vseh f;, saj so ti baza za KerNk. Torej obstaja tak indeks

i1, da f;, & LinB. Podobno konstruiramo tak >, da f;, ¢ Lin(BU {f;,}). S
postopkom nadaljujemo dokler BU {f;,...,f._,} ni baza za KerNk.  []

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Enaindvajseto predavanje marec 2021 13 /25



Primer
Pois¢i jordansko kanoni¢no formo matrike

>

I
o O O O
O O N -
O NN
N O NN

Resitev: Najprej izraunamo karakteristi¢ni polinom
det(A — xI) = x(x — 2)3.

Potem izratunamo lastne in korenske podprostore za lastno vrednost 0

KerA = Lin{ } = KerA?2

O O o
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in nato Se za lastno vrednost 2

Ker(A —2/) = Lin{

Ker(A — 2/)? = Lin{

Opazimo, da je

N O O R

1
. . 0
in da je (A—2/) 0
2
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4
0
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3
0
-2
2
1 -1
0 0
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2 0
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Torej imamo naslednjo situacijo.

1
0
0

1 2

0 I

: INE
4 0
0 )
0 2
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Jordanske verige zloZimo v matriko

-2
2

OO O =
oo B~ DN
N O O

Vsaki jordanski verigi dolZine k pripada ena jordanska kletka velikosti
k x k. Torej je jordanska kanoni¢na forma matrike A enaka

o O O o
O O N O
O N = O
N O O O

Matriko A torej lahko izrazimo kot

A=PJPL.
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7. Funkcije matrik

Ce poznamo razcep A = PJP~1 matrike A, potem se racunanje potenc
matrike A prevede na ralunanje potenc matrike J, saj velja

A" = (PJP~YY(PJP7Y).- - (PIP~Y) = PJP L.

Ker je J blo¢no diagonalna matrika sestavljena iz Jordanskih kletk, se
potenciranje matrike J prevede na potenciranje Jordanskih kletk.

Potenciranje matrik je uporabno pri re$evanju linearnih rekurzivnih enacb.
Primer sistema linearnih rekurzivnih enacb
Xn+1 = —4xp +4yn, x0 =0

Yn+1l = —Xn, yo=1
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Najprej sistem zapisemo v matri¢ni obliki
et R PR Y
Yn+1 Yn -1 0

Xo | _gn[ ] _[-4 4 "To
Yo ] o | [ -1 0 1
Kot v prejsnjem razdelku izra¢unamo jordansko kanoni¢no formo za A
-1
_ 112 3 -2 1 2 3
A=PIP= [ 1 2 0 -2 1 -2

S popolno indukcijo pokaZzemo, da je

It R R =

Odtod sledi
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Odtod sledi, da je

e[S 7

_ { (—=2)" —2n(—=2)"1 4n(—2)"1 }
—n(—2)"1 (=2)" + 2n(—2)""1

kar lahko %e naprej poenostavimo. Ce A" pomnoZimo z [ ;0 } dobimo
0

o P e B el
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Oglejmo si, kako izra¢unamo potenco jordanske kletke.

Formula za potenco k X k jordanske kletke
A 1 0 ... 0" [ A" b (D2 (M)A
1 : A"t
0 oo oo o A Lo AT

_ .

Dokaz: Jordansko kletko lahko zapiSemo v obliki Al + N, kjer je N
matrika, ki ima na prvi naddiagonali same enke, drugod pa same nicle.
Potence matrike N je preprosto izratunati. Opazimo, da je N’ matrika, ki
ima na i-ti naddiagonali same enke, drugod pa same ni¢le. Ker je N k x k
matrika, nima k-te naddiagonale, zato je N¥ = 0. Po binomski formuli

(M + N)" = Z <'I’> AN = ki (7) AN

i=1 i=1
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Iz Analize vemo, da se dajo Stevilne funkcije izraziti s potenéno vrsto,

recimo
o0
-y
n!
n=0

Ali lahko naso metodo za radunanje potenc matrike posplosimo na
potenéne vrste? lzkaZe se, da lahko. Vzemimo recimo funkcijo

(o)
S
n=0
in vstavimo A = PJP~! namesto x. Dobimo

= i A" = i cnPJ"P! = P(i )Pt = PF(J)P!
n=0 n=0 n=0

Ratunanje f(J), kjer je J jordanska matrika, lahko prevedemo na primer,
ko je J jordanska kletka. Velja namre¢
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h ... 0 f(h) ... 0
fop = : :
0 ... Jn 0 f(Im)
Pri raunanju funkcije jordanske kletke si pomagamo z naslednjo formulo.

Formula za funkcijo k x k jordanske kletke

A1 0 07 [ ey PR ]

A N T Lo
: o1 ; o fI(N)
[0 ... o o A 0 .. )]

Za f(x) = x" je to ravno formula za potenco jordanske kletke. Ker je
formula linearna v funkciji f, odtod sledi, da velja za vse poten&ne vrste.
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Oglejmo si primer uporabe funkcij matrik. 1z Analize vemo, da je funkcija
y(t) = ce? resitev diferencialne enatbe y'(t) = ay(t). To nam da idejo za

reSevanje naslednjega sistema diferencialnih enacb:

yvi(t) = apayi(t)+ ...+ arqyq(t)

va(t) = agayi(t)+ ...+ addya(t)

Ta sistem najprej zapisemo v matri¢ni obliki kot

y'(t) = Ay(t).

IzkaZe se, da je njegova resitev vektorska funkcija

kjer je c konstanten vektor.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Enaindvajseto predavanje marec 2021

24 /25



Matri¢no funkcijo e?t izratunamo tako, da v funkcijo f(x) = e™ vstavimo
A namesto x. Kot zgoraj to prevedemo na primer e’t, kjer je J jordanska

kletka. V tem primeru iz formule za funkcijo jordanske kletke dobimo
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Vektorski prostori s
skalarnim produktom - 1. del
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1. Skalarni produkt

V tem razdelku bomo definirali skalarni produkt na realnih in kompleksnih
vektorskih prostorih ter si ogledali nekaj primerov.

Za&nimo z realnimi vektorskimi prostori.

Definicija skalarnega produkta nad R

Naj bo V vektorski prostor nad obsegom realnih Stevil R. Preslikava, ki
vsakemu paru vektorjev u, v € V priredi realno &tevilo (u, v) je skalarni
produkt, &e zados$¢a naslednjim lastnostim:

@ Za vsak neniceln v € V velja (v,v) > 0.

@ Za vsaka u,v € V velja (v, u) = (u,v).

© Za vsake ui,up,v € V ter ag,as € R velja
(aquy + apup, v) = ag{ug, v) + az{u, v).

Opomba: Prvi lastnosti pravimo pozitivna definitnost, drugi simetri€nost,
tretji pa linearnost v prvem faktorju.
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Oglejmo si nekaj preprostih posledic aksiomov:

@ Zavse u,vy, v € V ter vse 51,52 € R velja

(u, Bivi + Pova) = P1(u, vi) + Ba(u, va)

Tej lastnosti pravimo linearnost v drugem faktorju. DokaZemo jo
takole: (u, B1v1 + Bav2) = (Bivi + Bava, u) = B1{va, u) + Ba(v2, u)
B1{u, vi) + Ba2(u, va) kjer smo pri prvem in tretjem enaaju uporabili
simetri¢nost, pri drugem enacaju pa linearnost v prvem faktorju.

@ Za vsak v € V velja
(v,0) = (0,v) =0.

Ce v linearnosti v prvem faktorju vstavimo a; = an = 0, dobimo
(0,v) =(0-u1 +0-up,v) =0(u,v)+ 0(up, v) = 0. |z simetri¢nosti
sledi (v,0) = 0.

@ Za vsak v € V velja (v,v) > 0. Ena&aj velja natanko tedaj, ko je
v = 0. To sledi iz pozitivne definitnosti in iz (0,0) = 0.
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Oglejmo si primere skalarnih produktov na realnih vektorskih prostorih.

Primer: Standardni skalarni produkt na R”

Obi¢ajnemu skalarnemu produktu iz prvega semestra bomo tu pravili
standardni skalarni produkt na R"”. Definiran je z

<(a17"’ 70‘”)7(/817-'-75”)) =ai1f1+...+onbhn

Pokazali smo Ze, da zados¢a lastnostim (1),(2),(3).

Seveda standardni skalarni produkt ni edini skalarni produkt na R”.
Klasifikacijo vseh skalarnih produktov na R” bomo obdelali v naslednjem
poglavju. Tu pokaZimo samo, da jih je neskonéno.

Dodatni primeri skalarnih produktov na R”

Za vsako n-terico 6 = (41, ...,d,) strogo pozitivnih realnih 3tevil je s

<(Oé]_, e 7an)7 (1817 ey ﬁn)> - 51@151 FocodF (5n04n/6n

definiran skalarni produkt na R". (Preveri lastnosti (1),(2),(3)!)
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Na funkcijskih prostorih je skalarni integral obi¢ajno definiran z integralom.

Primer: Standardni skalarni produkt na C|a, b]

Za dve zvezni funkciji f, g iz intervala [a, b] v R definirajmo.

b
(F.g) = / F(x)g(x) dx.

Preverimo lastnosti (1),(2),(3), torej je to skalarni produkt.

Konstruirajmo %e neskon¢no mnogo drugih skalarnih produktov na C|a, b].

Dodatni primeri skalarnih produktov na C|a, b]
Naj bo w € CJa, b] taka funkcija, ki zado3¢a w(x) > 0 za vsak x € [a, b]. S

b
(f.g) :/a w(x)f(x)g(x) dx.

je definiran skalarni produkt na R". (Preveri lastnosti (1),(2),(3)!)

v
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Razsirimo zdaj definicijo na kompleksne vektorske prostore. Spomnimo se,
da za z=a+ bi (kjer a,b € R in i? = —1) definiramo z = a — bi.
Definicija skalarnega produkta nad C

Naj bo V vektorski prostor nad obsegom kompleksnih $tevil C. Preslikava,
ki vsakemu paru vektorjev u, v € V priredi kompleksno Stevilo (u, v) je
skalarni produkt, &e zados¢a naslednjim lastnostim:

© Za vsak nenieln v € V velja (v,v) € Rin (v,v) > 0.
Q Zavsaka u,v € V velja (v, u) = (u, v).
© Za vsake uy,up,v € V ter ag,as € C velja

(cnun + aoup, v) = aq(ug, v) + ao(ug, v).

Opomba: Lastnosti (2) pravimo konjugirana simetri¢nost. Lastnosti (1) in
(3) sta enaki kot v realnem primeru.
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Opomba: Pomembna razlika z realnim primerom je, da tu nimamo
linearnosti v drugem faktorju ampak konjugirano linearnost, se pravi

(u, Brvi + Bava) = Br{u, vi) + Ba(u, va)

za vse u, vy, vo € V ter vse f1, B2 € C. To sledi iz (u, fivi + Pava) =
(Brivi + Bava, u) = Bi{va, u) + Ba(vz, u) = Br(vi, u) + B2{va, u) =

= B1(u, vi) + P2(u, v2). Pri prvem in Zetrtem enalaju smo upostevali
konjugirano simetri¢nost, pri drugem enadaju linearnost v prvem faktorju.
Pri tretjem ena&aju smo upostevali z; + 2o = z1 + 2> in 71z = 21 2».

Opomba: Tudi tu velja (v,0) = (0,v) =0 za vsak v € V.

Opomba: Tudi tu velja (v,v) > 0 za vsak v € V. Ena&aj velja natanko
tedaj, ko je v = 0.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Dvaindvajseto predavanje marec 2021 7 /19



Primer: Standardni skalarni produkt na C”".
Za dve kompleksni n-terici definirajmo njun standardni skalarni produkt

((al, e ,a,,), (,31, e ,,Bn)> = alﬂ_1 = aan.

Pozor, za razliko od realnega primera imamo tu 3; namesto f;.

Opomba: Ce Zia,ﬁ; zamenjamo z Zié,-a,-ﬁ,-, kjer so ; > 0 fiksni,
dobimo drug skalarni produkt na C”".

Standardni skalarni produkt na C([a, b], C)

Za dve zvezni funkciji f, g iz intervala [a, b] v C definirajmo.

b
(F.g) = / F(x)8(x) dix.

Pozor, za razliko od realnega primera imamo tu g(x) namesto g(x).

o b — . .
Opomba: Ce vzamemo I Yv.(x)f(x)g(x) dx,.kjer je w(x) zvezna in za
vsak x realna in strogo pozitivna, potem dobimo drug skalarni produkt.
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2. Norma porojena iz skalarnega produkta

Definicija norme je podobna kot v prvem semestru.

Definicija norme

Naj bo V realen ali kompleksen vektorski prostor s skalarnim produktom.
Za vsak element v € V definirajmo njegovo normo z

VIl = V/(v,v).

DokaZimo najprej pomoZno trditev.

Trditev (Cauchy-Schwartzova neenakost)
Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom. Za vsaka u,v € V je

[{u v < lull[[v]

V dokazu bomo vetkrat potrebovali, da je zz = |z|? za vsak z € C.
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Dokaz: Naj bo a = (v,v), = (u,v) in w = au — Sv. Potem velja
0 < <W7 W> = aci<u, U) - aB(”v V> - 56‘<V7 U> + BB<V7 V>'
Opazimo, da je

alg<u7 V> = BO_‘<V7 U> = ﬁB(Va V> = |<U, V>|2<V7 V> = |<U, V>|2||VH2

adi(u, u) = [(v, v)*(u, u) = [[v]|*]ull®.

Torej je
0 < (w,w) = [[v|[*|lull® = [{u, v)[*|Iv]]>.

Ce je v # 0, lahko krajgamo ||v||? in dobimo

2 2 2
[{us V)= < (v [lul*

S korenjenjem potem dobimo Cauchy-Schwartzovo neenakost. Ce je
v = 0, potem Cauchy-Schwartzova neenakost o&itno drzi. Ol
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Trditev (Osnovne lastnosti norme)

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom. Pripadajo¢a norma
zados¢a naslednjim lastnostim:

Q Za vsak nenieln v € V je ||v|| > 0.
@ Za vsak v € V in vsak skalar a je |av|| = |a|||v].
@ Zavsaka u,v e Ve |lu+v| < ul +|v]-

Dokaz: Lastnost (1) sledi iz pozitivne definitnosti skalarnega produkta.

Lastnost (2) sledi iz ||av||? = (av,av) = aa(v,v) = |a|?|v||? kjer smo
upostevali linearnost v prvem in konjugirano linearnost v drugem faktorju.
Lastnost (3) sledi iz ||u+ v||? = (u+v,u+ v) =

(u,u) + (u, vy + (v, u) + (v, v) = (u,u) + 2Re((u, v)) + (v, v) <

[ul® + 2/ {u, ) + VI < Hlull® + 2full v+ IvIP = (]l + v
Upostevali smo, da za z = a+ ib velja z + z = 2a < 2v/a? + b? = 2|z|.
Uporabili smo tudi Cauchy-Schwartzovo neenakost. O
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Vemo, kako se norma izraZa s skalarnim produktom. Ali znamo tudi
skalarni produkt izraziti z normo? Odgovor nam daje:

Trditev (Polarizacijske identitete)

© Ce je V vektorski prostor nad R, potem za vsaka u,v € V velja

(llu+ vII = Jlu=v]?)

FNN

<ua V> =

@ Ce je V vektorski prostor nad C, potem za vsaka u, v € V velja

3

1
(u,v) = 2 ZikHu—i— i*v||?

k=0
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Dokaz: V realnem primeru velja

1 1
DD e (D VIP =) (1) e+ (D v ut (<1)fy) =

k

+(Z(—1)3k)<v, v) = 2(v, u) + 2(u, v) = 4(u, v),

k=0

pri ¢emer smo upostevali, da je
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V kompleksnem primeru velja

3 3
Z iKlu+ i*v|? = z i(u+i%v,u+i%v) =
k=0 k=0
3
= Z (ik<u, u) 4+ 25 (v, u) + 5, v) + KR, v)) =
k:O3 3 3 _
= (Zlk)<u, uy + (Z i2k)(v, u) + (Z/k/k)<u, v)+
k=0 k=0 k=0
3
+(D (FT) (v, v) = 4w, v),
k=0
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3. Ortogonalne baze

Kot med dvema vektorjema iz R" je pravi natanko tedaj, ko je njun
standardni skalarni produkt enak ni¢. Za splosne skalarne produkte
nimamo ve¢ geometrijske intuicije, zato pravokotnost definiramo s
pomodjo skalarnega produkta.

Definicija ortogonalnosti vektorjev

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom. Vektorja u,v € V sta
pravokotna (s tujko ortogonalna), &e velja (u, v) = 0.

Opomba: Ni&elni vektor je pravokoten na vse vektorje, zato ni zanimiv.

Opomba: Neni€eln vektor ne more biti pravokoten sam nase.

Primer

Vektorja (1,2) in (2, —3) iz R? sta pravokotna glede na skalarni produkt

((a1,2), (B1, B2)) = 3a1B1 + aafa,

nista pa pravokotna glede na standardni skalarni produkt.

v
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Definicija ortogonalne mnoZice

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom. MnoZica vektorjev iz
V je ortogonalna, e ne vsebuje ni¢elnega vektorja in ¢e sta vsaka dva

razli¢na vektorja iz te mnozice pravokotna.

Primer

Vektorji (1,1,1,1,1,1,1,1), (-1,-1,-1,-1,1,1,1,1),
(-1,-1,1,1,-1,-1,1,1) in (-1,1,-1,1,-1,1,-1,1)

tvorijo ortogonalno mno¥ico v R® za standardni skalarni produkt.

Primer

Funkcije fx(x) = sin m , kjer k =1,2,3,..., tvorijo neskon&no
ortogonalno mnoZico v C[O7a] za standardni skalarni produkt.

fo sin msm l” dx =

Dokaz: Velja (f(x)
X dx — 2foco k+l)7rxdx 0cek7é/

5 fo cos (k= I)
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Vsaka ortogonalna mnoZica je linearno neodvisna.

Trditev J

Dokaz: Recimo, da so vy, ..., vk neni€elni paroma pravokotni vektorji iz V.
Ce je aivi + ...+ agvg = 0 za neke skalarje ag, ..., ax, moramo pokazati,
da velja a3 = ... = o, = 0. Opazimo, da za vsak i velja 0 = (0, v;) =

= <Ct1V1 + .t OV, V,') = Ck1<V1, V,'> + ...+ a,-(v,-, V,'> + ...+ ak<vk, V,'>.
Ker je <V17 V,'> = ...= <V,',1, V,'> == <Vi+17 V,'> = ... = <Vk, V,'> == 0, je

0 = a;{vi, v;). Ker je v; # 0 za vsak i, odtod sledi o; = 0 za vsak i. O

Definicija ortogonalne baze

Ortogonalna mnozica v V, ki je ogrodje za V, je ortogonalna baza za V.

v

Primer

Standardna baza v R” je ortogonalna baza glede na standardni skalarni
produkt.
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Definicija ortonormirane baze

Vektorjem z normo 1 pravimo normirani vektorji. Ortogonalni mnoZici,
v kateri so vsi elementi normirani, pravimo ortonormirana mnoZica.
Ortonormirani mnoZici, ki je baza, pravimo ortonormirana baza.

Opomba: Definicijo ortonormiranosti mnoZzice {vi, ..., v,} se obi¢ajno na
kratko pove z naslednjo formulo

L0 ki
<V”VJ>_{1 Cei=]
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Opomba: Vsak neni&eln vektor lahko spremenimo v normiran vektor tako,
da ga delimo z njegovo normo. Pravimo, da smo element normirali.
Vsako ortogonalno mnoZzico lahko spremenimo v ortonormirano mnozico
tako, da vse njene elemente normiramo.

Primer normiranja ortogonalne baze

Vektorji (—%, 1,1),(1, —%, 1),(1,1, —%) tvorijo ortogonalno bazo za R3,

V.

ki ni normirana. Ce te vektorje normiramo (delimo s %) dobimo vektorje
(—%, %, %), (%, —%, %), (%, %, —%) ki tvorijo ortonormirano bazo za R3.
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Vektorski prostori s
skalarnim produktom - 2. del
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4. Obstoj ortogonalne baze

Najprej ponovimo osnovne definicije. Naj bo V vektorski prostor s
skalarnim produktom. Mnozica {v1,...,v,} C V je
e ortogonalna mnoZica, ¢e velja (v;,vj) =0zavsaka i,j=1,...,n,
kjer i # j, in €e velja vi #0 zavsak i=1,...,n.
@ ortonormirana mnoZica, ¢e je ortogonalna mnozica in &e velja
lvi| =1zavsak i=1,...,n.
@ ortogonalna baza, &e je ortogonalna mnoZica in &e je ogrodje.

@ ortonormirana baza, e je ortonormirana mnoZica in &e je ogrodje.

Spomnimo se, da je vsaka ortogonalna mnoZica linearno neodvisna.
Obratno seveda ni res. Lahko pa vsako linearno neodvisno mnoZico s
preprostim postopkom predelamo v ortogonalno mnoZico, ne da bi pri
tem spremenili njeno linearno ogrinjaco. Temu postopku pravimo
Gram-Schmidtova ortogonalizacija. Oglejmo si, kako poteka.
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Trditev (Gram-Schmidtova ortogonalizacija)

Naj bo {u1,...,un} baza. Definirajmo

Vi = un
Vo = up— (uz,v1>v
<V17 V1>
v o= us (U3,V1>V1 ~ (uz, v) "
(vi,v1) (v2,v2)
v, = u,— <Un, V1> v — (Um V2> Vo — ... — <Un7 Vn—1> Vi1
<V17 V1> <V27 V2> <Vn—1) Vn—1>
Potem je {v1,...,v,} ortogonalna baza.
y
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Dokaz. S popolno indukcijo bomo dokazali, da je za vsak k =1,...,n
mnozica {vi,..., vk} ortogonalna.

Ker je vi = u3 # 0, je {v1} ortogonalna.

Recimo, da trditev drZi za nek kK < n. S pomo&jo formule

K
Uki1, Vi
Vg1 = Ukg1— Y in (1)
=1 1y Vi

bomo dokazali, da trditev velja tudi za k+ 1. Ce (1) skalarno pomnoZimo z

vj za vsak j = 1,..., k in upodtevamo ortogonalnost {vi, ..., v}, dobimo
K (u Vi)
k+17 1
(Vb1 V) = (g, v) = ) (vi, vj)
. VH I
i=1
{ukt1, vj)
= (Uks1, vj) = i (vj,vj) =0
Vis Vj
Torej so elementi mnoZice {vi,..., vk, vk+1} paroma ortogonalni.
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Da bi dokazali ortogonalnost mnozice {vi, ..., vk, Vk+1}, moramo 3e
preveriti, da je vxr1 # 0. Ce bi veljalo vx11 = 0, potem bi dobili
u <uk+17 Vf> .
Uky1 = Z ~————"v; € Lin{vy,..., v}
i—1 <Vi7 Vi>

Iz prvih k formul v Gram-Schmidtovi ortogonalizaciji sledi tudi

ul,...,ux € Lin{wvq, ..., v}
Torej k-razsezen prostor Lin{vi,..., v} vsebuje linearno neodvisno
mnozico {u1, ..., Uk, Uks1}, ki ima k + 1 elementov. To je protislovje.
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Izrek o obstoju ortogonalne baze

Vsak kon&norazseZen vektorski prostor s skalarnim produktom ima
ortogonalno bazo. Poleg tega lahko vsako ortogonalno mnoZico dopolnimo
do ortogonalne baze.

Dokaz. Prvi del dokaZzemo tako, da vzamemo poljubno bazo in jo s
pomo&jo Gram-Schmidtove ortogonalizacije predelamo v ortogonalno bazo.
Drugi del dokaZzemo tako, da ortogonalno mnozico {us, ..., un} najprej
dopolnimo do obitajne baze {u1,...,Um,...,u,} in potem uporabimo
Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo. Dobimo vi = u1,...,Vpm = Up, ...
torej dobljena ortogonalna baza res vsebuje mnozico {u1,. .., um}. O]

Odtod z normiranjem vektorjev dobimo:

Posledica

Vsak kon&norazseZen vektorski prostor s skalarnim produktom ima
ortonormirano bazo. Poleg tega lahko vsako ortonormirano mnoZzico
dopolnimo do ortonormirane baze.
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Primer

Naj bo V vektorski prostor vseh realnih polinomov stopnje < 3 in naj bo
skalarni produkt na V definiran z (p, q) = f_ll p(x)g(x) dx. Konstruirajmo
ortonormirano bazo za V.

Vzemimo standardno bazo

=1 w=x, U3:X2, us = x°.

Z Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo dobimo

Vi = 1
v = X—lezx—0v1:x

vi, v1)

2 2
1

v; = X2 (x 7V1>V1_ (x ’V2>V2—X2—*

(v1,v1) (v2, vo) 3
Vi = X3 <X37 vi) v — <X37 v2) Vo — <X3a V3> V3 = x3 — §X

(vi,v1) (v2, v2) (vs3,v3) 5
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Vektorji vi, vo, v3, v4 so (po dokazu izreka) ortogonalna baza za V.

Izraunajmo sedaj njihove norme in njihove normalizacije:

Il = f2 Tdx =2,
1
lvall? = [2; x* dx = 3,

1
lvsll? = J2, (% = 3)? dx = g5,

1
lvall> = /2,03 = 3x)? dx = 155, 1

Normalizirani vektorji tvorijo ortonormirano bazo za V.

[ee]

Opomba: Iz tega primera vidimo, da je ortonormirana baza obi¢ajno
vklju€uje komplicirane korene. Za raunske namene so zato pogosto boljse
ortogonalne baze. Za teoreti¢ne namene pa so boljSe ortonormirane baze.
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5. Prednosti ortogonalnih baz
Glavna prednost je, da je vektor preprosteje razviti po ortogonalni bazi.

Izrek (Fourierov razvoj)

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom in {vi,...,v,}
ortogonalna baza za V. Potem za vsak element v € V velja

(v, vj)

- i—1 <Vl'a Vi>

i

Ce je baza ortonormirana, se formula poenostavi v v =>""_ (v, v;)v;.

Dokaz: Ker je {v1,...,v,} baza za V, obstajajo taki skalarji a1, ..., ap,
daveljav=>"7",ay. Ce to enakost skalarno pomnoZimo z vj za nek j,
dobimo (v, vj) = (Y03 apvi, vj) = S0y ai(viyvj) = (v, ). Pri zad-
njem enafaju smo upostevali, da je (v;,v;) = 0 za vse /, ki so razli¢ni od ;.
Odtod izrazimo aj = 2L Sledi v = 327, ajy; = S0, iy, O

(vj,vj) - i=1 (v;,v;) !
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Druga prednost ortogonalnih baz je, da je iz razvoja elementa po taki bazi
zelo preprosto izratunati njegovo normo. lz v = >"" ; a;v; namret sledi

[v][? = (v,v) = >0, aiVinf:l ajv)) =31 }7:1 i (vj, vj) =
S0 aidi(vi,vi) = 30 |ail?(vi, vi). Odtod za a; = <<V V’>> dobimo:

lzrek (Parsevalova identiteta)

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom in {vy,...,v,}
ortogonalna baza za V. Potem za vsak element v € V velja

IVI? = Z' v, Vi
VI’VI

Ce je baza ortonormirana, se formula poenostavi v ||v|?> = 327, [{v, v;)|.
v
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Tretja prednost ortogonalnih baz je, da je zelo preprosto izracunati
ortogonalno projekcijo vektorja na podprostor.

Definicija ortogonalne projekcije

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom, v vektor iz V in W
vektorski podprostor v V. Vektorju iz W, ki je najblizje vektorju v,
pravimo ortogonalna projekcija vektorja v na podprostor W.

Opomba: Razdalja med dvema vektorjema v V je definirana kot norma
njune razlike. Ortogonalna projekcija vektorja v € V na podprostor
W C V je torej tak vektor v/ € W, da velja

lv = wl > v -V

za vsak vektor w € W, ki je razliten od vektorja v'.
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Izrek o ortogonalni projekciji

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom in W kon&norazseZzen
vektorski podprostor v V' z ortogonalno bazo {wi, ..., wx}. Potem je
ortogonalna projekcija vektorja v € V na podprostor W dana s formulo

M»

W W
=il I 1

. . : k
Ce je baza ortonormirana, se formula poenostavi v v/ = > (v, w;)w;.

Opomba: V dokazu bomo uporabili Pitagorov izrek, ki pravi, da za
pravokotna vektorja a in b velja

la+ b = [lall* + (|6}

To dokaZemo z direktnim rac¢unom
(a+b,a+b)=(a,3) +(a,b) + (b,a) + (b, b) = (a,3) + (b, b).
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Dokaz izreka: Ker je v/ linearna kombinacija vektorjev w; iz W, je v/
element W. Radi bi pokazali, da za vsak w € W, ki je razli¢en od v/,
velja ||[v — wl|| > ||lv — V/||. Vzemimo poljuben w iz W in ga razvijmo
po bazi za W. Dobimo w = Z 1 Biw;, kjer je i = M za vse |.

(wi,wi)
Pig&imo v/ = Ef‘zl a;w;, kjer je o = % za vse I.
1.korak DokaZimo, da je vektor v — v/ pravokoten na vse w;,
Velia (v — v/, wj) = (v, w) = (V' wj) = (v, wj) = 320 ai(wi, wy) =
{v,wj) — aJ<WJa w;) = 0.
2.korak DokaZimo, da je vektor v — v/ pravokoten na vektor v/ — w,
Velja (v — v,V —w) = (v — v, 3% (a0 — Bi)w;) =
= fozl(m)(v — v/, w;) =0 po 1. koraku.
3.korak DokaZimo, da je ||v — w|]? = ||v — V/||2 + ||v/ — w|?.

To je ravno Pitagorov izrek za vektorja a=v — v/ in b= Vv — w, ki sta

pravokotna po 2. koraku.

Iz 3. koraka sledi, da je |[v — w|? > ||[v — V/||?, Ee je v/ # w.
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6. Ortogonalni komplement

Definicija ortogonalnega komplementa

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom in naj bo S pomnoZica
v V. Pravimo, da je vektor v € V ortogonalen na mnoZzico S, &e velja
(v,s) =0 za vsak s € S. MnofZico vseh vektorjev iz V/, ki so ortogonalni
na mno¥ico S, oznatimo z S in ji pravimo ortogonalni komplement S.

v

Trditev

Za vsako podmnozico S v V je S vektorski podprostor v V.

Dokaz: Ce v; in v pripadata S, je (po definiciji S*) (v1,s) =0 in
(va,s) =0 za vsak s € S. Potem je za vsaka skalarja a1 in ap tudi

(a1vi + apva,s) = ag(va, s) + az(va,s) = 0 za vsak s € S. Odtod sledi
(spet po definiciji S*), da je ajvy + azve € S* za vsaka oy in as. O
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Trditev
Za vsako podmnoZico S v V je S+ = (LinS)*. }

Dokaz: Ce je vektor v ortogonalen na elemente s, ..., sk, potem je
ortogonalen tudi na vsako njihovo linearno kombinacijo, saj velja

<v,a151—|—...+aksk>:&1(v,51>+...+dk<v,sk>:O+...+0:0

Naslednji primer bo pomemben v nadaljevanju:

Primer ortogonalnega komplementa

Naj bo V kon&norazsezen vektorski prostor s skalarnim produktom,
{u1,..., ux} ortogonalna mnoZica v V in {v1,..., v/} njena dopolnitev do
ortogonalne baze za V. Potem je (Lin{u,...,u})t = Lin{vy,..., v }.

Dokaz: Vzemimo poljuben element v € V in ga razvijmo po bazi za V.
Dobimo v = Zle ajui + 2}21 Bjvj. Ker je (v,u;) = oj(uj, uj), je v
ortogonalen na vse u; natanko tedaj, ko so vsi «; enaki ni¢. To pa velja
natanko tedaj, ko je v € Lin{wy, ..., v/}. O
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Izrek o ortogonalnem razcepu

Naj bo V konénorazsezen prostor s skalarnim produktom in naj bo U
podprostor v V. Potem velja naslednje:

Q@ dim Ut = dim V — dim U,
o (ULt =u.
@ V=UsU-

Dokaz: Naj bo {us,..., ux} ortogonalna baza za U in naj bo {v1,..., v}
njena dopolnitev do ortogonalne baze za V.

Po primeru je U+ = Lin{vi,...,v/}. Torej je dim U + dim U+ = k +/, kar
je enako dim V. To nam da prvo trditev.

Drugi del dokaZemo tako, da v primeru zamenjamo bazo iz u; z bazo iz v;.
Ker je {v1,..., v} ortogonalna baza za U*, in ker je {uy,..., ux} njena
dopolnitev do ortogonalne baze za V, je (U+)* = Lin{us, ..., ux}.

Tretji del sledi iz V = Lin{uw, ..., ux} ® Lin{vy, ..., v} in primera. O]
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Opomba: Formuli V = U @ U~ pravimo ortogonalni razcep prostora V
glede na podprostor U.

To formulo lahko dokaZemo tudi s pomogjo izreka o ortogonalni projekciji.
Za vsak element v € V lahko izra&unamo njegovo projekcijo v/ na
podprostor U. |z dokaza izreka o ortogonalni projekciji vemo, da je vektor
v — v/ pravokoten na vse vektorje podprostora U. Velja torej v — v/ € UL,
Iz v=v'+ (v — V) torej sledi, da je vsak element iz V vsota elementa iz
U in elementa iz UL, kar dokaZe formulo V = U 4 U~*. Treba je preveriti
ke UN UL = {0}. Vsak element u € U, ki je pravokoten na vse elemente
iz u, je pravokoten tudi sam nase, torej je enak nic. O
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5. Linearni funkcionali

Linearni funkcionali so zelo posebni primeri linearnih preslikav.
Definicija

Naj bo V vektorski prostor nad obsegom F. Linearni preslikavi iz V v F
pravimo linearen funkcional na V.

Opomba: V definiciji smo upostevali, da je tudi F vektorski prostor nad F.
To je poseben primer vektorskega prostora F" za n = 1.

Primera linearnih funkcionalov
Naj bo V vektorski prostor vseh realnih polinomov stopnje < n. Potem sta

1
op) = [ pex in u(p) = pl1)

dva primera linearnih funkcionalov na V.
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Podobno kot vsaki drugi linearni preslikavi, lahko tudi linearnemu
funkcionalu priredimo matriko. Naslednje trditev je oditna.
Trditev (Matrika linearnega funkcionala)

Naj bo L linearen funkcional na vektorskem prostoru V/, naj bo
B ={vi,...,vn} baza za V in naj bo S = {1} standardna baza za F.
Matrika L glede na ti dve bazi ima eno vrstico in n stolpcev. Velja

Lsen=[Lv) ... L(va)].

Izratunajmo matriki linearnih funkcionalov iz primera:
Nadaljevanje primera

Naj bo B ={1,x,...,x"} in naj bosta ¢ ter ¢ kot zgoraj. Potem je

[Plscs=[1 3 % ... 1] [Plsep=[1 1 1 ... 1].
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O linearnih funkcionalih na vektorskih prostorih s skalarnim produktom
lahko povemo precej ve€. Zaénimo s preprostim primerom.

Primer
Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom in w € V. Potem je

Pw(v) = (v, w)

linearen funkcional na V.

Dokaz: To sledi iz linearnosti skalarnega produkta v prvem faktorju.
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IzkaZe se, da ta primer ni tako preprost, saj nam da vse linearne funkcionale
na kon&norazseZznih vektorskih prostorih s skalarnim produktom.

Rieszov izrek o reprezentaciji linearnih funkcionalov

Naj bo V kon&norazseZen vektorski prostor s skalarnim produktom in naj
bo ¢ linearen funkcional na V. Potem obstaja tak vektor w € V, da je

¢(v) = (v, w)

za vsak v € V. Vektor w je enoli¢no dolocen.

Izrek lahko povemo tudi takole. Vsak linearen funkcional na V je oblike
®w (glej primer) za natanko doloten w € V.
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Dokaz: Naj bo vy, ..., v, ortonormirana baza za V. Vzemimo poljuben

v € V in ga razvijmo po tej bazi. Velja v =>"" (v, v;)v;. Odtod sledi
o(v) = S0 (v, vi)¢(v;) zaradi linearnosti ¢. Ce upodtevamo %e
konjugirano linearnost skalarnega produkta v drugem faktorju, dobimo
2o (vovipd(vi) = 327 (v, d(vi)vi) = (v, 3211 ¢(vi)vi). Oznatimo

w = >"7"; ¢(vi)v; in opazimo, da ta vektor ni odvisen od v, ampak samo
od ¢ in od baze. Dokazali smo, da velja ¢(v) = (v, w) za vsak v € V.

PokaZimo 8e, da je vektor w enoli¢no doloéen s funkcionalom ¢.

Ce velja ¢(v) = (v, wy) za vsak v € V in ¢(v) = (v, wa) za vsak v € V,
potem 0 = ¢(v) — ¢(v) = (v,w1) — (v, wr) = (v, w1 — wp) za vsak v € V.
Vstavimo v = wy — wy in dobimo (w; — wa, wi — wp) = 0. Vemo, da
odtod sledi w; — wy = 0, se pravi wy = wy. O
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Adjungirana preslikava - 1. del
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1. Rieszov izrek o reprezentaciji linearnih funkcionalov

Ponovimo od zadnji¢:

Rieszov izrek o reprezentaciji linearnih funkcionalov

Naj bo V kon&norazseZen vektorski prostor s skalarnim produktom in naj
bo ¢ linearen funkcional na V. Potem obstaja tak vektor w € V, da je

¢(v) = (v, w)

za vsak v € V. Vektor w je enoli¢no dolocen.

Naj bo vi,..., v, ortonormirana baza za V. Potem za vsak v € V velja

n

¢(V) = ¢(Z<V’ Vi>Vi) = Z(V Vi ¢(Vl) = Zd’ Vl VI V W>

i=1 i=1
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Primer

Naj bo V vektorski prostor vseh realnih polinomov stopnje < 3 in naj bo
(p,q) = f_ll p(x)g(x) dx skalarni produkt na V. Za linearni funkcional
#(p) = p(1) na V doloti tak r € V, da bo ¢(p) = (p, r) za vsak p € V.

Prva reSitev: Najprej pois¢emo ortonormirano bazo za V. Recimo

1 3 45 1 175 3
RV \[2’“ U U R )

Vstavimo to bazo v formulo w = Y 7 ; ¢(v;)v; in dobimo

w = V1(1)V1 + V2(1)V2 + V3(1)V3 + V4(1)V4

G (2 e 2 B e
315 15, 35,
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Druga regitev: Recimo, da je r(x) = e + fx + gx> + hx3. Potem je

1
2
1—¢(1)—<1,r>—/ (e+fx—|—gx2+hx3)dx:2e+§g
-1

2 2
1=¢(X)=<X,r>=/ X(e+fx+gx2+hx3)dngf+gh
-1

! 2 2
1=¢(x?) = (x27r) :/ x?(e + fx + gx* + hx3) dx = §e+gg
-1

1
2 2
1:¢)(X3):<x3’r>:/ X3(e+fx+gx2—|—hx3)dx:gf+7h
1

Odtod dobimo e = —%,g = %’ in f = _%,h = %T5_

Opomba: Prednost druge metode je, da nam ni treba ralunati

ortonormirane baze, slabost pa je, da moramo resiti sistem linearnih enacb.

To metodo lahko spremenimo v alternativen dokaz Rieszovega izreka.
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2. Definicija adjungirane linearne preslikave

V tem razdelku bomo delali z ve¢ vektorskimi prostori s skalarnim
produktom, zato bomo pri vsakem skalarnem produktu ozna&ili iz katerega
vektorskega prostora prihaja. Izbrani skalarni produkt na U bomo oznadili
z (u1, up)y, izbrani skalarni produkt na V bomo oznatili z (vi, vp)y, itd.

Definicija adjungirane linearne preslikave

Naj bo L: U — V linearna preslikava med dvema vektorskima prostoroma
s skalarnim produktom. Pravimo, da je linearna preslikava L*: V — U
adjungirana linearna preslikava linearne preslikave L, ¢e velja

(Lu,vyy = (u, L*v)y

zavsak u € U in vsak v € V.
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Iz definicije Se ne sledi, da L* obstaja. DokaZimo obstoj in enoli¢nost v
kon&norazseznem primeru.
Izrek o obstoju in enoli¢nosti adjungirane linearne preslikave

Vsaka linearna preslikava med konénorazseznima vektorskima prostoroma
s skalarnim produktom ima natanko eno adjungirano linearno preslikavo.

Dokaz: Recimo, da sta U in V konénorazseZna vektorska prostora s
skalarnim produktom in da je L: U — V linearna preslikava.

DokaZimo najprej enoli¢nost: Naj bosta L* in L’ dve adjungirani linearni
preslikavi linearne presklikave L. Potem za vsak u € U ter v € V velja

(Lu,v) = (u,L*v) in {(Lu,v)= (u,L'v).
Ce enatbi oditejemo, dobimo, da za vsak u € U in vsak v € V velja
(u, L*v — L'v)y = {u, L*v) — (u,L'v) = (Lu,v) — (Lu,v) = 0.
Ce vstavimo u = L*v — L'v, dobimo (L*v — L'v, L*v — L'v) = 0, se pravi
L*v—Lv=0

za vsak v € V. Torej je L* = L.
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Dokazimo $e obstoj adjungirane linearne preslikave.
Vzemimo poljuben vektor v € V in si oglejmo preslikavo
o(u) = (Lu, vy,

ki slika iz U v skalarje. Preverimo najprej, da je ¢ linearen funkcional
na U. To sledi iz ¢(aiur + aown) = (L(azun + aowa), v)y =
= (ului+azlup,v)y = ar(luy, v)y+az(luz, v)y = ard(u1)+az2¢(u2).

Po Rieszovem izreku o reprezentaciji linearnih funkcionalov obstaja natanko
en vektor w € U, ki zados¢a ¢(u) = (u, w)y za vsak u € U. Definirajmo

L*v = w.
Na dolgo to povemo takole: Za vsak v iz V je L*v tak vektor iz U,
da velja (Lu,v)y = (u, L*v)y za vsak u € U.
S tem smo definirali preslikavo L* iz V v U, ki zado%¢a
(Lu,vyy = (u, L*v)y
zavsak u e Uinvsak v e V.

Preverimo moramo %e, da je L* res linearna preslikava.
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Vzemimo poljubna vektorja v1 in v iz V in poljubna skalarja a1 in ao.
Po definiciji so L*vq, L*vs in L*(ayvi + apvp) taki vektorji iz U, da velja

<U, L*V1>U = <LU, V1>\/, (1)
(u,L*v2)y = (Lu, ) v, (2)
<U, L*(alvl + a2v2)>U = <Lu,Ck1V1 + Ck2V2>V (3)

za vsak u € U. 1z (1),(2) in (3) sledi, da za vsak u € U velja

(u, L*(a1v1 + agva) — a1l vy — ap L wa)y
= (u, L*(oavi + aow))y — a1{u, L"vi)y — aa{u, L va)y
= (Lu,a1v1 + agva)y — aa{Lu, vi)y — aa(Lu, o)y
= (Lu,a1vi + apva)y — (Lu,a1va)y — (Lu,ava)y =0

Ce v to enakost vstavimo u = L*(a1va + apva) — a1 L*vi — apL* v, dobimo
L*(alvl + a2V2) — OélL*Vl — a2L*V2 =0

torej je preslikava L* res linearna.
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Primer racunanja adjungirane preslikave

Naj bo U = V' vektorski prostor (C2_z nestandardnim skalarnim produktom
(o1, @2), (B1, B2)) = 2a1 81 + 3anf2. lzratunaj adjungirano linearno
preslikavo linearne preslikave L(x,y) = (ax + by, cx + dy).

Ker je L* linearna preslikava iz C? v C?, je oblike
L*(x,y) = (ex + fy,gx + hy).
Poleg tega mora veljati
(L(x1, y1), (2, y2)) = ((x1, 1), L (2, y2))
za vse x1, X2, ¥1, y2» € C. Ko upostevamo definiciji L in L* dobimo
((ax1 + by1, oxi + dy1), (x2, y2)) = ((x1,51), (ex2 + fir2, 2 + hy2))
za vse x1,x2, y1, y2 € C.
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Ko upostevamo %e definicijo skalarnega produkta dobimo

2(ax1 + by1)xo + 3(cx1 + dy1)y2 = 2x1(exo + fy2) + 3y1(gxe + hyo)
za vse x1, X2, ¥1, y2 € C. Primerjajmo istoleZne koeficiente:

koeficienti pri x1x» : 2a = 2e
koeficienti pri y1x : 2b = 3g
koeficienti pri x1y» : 3c = 2f
koeficienti pri y1y» : 3d = 3h

Odtod izrazimo e, f,g,h z a, b, c, d in vstavimo v definicijo L*. Dobimo

o _
L*(x,y) = (ax + gfy, gbx +dy). O
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3. Matrika adjungirane linearne preslikave

Naj bosta U in V kon&norazsezna vektorska prostora s skalarnim
produktom. Zanima nas, kakdna je zveza med matriko linearne preslikave
L: U — V in matriko njene adjunjgirane linearne preslikave L*: V — U.
Odgovor je odvisen od izbire baz za U in V. V splosnem ni nobene zveze,
¢e pa za U in V izberemo ortonormirani bazi, potem velja naslednje:

Trditev

Naj bo B ortonormirana baza za U in C ortonormirana baza za V. Naj bo
L: U — V linearna preslikava in L*: V — U njena adjungirana linearna
preslikava. Potem matriko [L*]g.c dobimo tako, da v matriki [L]c« 5 vse
elemente konjugiramo in dobljeno matriko $e transponiramo.
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Dokaz: Naj bo B = {u1,...,um} in C={vi,...,vp}. lzratunajmo
matriko [L]c<5. S pomo&jo Fourierovega razvoja dobimo:

Loy = (Luy,vi)yvi+ ...+ (Lug, va)yva
Lup, = (Lum, V1>\/V1 +... .+ <LUm, Vn>VVn
Torej je
(Lup,vi)v ... (Lum,vi)v
[Llevn = : ;
<LU17Vn>V <Lum7 Vn>V
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Podobno s Fourierovim razvojem dobimo

L*Vl = <L*V1, U1>UU1 + ...+ <L*V1, um>Uum
vy, = (Lvp,u)yur + ..o+ (Lo um) ym
Torej je
<L*V1,U1>U <L*Vn,U1>U
[L*]Bec = :
(L'viyumdy .. (L*Vp,um)u

Opazimo, da je (i, /)-ti element matrike [L*]g.¢ enak

(L, i)y = (o7, D)y = (L, vy

kar je enako konjugiranemu (j, /)-temu elementu matrike [L]c« 5.

Ce torej vse elemente matrike [L]c—n konjugiramo in dobljeno matriko

transponiramo, dobimo ravno matriko [L*]g«c.
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Zadnji rezultat motivira naslednjo definicijo.

Definicija adjungirane matrike

Naj bo A kompleksna m x n matrika in naj bo A matrika, ki jo dobimo
tako, da v matriki A konjugiramo vse elemente. Potem matriki

A= (A)T

pravimo adjungirana matrika matrike A.

.

Opomba: Torej je [L*]gc = ([Llces)", & sta B in C ortonormirani bazi.

Primer

Naj bo U = V vektorski prostor (C2_z nestandardnim skalarnim produktom
(o1, @2), (B1,82)) = 2a1 81 + 3anf2. lzratunajmo e enkrat adjungirano
linearno preslikavo linearne preslikave L(x,y) = (ax + by, cx + dy).

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Stiriindvajseto predavanje april 2021 14 /20



Najprej opazimo, da je
1 1

E(l,O), U 7

ortonormirana baza glede na dani skalarni produkt. Oznacimo jo z B.
Dolo¢imo sedaj matriko preslikave L glede na to bazo. Velja

Luy = L(a7 c) =au + C\/qu
V2 2

LU2 = L(b, d) = b\/gul + dU2
V3 3

bi/2
[Llses = C\a/g \C{;
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Odtod sledi, da je

[\
o
wIN

(L] = ([LlBB)* =

Torej je

*_ a E\/g
B 5@ d

L*(x,y) = L*(V2xu1 + V3yu) = V2xL* (i) + V3yL*(u2) =
= V2x(au + 5\/%@) - ﬁy(E\/gm +dup) =

o _
= (ax + §Ey, —bx + dy)

2773
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4. Lastnosti adjungiranja

Adjungiranje matrik je preslikava iz matrik v matrike, ki vsaki matriki A
priredi adjungirano matriko A* = (A)7. Z direktnim ratunom lahko
preverimo naslednje lastnosti te preslikave.

O (aA+ BB)* = aA* + BB,

Q (A) =A
Q (AB)* = B*A*,
Q0" =0 /"=1.

Iz lastnosti (1) sledi, da je na realnih matrikah fiksne velikosti adjungiranje
linearna preslikava. Na kompleksnih matrikah fiksne velikosti adjungiranje
ni linearna ampak konjugirano linearna preslikava.
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Dokaz: Vemo, da za konjugiranje kompleksnih Stevil velja
21+ z2=214+2, Z1Z0 =Z120, zZ =z
Odtod sledi, da za kompleksne matrike velja

oA+ BB =aA+ 3B, AB=AB, A=A

Upostevajmo Se lastnosti transponiranja

(@A+BB)T =aAT +8BT, (AB)T =BTAT, (AT)T = A

Odtod sledi

)
>
<
=™

o

\'
Il

o
N
+
™I
W

\'
Il
Qi
Y|

\'
+
™I
o]l
L

~ - T =T
Ce upodtevamo, da je AT = AT, potem dobimo %e AT = A.
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Podoben razmislek lahko naredimo tudi za adjungiranje linearnih preslikav.
Naj bosta U in V vektorska prostora s skalarnim produktom.

Oznatimo z L(U, V') mnoZico vseh linearnih preslikav iz U v V. To
mnozico lahko spremenimo v vektorski prostor, ¢e za linearni preslikavi

L1, Ly in skalarja ag, ap definiramo linearno preslikavo a1 L1 4+ ol s
predpisom (aili + aols)(u) = aili(u) + aala(u).

Adjungiranje je preslikava L(U, V) v L(V, U). Preverimo, da zado%¢a

(OzlLl + ang)* = 5[1LT + dng. (1)

Za vsaka u € Uin v € V velja (u, (a1l + aol2)*(v)) =

= ((OélLl + OQLQ)(U), V> = <Oz1L1U + aslou, V> =

= a1(Lyu,v) + ao(lou, v) = ai(u, Liv) + ax(u, Liv) =

= (u,mLiv + G2l3v) = (u, (a1 L] + a2L3)(v)).

Ce upostevamo enoli¢nost adjungirane preslikave, odtod sledi (1).
Lastnost (1) bi lahko dokazali tudi s prehodom na matrike.
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Lastnost
Ly =Lt (2)

dokaZemo tako, da preverimo, da sta L in (L*)* adjungirani linearni
preslikavi linearne preslikave L*. Za vsaka u € U in v € V velja
(v, (L*)*u) = (L*v,u) = (u, L*v) = (Lu,v) = (v, Lu). Lastnost

(LaL1)" = LiL5 (3)

dokaZemo tako, da preverimo, da sta (LpL1)* in LjL% adjungirani linearni
preslikavi linearne preslikave LyL;. Recimo, da L slikaiz Uv V, L pa iz
Vv W. Za vsak u € U in vsak w € W velja naslednji racun
(u,(LaL1)*'w)y = (LeLiu,w)w = (Liu, Lyw)y = (u, LiL5w) y.

Seveda bi tudi lastnosti (2) in (3) lahko dokazali s prehodom na matrike.
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Adjungirana preslikava - 2. del
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5. Jedro in slika adjungirane preslikave

Recimo, da poznamo jedro in sliko linearne preslikave L: U — V. Radi bi
odtod dobili jedro in sliko adjungirane linearne preslikave L*: V — U.
Spomnimo se, da velja (Lu,v) = (u, L*v) za vsak u € U in vsak v € V.

Izrek

Za vsako linearno preslikavo L: U — V/, kjer sta U in V kon¢norazsezna
vektorska prostora s skalarnim produktom, velja

Ker L* = (Im L)*. (1)

Dokaz: Vzemimo poljuben vektor v € V. Opazimo, da velja L*v =0
natanko tedaj, ko je (u, L*v) = 0 za vsak u € U. Po definiciji L* velja to
natanko tedaj, ko je (Lu,v) = 0 za vsak u € U. Po definiciji Im L velja to
natanko tedaj, ko je (w,v) =0 za vsak w € Im L. Po definiciji
ortogonalnega komplementa velja to natanko tedaj, ko v € (Im L)*. O
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Oglejmo si nekaj preprostih posledic formule (1).

Ce na obeh straneh (1) uporabimo ortogonalni komplement in
upodtevamo, da je ((Im L))+ = Im L, dobimo

Im L = (Ker L*)*. (2)
Ce v formuli (1) zamenjamo L z L*, dobimo

Ker L = (Im L*)*. (3)
Ce v formuli (2) zamenjamo L z L*, dobimo

Im L* = (Ker L)*. (4)

Isto formulo dobimo, e na obeh straneh v (3) uporabimo ortogonalni
komplement.
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Pokazimo sedaj, da formule (1)-(4) veljajo tudi za matrike.
Najprej standardni skalarni produkt zapisemo v matri¢ni obliki
Vi
(v,w>:v1|7v1+...—|—v,,ﬁ/,,:[|7v1 v_v,,] : = w'v. (5)
Vn
Naj bo A kompleksna m x n matrika. Opazimo, da iz (5) sledi
(Au,v) = v *Au = v A" u = (A*v)"u = (u,A"v) (6)

za vsak u € C" in vsak v € C™. V (Au, v) nastopa standardni skalarni
produkt na C™, v (u, A*v) pa standardni skalarni produkt na C". Naj bo
L linearna preslikava it C" v C™ definirana z Lau = Au. Potem velja

(La)" = La- (7)

saj po (6) Velja <U, (LA)*V> = <LAU7 V> = <AU, V) = <U, A*V> = <U, L V>
za vsak u € C" in vsak v € C™. Iz (7) sledi recimo verzija (3) za matrike

Ker A=Kerly = (Im(La)*)F = (Im La-)t = (Im A)*.
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Ceje Lslikaiz Uv V, potem L*Lslikaiz Uv U, LL* paiz V v V.
Poleg tega iz lastnosti adjungiranja sledi

(L*L)*=L"L in (LL*)* =LL". (5)
Oglejmo si, kako izratunamo jedro in sliko preslikav L*L in LL*.

Trditev

Za vsako linearno preslikavo L: U — V/, kjer sta U in V kon¢norazsezna
vektorska prostora s skalarnim produktom, velja

Ker L*L = Ker L. (6)

Dokaz: Vzemimo poljuben u € U. Ce u € Ker L, potem je Lu = 0. Odtod
sledi L*Lu = L*0 =0, torej u € Ker L*L.

Doka¥imo %e obratno. Ce u € Ker L*L, potem L*Lu = 0. Po definiciji L* je
(Lu, Lu) = (u, L*Lu) = (u,0) = 0. Odtod sledi Lu =0, torej je u € Ker L.
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Oglejmo si nekaj posledic formule (6).

Ce na obeh straneh formule (6) vzamemo ortogonalni komplement in
upodtevamo, da po formuli (4) velja Im L* = (Ker L)+ in
Im L*L = Im (L*L)* = (Ker L*L)*, potem dobimo

ImL*L=TmL".
Ce v formulah (6) in (7) zamenjamo L z L*, potem dobimo

Ker LL* = Ker L*,
ImLL* =Tm L.

Opomba: Pravimo, da je L: V — V normalna linearna preslikava,

Ce velja LL* = L*L. Za normalne linearne preslikave iz (6) in (8) sledi,
da je Ker L* = Ker L, iz (7) in (9) pa sledi, da je Im L* = Im L.
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6. Lastne vrednosti adjungirane matrike

Recimo, da je A kompleksna n x n matrika. Zanima nas, kak3$na je zveza
med lastnimi vrednostmi matrike A in lastnimi vrednostmi matrike A*.

Izrek o lastnih vrednostih adjungirane matrike

Naj bo A kvadratna matrika nad C in naj bo A € C. Potem je A lastna
vrednost za A natanko tedaj, ko je A lastna vrednost za A*.

Dokaz: Radi bi dokazali, da velja Ker (A — Al) # {0} natanko tedaj, ko
velja Ker (A* — Xl) # {0}. Zado¥¢a dokazati, da velja

dim Ker (A — Al) = dim Ker (A* — \/). (1)
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Oznatimo B = A — \l. Iz lastnosti operacije adjungiranja sledi, da je

B* = A* — \l. Torej zadosta dokazati, da je
dim Ker B = dim Ker B*.
|z izreka Ker B* = (Im B)~ sledi
dim Ker B* = dim(Im B)*
Po izreku o ortogonalnem razcepu, je
dim(Im B)* = n — dimIm B
kjer je n velikost matrike A. Po osnovnem izreku je
n —dimIm B = dim Ker B.

Iz formul (3), (4) in (5) sledi formula (2).

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Petindvajseto predavanje

april 2021

O

8 /21



Oglejmo si 8e en dokaz, ki je bolj raunski.

Najprej opazimo, da za vsako kompleksno kvadratno matriko B velja

det B* = det(B)" = det B = det B.

Ce vstavimo B = A — x I, dobimo
det(A* — x 1) = det(A — x 1),

torej za karakteristi¢na polinoma A in A* velja

pa- (%) = pa(x).

Torej je pa(x) = 0 natanko tedaj, ko je pa«(x) = 0, kar dokaZe izrek.

Opomba: |z tega dokaza je razvidno, kako se pa+(x) izraZa z pa(x).
Iz pa(x) = co + cix + ... + c,x" namrec sledi, da velja
pA*(X) = pA()_() =c+cax+...+cepx"=¢+Cix+ ...+ Z‘an.
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Primer
Doloci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

]33]

in njene adjungirane matrike A*.

Resitev: Karakteristi¢ni polinom matrike A je
det(A—A)=(1-2)2-2i=(1-N?>-Q+i)P>=\+)A-2-1)

torej sta —i in 2 4 lastni vrednosti matrike A. Podobno je

det(A* = AN =(1-N2+2i=1-2)>-Q—-)=ON—-i)\—-2+1)

karakteristi¢ni polinom matrike A*. Torej sta / in 2 — i lastni vrednosti
matrike A*. Torej so lastne vrednosti za A* res konjugirane lastnim
vrednostim za A.
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Lastna podprostora za A sta
. . 1— . : 1—
Ker (A+il) = Lin [ 1 ], Ker(A—(2+1i)/) = Lin [ 1 ]
Lastna podprostora za A* pa sta
. . 1— N . . 1—1
Ker (A* —il) = Lin [ s ], Ker (A* — (2 —/)l) = Lin [ 5 ]

Odtod je razvidno, da Ker (A — Al) in Ker (A* — /) nista nujno enaka.
Opomba: Pokazali bomo, da za normalne matrike vedno velja

Ker (A — M) = Ker (A* — M). Gornji primer kaZe, da to v splosnem ni
res. Vemo pa, da vedno velja dimKer (A — /) = dim Ker (A* — A/).
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7. Simetri¢ne in hermitske matrike
Oglejmo si pomemben razred linearnih preslikav.

Definicija sebiadjungirane preslikave

Naj bo V kon&norazsezen vektorski prostor s skalarnim produktom.
Linearna preslikava L: V — V je sebiadjungirana, e velja L = L*.

Opomba: Ce je A matrika sebiadjungirane preslikave L: V — V glede na
ortonormirano bazo B za V, potem je A* = ([L]g)" = [L*]z = [L]z = A.
Taki matriki v€asih pravimo sebiadjungirana matrika, vendar se pogosteje
uporablja naslednja terminologija:

Definicija simetri¢ne in hermitske matrike

Kompleksna matrika A je hermitska, ¢e zados¢a A = A*. Realnim
hermitskim matrikam pravimo tudi simetri€ne matrike.

Opomba: Za vsako matriko A sta A*A in AA* hermitski matriki.
Vsaka potenca hermitske matrike je spet hermitska matrika.
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Primer: Ortogonalni projektorji

Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom, W podprostor v V
L: V — V taka linearna preslikava, ki vsakemu vektorju iz V' priredi

in

njegovo ortogonalno projekcijo na W. PokaZimo, da je L = L* in L = 2.

Dokaz: Naj bo ws, ..., wy ortonormirana baza za W. Potem za vsak
veVveljalv= ZLl(v, w;)w;. Za vsak v/ € V velja

k k
(Lv, V') = (Z(v, wi)wi, V') = Z(v, wi) (wi, V'),
i=1 i=1
k k
(v, Lv") = (v, Z(v Wi wp) = Z (v, wi) (v, w;)
i=1 =1

1
Torej je za vsaka v,v' € V velja (Lv,v') = (v, LV') kar pomeni L = L*.
Ker je Lw; = w; za vsak i, je
k

k
[2v = Z(v, w;i)Lw; = Z(v, wi)w; = Lv.

i=1 i=1
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Kaj lahko povemo o lastnih vrednostih hermitskih matrik?

Vse lastne vrednosti hermitska matrike so realne.

Trditev 1 J

Dokaz: Naj bo X lastna vrednost hermitske matrike in naj bo v pripadajoci
lastni vektor. Potem za standardni skalarni produkt velja

Mv,v) = (Av,v) = (Av,v) = (v, A*V) = (v, Av) = (v, Av) = X(v, V)
Ker je v # 0, lahko pokrajsamo (v, v) in dobimo A = . O]

Kaj lahko povemo o lastnih vektorjih hermitskih matrik?

Trditev 2
Lastna vektorja hermitske matrike, ki pripadata razli¢nim lastnim
vrednostim, sta ortogonalna glede na standardni skalarni produkt.
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Dokaz: Naj bo A hermitska matrika in naj bosta v in v njena lastna
vektorja. Naj bosta A in p pripadajodi lastni vrednosti, se pravi

Au=Au in Av=npv.
Po prejsnji trditvi sta A in u realni $tevili. Odtod sledi
(Au,v) = (Au,v) = X(u,v)

(u, Av) = (u, uv) = i(u, v) = plu, v)
Ker je A hermitska matrika, velja
(Au,v) = (u, A*v) = (u, Av)

1z (1), (2) in (3) sledi
Mu, v) = plu, v)
Ce je A\ # p, iz (4) sledi, da je

(u,v) =0.
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Kaj lahko povemo o Jordanski formi hermitske matrike?

Vsaka hermitska matrika je podobna diagonalni matriki.

Trditev 3 J

Dokaz. Zados¢a dokazati, da se korenski podprostori ujemajo z lastnimi
podprostori. Odtod namrel sledi, da so vse Jordanske kletke velikosti 1.

Naj bo A lastna vrednost hermitske matrike A. Radi bi dokazali, da za
vsako naravno Stevilo m velja Ker (A — A/)™ = Ker (A — /).

Ozna&imo B = A — Al in opazimo, da je tudi matrika B hermitska.
Iz formule Ker B*B = Ker B torej sledi, da je Ker B2 = Ker B.
Ce namesto B vstavimo B2 za k = 1,...,m—1, dobimo

Ker B2" = Ker B2" ' =Ker B2" " = ... = Ker B.
Ker je 2™ > m za vsak m, odtod sledi
Ker B C Ker B™ C Ker B®" = Ker B
Torej res za vsak m velja

Ker B™ = Ker B.
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Definicija unitarne in ortogonalne matrike

Kompleksna n x n matrika je unitarna, ¢e njeni stolpci tvorijo
ortonomirano bazo za C" glede na standardni skalarni produkt.

Realni unitarni matriki pravimo tudi ortogonalna matrika.

Opomba: Za unitarno matriko P velja PP* = |. Za ortogonalno matriko
P velja PPT = |. V obeh primerih je torej P~1 = P*.

Izrek

Za vsako hermitsko matriko A obstaja taka unitarna matrika P in taka
realna diagonalna matrika D, da velja A= PDP~!.

Za vsako simetri¢éno matriko A obstaja taka ortogonalna matrika P in taka
realna diagonalna matrika D, da velja A= PDP~!.

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Petindvajseto predavanje april 2021 17 /21



Dokaz prvega dela: Naj bo A hermitska n x n matrika. Za vsak lastni
podprostor matrike A izberimo ortonormirano bazo. Naj bo B unija
izbranih ortonormiranih baz po vseh lastnih podprostorih matrike A.

Ker so lastni podprostori matrike A paroma ortogonalni (po Trditvi 2), je
B ortogonalna mnoZica. Ker je C” direktna vsota lastnih podprostorov
matrike A (po Trditvi 3), je B ogrodje za C". Torej je I3 ortonormirana
baza za C". Sestavljena je iz lastnih vektorjev matrike A.

Naj bo P matrika, katere stolpci so elementi baze B. Potem je P unitarna
matrika, katere stolpci so lastni vektorji matrike A, torej je

AP:A[vl v,,]:[Avl Av,,]:
A ... 0
:[Alvl )\,,v,,]:[vl v,,] oot = PD [
0 ... X\
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Dokaz drugega dela. Naj bo A simetri¢na matrika. Naj bodo Aq,..., Ak
vse paroma razli¢ne lastne vrednosti matrike A. Ker so matrike A — \;/
realne (po Trditvi 1), lahko za lastni podprostor Ker(A — \A;l) izberemo
ortonormirano bazo B; iz realnih vektorjev. (Gram-Schmidtova
ortogonalizacija nam realno bazo spremeni v realno ortogonalno bazo.)
Ker so lastni podprostori matrike A paroma ortogonalni in ker je njihova
vsota enaka C" je Uf-;l B; ortonormirana baza za C". Elemente te baze
vzamemo za stolpce matrike P. []

Se en dokaz drugega dela: DokaZimo s popolno indukcijo, da ima R”
ortonormirano bazo iz lastnih vektorjev matrike A. Recimo, da je

B = {v1,...,v,} ortonormirana mnozica v R" iz lastnih vektorjev A.
Trdimo, da za vsak w € Bt velja Aw € BL. Za vsak v € B je namret
(Aw,v) = (w, Av) = (w, A\v) = XM(w, v) = 0. Ker je BL invarianten za A,
vsebuje vsaj en realen lastni vektor za A. Ce ta lastni vektor normiramo,
dobimo tak vektor v,y1, da je {vi,...,V,, v,41} ortonormirana mnoZica v
R" iz lastnih vektorjev matrike A. O
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Primer
Naj bo
1 1 1
A=11 3 -1
1 -1 3

Poisci tako ortogonalno matriko P in tako diagonalno matriko D, da je

A= PDP 1.

Karakteristi¢ni polinom matrike A je
det(A — xI) = —x3 + 7x* — 12x = —x(x — 3)(x — 4)

Lastni vektorji, ki pripadajo lastnim vrednostim 4, 3, 0 so

0 1 2
“1|,l1],] 1
1 1 1
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O¢itno so to vektorji paroma ortogonalni. Ce jih normiramo, dobimo

0 1/v/3 —2//6
SRR
1/V2 1/v3 1/v6

Iskana matrika P je torej

0 1/v/3 —2/V6
P = [1/\/5 1/vV3 1/V6 ]
1/vV2 1/V/3 1/V6

iskana matrika D pa je
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Adjungirana preslikava - 3. del
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8. Normalne matrike

Obigajno matrika ne komutira s svojo adjungirano matriko. Kadar pa
komutira, ima zelo lepe lastnosti.

Definicija normalne matrike J

Kompleksna matrika A je normalna, &e zado$¢a A*A = AA*.

Najprej zabeleZimo preprosto ugotovitev.

Vsaka normalna matrika je kvadratna.

Trditev J

Dokaz: Ce je A m x n matrika, potem je A* = (A)T n x m matrika.
Matrika A*A je potem n x n matrika, matrika AA* pa m X m matrika.
Ce je A normalna, potem velja n = m, torej je A kvadratna matrika. O

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Sestindvajseto predavanje april 2021 2 /25



Oglejmo si nekaj primerov normalnih matrik.

Primer 1: Hermitske matrike so normalne

Ce je A hermitska, potem velja A* = A. Odtod sledi A*A = A2 = AA*.
Torej je A normalna matrika.

Primer 2: Unitarne matrike so normalne

Ce je A unitarna, potem je A* = A~1. Odtod sledi A*A = | = AA*. Torej
je A normalna matrika.

Primer 3: Diagonalne matrike so normalne

Ce je A diagonalna, potem je tudi A* diagonalna. Dve diagonalni matriki
vedno komutirata, zato je A*A = AA*. Torej je A normalna matrika.

Primer 4: Iz A = AT ne sledi nujno, da je A normalna

Matrika A = [ } ! ] zado¥a A = AT, vendar ni normalna.

0

v
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Primer 5: Normalne 2 x 2 matrike

Matrika [ i 3 } je normalna <= |b| = |c| in &(a — d) = b(3 — d).

Dokaz: 2 x 2 matrika je normalna natanko tedaj, ko velja
ac a b| |ab
b d c d| |c d

To pa velja natanko tedaj, ko je
3a+cc=aa+bb ab+cd=ac+ bd
ba+dc=ca+db bb+ dd = c¢ + dd

ol Ll
Q1 nl

Prva in etrta enakost sta ekvivalentni z bb = c¢, se pravi z

|b] = |l

Tretja enakost je samo konjugirana druga enakost, ki je ekvivalentna z

¢(a—d) = b(a — d)
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Ce je A lastna vrednost matrike A, potem vemo, da je X lastna vrednost
matrike A*. Vemo tudi, da v splodnem iz Av = Av ne sledi A*v = \v.
Velja pa to za normalne matrike, kar bomo dokazali v dveh korakih.

Ce je matrika A normalna, potem je za vsak A € C tudi A — A/ normalna.

Trditev J

Dokaz. Ozn_ac“:imo B = A — Al. Iz lastnosti adjungiranja sledi, da je
B* = A* — A\l. Ker je A normalna, velja A*A = AA*. Odtod sledi

BB* = AA* — MA* — M+ M\ = A*A — MA* — MA+ A\ = B*B. O
Trditev
Ce je matrika A normalna, potem imata A in A* enake lastne vektorje. J

Dokaz: Naj bo X lastna vrednost normalne matrike A. Po prejsnji trditvi je
tudi B = A — Al normalna matrika. Vemo Ze, da odtod sledi

Ker B = Ker B*B = Ker BB* = Ker B*.
Torej za normalno matriko A velja
Ker (A — Al) = Ker (A* — \/).
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lzrek
Vsaka normalna matrika je podobna diagonalni matriki. J

Dokaz: Radi bi dokazali, da je vsak korenski podprostor normalne matrike
Ze kar lastni podprostor. 1z korenskega razcepa potem sledi, da ima
matrika n linearno neodvisnih lastnih vektorjev, torej se da diagonalizirati.
Naj bo A normalna matrika in naj bo A\ njena lastna vrednost. Vemo, da je
potem tudi matrika B = A — Al normalna. Radi bi dokazali, da velja

Ker B? = Ker B. (1)

Odtod s popolno indukcijo dokaZemo, da velja Ker B2 = Ker B za vsak k.
Ker je 2k > k za vsak k, odtod sledi Ker B C Ker BX C Ker B = Ker B,
torej je Ker BX = Ker B za vsak k. To pomeni, da je korenski podprostor
za ) res enak lastnemu podprostoru za A.
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Vemo Ze, da velja
Ker B*B = Ker B.

Ce v formulo (2) namesto B vstavimo B*B, dobimo
Ker (B*B)? = Ker B*B.
Ce v formulo (2) namesto B vstavimo B2, dobimo
Ker (B%)*B? = Ker B2.
Ker je B normalna preslikava, velja
(B?)*B? = B*B*BB = B*BB*B = (B*B)°.

Lastnost (1) sledi iz formul (2)-(5).
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Izrek
Lastni podprostori normalne matrike so paroma ortogonalni. J

Dokaz: Recimo, da je A normalna matrika in da sta A in p razli¢ni lastni
vrednosti za A. Radi bi pokazali, da je vsak vektor u € Ker (A — \/)
pravokoten na vsak vektor v € Ker (A — pu/) glede na standardni skalarni
produkt na C”".

Dokazali smo Ze, da velja Ker (A — ul) = Ker (A* — fil), torej je
plu, vy = (u, iv) = (u, A"v) = (Au, v) = (Au, v) = Xu, v).

Ker je i # A, odtod sledi (u, v) = 0, kar smo Zeleli dokazati. O
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Sedaj lahko povemo 3e vel o diagonalizaciji normalnih matrik.

[zrek

Matrika A je normalna natanko tedaj, ko obstajata taka diagonalna
matrika D in taka unitarna matrika P, da velja A= PDP!.

Dokaz: Ce je A= PDP~!, kjer je D diagonalna in P zado¥ta P! = P*,
potem velja

A*A = (PDP*)*PDP* = PD*P*PDP* = PD* DP*
AA* = PDP*(PDP*)* = PDP*PD* P* = PDD*P*.

Ker je D*D = DD*, sledi A*A = AA*.
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Privzemimo sedaj, da je A normalna n X n matrika. Vemo, da je vsota
vseh lastnih podprostorov matrike A enaka C" in da so lastni podprostori
paroma pravokotni glede na standardni skalarni produkt. Ce za vsak lastni
podprostor izberemo ortonormirano bazo, potem je unija teh baz

ortonormirana baza za C". Ozna&imo to ortonormirano bazo z vy, ..., v,.
Naj bodo A1, ..., A, pripadajole lastne vrednosti. Ozna&imo

A ... O

P:[vl vn] in D= : Lo

0 ... A
Ker je v1,..., v, ortonormirana baza glede na standardni skalarni produkt,
je

P*P=1.
Ker so v, ..., v, lastni vektorji z lastnimi vrednostmi A1,..., \,, je
AP = [ Vi ... ApVp } = PD.
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Oglejmo si e normalne preslikave in njihovo zvezo z normalnimi matrikami.
Definicija

Naj bo V kon&norazseZen vektorski prostor s skalarnim produktom.
Linearna preslikava L: V — V je normalna, ¢e velja L*L = LL*.

Trditev

Naj bo V konénorazsezen vektorski prostor s skalarnim produktom in B
ortonormirana baza za V. Potem je linearna preslikava L: V — V
normalna natanko tedaj, ko je njena matrika [L] normalna.

Dokaz: Vemo, da velja [L*]5 = ([L]5)". Odtod sledi, da je

[L*L]s = [L]s[L]s = ([L]5)"[L]s in [LL*]s = [L]s[L*]5 = [L]5([L]5)".
Torej velja ([L]5) [L]s = [L]s([L])" natanko tedaj, ko je

[L*L]p = [LL*]p. Slednje velja natanko tedaj, ko je L*L = LL*. O

Opomba: Na$ glavni izrek za normalne matrike lahko povemo tudi takole:
Linearna preslikava L: V — V je normalna natanko tedaj ko obstaja taka
ortonormirana baza B za V/, da je matrika [L]|g diagonalna. (Velja nad C.)
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8. lzometrije

Izometrije so preslikave, ki ohranjajo razdaljo. Ker razdaljo definiramo z
normo, jih definiramo kot linearne preslikave, ki ohranjajo normo.

Definicija izometrije
Naj bosta U in V kon&norazsezna vektorska prostora s skalarnim
produktom. Pravimo, da je linearna preslikava L: U — V izometrija,
Ce za vsak u € U velja

ILullv = [lully-

Opomba: Vsaka izometrija je injektivna, saj iz Lu =0 in iz ||Lu|| = ||u||
sledi u = 0. Izometrija je surjektivna natanko tedaj, ko je dim U = dim V.
Primer izometrije, ki ni surjektivna

Preslikava L: C? — C®, kjer L(x,y) = (x,y,0,0,0) je izometrija,
¢e sta C? in C® opremljena s standardnim skalarnim produktom.

Opomba: Kadar je V = U pravimo izometriji tudi unitarna linearna
preslikava. Vsaka unitarna linearna preslikava je bijektivna.
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Ogl

Trd
Za

ejmo si najprej nekaj karakterizacij izometrij.
itev
linearno preslikavo L: U — V/, kjer sta U in V' konénorazseZna

vektorska prostora s skalarnim produktom, so ekvivalentne trditve:

©00O0

L je izometrija
(Lu, L")y = (u, u")y za vsaka u, v’ € U
L*L = idy (identi¢na preslikava na U)

Za vsako ortonormirano bazo uy,...,u, v U je Luy, ..., Lu,
ortonormirana mnoZzica v V.

Za neko ortonormirano bazo uy,...,u, v U je Luy,..., Lu,
ortonormirana mnoZica v V.

Opomba: Te karakterizacije seveda veljajo tudi za unitarne linearne
preslikave, saj so te posebni primeri izometrij.
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Dokaz: DokaZimo najprej ekvivalenco med (1) in (2). Ce velja (2), potem
je |ILu||? = (Lu, Lu) = (u, u) = ||u||? za vsak u € U, torej je L izometrija.
Recimo, da je L izometrija. V kompleksnem primeru velja

3
1
(Lu, Lu'y = Z > KL+ ik L
k=0

3
1. .
= 3 > KL+ k)P
k=0

3

1
= 3>l i)
k=0
= (u, ).

Torej L zados¢a (2). Podobno velja tudi v realnem primeru, samo drugo
polarizacijsko identiteto uporabimo.
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DokaZimo sedaj ekvivalenco med (2) in (3). Ce velja (3), potem je
(Lu, Lu"y = (u, L*Ld"y = (u,idyu’) = (u, )
za vsaka u, v’ € U. Torej velja (2). Obratno, &e velja (2), potem je
(u, L*Ld" — 'y = (u, L* L") — (u, 'y = (Lu, L'y — (u, ") =0

za vsaka u, ' € U. Ce vstavimo u = L*Lu' — ', dobimo, da je L*Lu' = '
za vsak u' € U. Torej velja (3).

Ocitno iz (2) sledi (4) in iz (4) sledi (5). DokaZimo 3e, da iz (5) sledi (1).
Naj bo us, ..., u, taka ortonormirana baza za U, da je Luq,..., Lu,
ortonormirana mnozica v V. Vzemimo poljuben element u € U in ga
razvijmo po ortonormirani bazi; recimo u = aju1 + ...+ ayu,. Po

Parsevalovi identiteti velja ||u||?> = |a1]?> + ... + |a,|?. Podobno iz
Lu=ailuy + ...+ aylu, in ortonorm|ranosti Luy,. .., Lu, sledi, da je
| Lu|? = ]a1|2 ..+ |anl?. Torej je ||Lu|| = ||ul| za vsak u € U. O
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Kaj lahko povemo o matriki izometrije?

Trditev

Naj bosta U, V konénorazsezna vektorska prostora s skalarnim produktom.
Naj bo B ortonormirana baza za U in naj bo C ortonormirana baza za V.
Potem je linearna preslikava L: U — V izometrija natanko tedaj, ko za
njeno matriko A = [L]c«p velja A*A = 1.

Dokaz: Vemo, da je linearna preslikava L: U — V izometrija natanko
tedaj, ko je L*L = idy. Oitno to velja natanko tedaj, ko je [L*L]z = I.
Upostevajmo 3e, da je [L*L|g = [L¥]Bc[Llcn in [L¥]Bec = ([L]C%B)*-
Torej je L izometrija natanko tedaj, ko je ([L]CeB)*([L]CeB) =1.

O

Opomba: Ce ortonormirani bazi B in C spretno izberemo, se matrika
izometrije zelo poenostavi. lzberimo tako ortonormirano bazo
B={u,...,up} v U dajevy=Lu,...,v,= Lu, ortonormirana
mnozica v V. Naj bo vu41,..., vy, njena dopolnitev do ortonormirane

baze C za V. Potem je matrika [L]c. oblike [ (l) }
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Trditev

Za pravokotno kompleksno matriko A velja A*A = | natanko tedaj, ko so
stolpci A ortonormirana mnozica glede na standardni skalarni produkt.

Dokaz: Naj bodo v, ..., v, stolpci matrike A. Potem velja
vy vivi ... v,
A*A = ; [ Vi ... ] =
7 ViVl ... Vv,

kjer je vi'v; = (vi, vj) standardni skalarni produkt. Odtod sledi, da velja
A*A = | natanko tedaj, ko je

1 tei=j
<"”"J>_{0 e i j

torej natanko tedaj, ko je {vi,..., vh} ortonormirana mnoZica glede na
standardni skalarni produkt. O
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Nase ugotovitve o matrikah izometrij povzemimo v naslednjo trditev:

Trditev

Za vsako kompleksno m x n matriko A, kjer je m > n, so ekvivalentne
naslednje trditve:

Q AA=1.
@ Stolpci matrike A so ortonormirana mnoZzica v C™ glede na
standardni skalarni produkt.

© Linearna preslikava Ly: C" — C™, v — Av je izometrija.

@ Obstaja taka izometrija L: U — V, kjer dm U =nin dimV = m, in

taki ortonormirani bazi B za U in C za V, da velja A = [L]c3-
© Obstaja taka unitarna m x m matrika P in taka unitarna n x n

matrika @, da velja A= P [ g’ } Q.
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9. Ortogonalne in unitarne matrike

Za¢nimo kar z definicijo.

Definicija ortogonalne matrike in unitarne matrike

Naj bo A kompleksna kvadratna matrika, ki zado$¢a A*A = [. Potem
pravimo, da je A unitarna matrika. Realni unitarni matriki pravimo tudi
ortogonalna matrika.

Opomba: Vemo, da za kvadratne matrike iz lastnosti A*A = [ sledi
AA* = [|. Odtod sledijo naslednje preproste lastnosti unitarnih matrik:

@ Vsaka unitarna matrika je normalna.

@ Vsaka unitarna matrika A je obrnljiva in zadogta A~! = A*.

o Ce je A unitarna matrika, potem je tudi A* unitarna matrika.
Opomba: Dokazali smo Ze, da je kvadratna matrika unitarna natanko

tedaj, ko njeni stolpci tvorijo ortonormirano bazo glede na standardni
skalarni produkt. To nam da veliko primerov unitarnih matrik.
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Primer: Klasifikacija ortogonalnih 2 x 2 matrik

Za vsak realen ¢ sta matriki

cosp —singp - cosp  sing
sinp  cosp sinp —cosp

ortogonalni. Vsaka ortogonalna 2 x 2 matrike je ene od teh dveh oblik.

Dokaz: Obe matriki sta realni, kvadratni in zado$¢ata A*A = I, torej sta
ortogonalni. Ce je matrika
a b
2]

ortogonalna, potem velja ATA =/, se pravi
2?+c® ab+cd] [a c|[a b] _[1 0
ab+cd b°+d*> | | b d c d| |01
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Iz a®> + ¢ = 1 sledi, da obstaja tak realen ¢, da velja a = cos ¢ in
¢ = sinp. Podobno iz b?> + d? = 1 sledi, da obstaja tak realen 1),
da je b=-cos® in d =sin. Iz ab+ cd = 0 potem sledi, da je

cos(1) — ¢) = cos pcos ) + sinsiny = ab+ cd = 0.

Odtod sledi, da je ¢ — p = 5 + km. Torej je

a b] [cosp cos(5+km+¢)]| [ cosp —(—1)<singp
c d| |sing sin(Z+kr+g) | [sing (—1)kcosyp
Za sode k dobimo prvo matriko, za lihe k pa drugo matriko. Ol
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Unitarne matrike imajo zanimivo algebrai¢no strukturo.

Trditev J

MnoZica vseh unitarnih n X n matrik je grupa za matri¢no mnoZenje.

Dokaz: Ce sta A in B unitarni matriki, potem velja
(AB)*(AB) = (B*A*)(AB) = B*(A*A)B = B*IB=B*B =1,

torej je tudi AB unitarna matrika. Ce je A unitarna matrika, potem velja
A~1 = A*. Odtod sledi

(A—l)*A—l _ (A—l)*A* — (AA—I)* — I* _ I,

torej je tudi A~! unitarna matrika. O
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Za vsak obseg F oznatimo z GL(n, F) grupo vseh obrnljivih n x n matrik
z elementi iz F. Tej grupi pravimo splo$na linearna grupa. Grupo vseh
n x n matrik nad F z determinanto 1 ozna&imo z SL(n, F) in ji pravimo
specialna linearna grupa.

Grupo vseh unitarnih n x n matrik ozna&imo z U(n) in ji pravimo splosna
unitarna grupa. Grupo vseh unitarnih n X n matrik z determinanto 1
oznatimo z SU(n) in ji pravimo specialna unitarna grupa.

Grupo vseh ortogonalnih n x n matrik oznatimo z O(n) in ji pravimo
sploSna ortogonalna grupa. Grupo vseh ortogonalnih n x n matrik z
determinanto 1 ozna¢imo z SO(n) in ji pravimo specialna ortogonalna
grupa. Grupi O(2) in SO(2) smo eksplicitno izratunali.

GL(n,C) > U(n) GL(n,R) D> O(n)
U U U U
SL(n,C) > SU(n) SL(n,R) D> SO(n)
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Kaj vemo o lastnih vrednostih in lastnih vektorjih unitarnih matrik?

Trditev J

Lastne vrednosti unitarne matrike imajo absolutno vrednost 1.

Prvi dokaz: Naj bo A lastna vrednost za unitarno matriko A in naj bo v
pripadajodi lastni vektor. Ker je A*A =1, velja

(v,v) = (v, v) = (v, A*Av) = (Av, Av) = (Av, \v) = AX(v, v).

Ker je v # 0, lahko krajéamo (v, v) in dobimo 1 = A\.

Drugi dokaz: Ker je vsaka unitarna matrika normalna, ima faktorizacijo
A = PDP~1, kjer je D diagonalna in P unitarna matrika. Odtod sledi

D*D = (P*AP)*(P*AP) = P*A*PP*AP = P*A*AP = P*P = |.

Torej imajo diagonalni elementi matrike D absolutno vrednost 1. Toda
diagonalni elementi matrike D so ravno lastne vrednosti matrike A.
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Primer
Vemo, da sta matriki

A:[c.osw —smgo] n B_[cc.)sgo sin @ ]
singp  cosp sinp —cosy

ortogonalni za vsak ¢. Lastni vrednosti matrike A sta cos ¢ = i sin ¢.
Lastni vrednosti matrike B sta £1.

O lastnih vektorjih ne moremo povedati ni¢ novega.
Trditev

Razli¢nim lastnim vrednostim unitarne matrike pripadata ortogonalna
lastna vektorja.

Prvi dokaz: Vsaka unitarna matrika je normalna in za normalne matrike
smo to Ze dokazali.

Drugi dokaz: Naj bo Au= Auin Av = uv in A # u. Ker je A unitarna,
je Mi(u, v) = (Au, pv) = (Au, Av) = (u, A*Av) = (u, v). Poleg tega iz

A # pin AN = pfi = 1 sledi, da je \i # 1. Odtod sledi (u, v) =0.
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Singularni razcep - 1. del
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1. Pozitivho semidefinitne matrike

Te matrike bomo potrebovali pri konstrukciji singularnega razcepa.

Definicija pozitivno semidefinitne in pozitivno definitne matrike
Matrika A je pozitivno semidefinitna, &e je sebiadjungirana in ce velja
(Av, v) > 0 za vsak vektor v. Matrika A je pozitivno definitna, &e je
sebiadjungirana in &e velja (Av,v) > 0 za vsak neni&eln vektor v.

Oznake: Ce je matrika A pozitivno semidefinitna pisemo A > 0.
Ce je matrika A pozitivno definitna, pisemo A > 0.

Opomba: V obeh definicijah uporabljamo standardni skalarni produkt,
ki je definiran z (u,v) = v*u. Torej je (Av,v) = v*Av.

Opomba: Pozitivno definitne matrike so poseben primer pozitivno
semidefinitnih matrik. Te pa so poseben primer sebiadjungiranih matrik.

Opomba: Lahko bi definirali tudi pojem pozitivno (semi)definitne linearne
preslikave iz V' v V, kjer je V vektorski prostor s skalarnim produktom.
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Oglejmo si nekaj lastnosti pozitivno semidefinitnih matrik.

lzrek (Karakterizacije pozitivno semidefinitnih matrik)

Za kompleksno matriko A so ekvivalentne naslednje trditve:
@ A je pozitivno semidefinitna.
@ A je sebiadjungirana in vse njene lastne vrednosti so > 0.

© Obstaja taka unitarna matrika P in taka diagonalna matrika D,
ki ima vse elemente realne in > 0, da velja A= PDP—1.

@ Obstaja taka sebiadjungirana matrika B, da velja A = B2.
© Obstaja taka matrika B (ne nujno kvadratna), da velja A = B*B.

Dokaz. Ce velja (1), potem za vsako lastno vrednost A matrike A in za
vsak pripadajoi lastni vektor v velja A(v,v) = (Av,v) = (Av,v) > 0.
Ker je v # 0, odtod sledi A\ > 0. Torej velja (2).

Vemo, da se da vsako sebiadjungirano matriko A izraziti kot A = PDP—1
kjer je P unitarna matrika in D realna diagonalna matrika, ki ima po
diagonali lastne vrednosti matrike A. Torej iz (2) sledi (3).
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Ce velja (3), lahko diagonalne elemente matrike D korenimo. Torej obstaja
taka realna diagonalna matrika E, da je D = E2. Definirajmo matriko

B := PEP~1. Ker je matrika P unitarna, je matrika B sebiadjungirana in
velja B2 = (PEP~1)? = PE2P~! = PDP~1 = A. Torej velja (4).

Otitno iz (4) sledi (5). Ce velja (5), potem je A* = (B*B)* = B*B = A.
Poleg tega je (B*Bv,v) = (Bv, Bv) > 0 za vsak v. Torej velja (1). O

Sedaj lahko definiramo osnovni pojem, ki nastopa v singularnem razcepu.

Definicija singularne vrednosti matrike

Naj bo B kompleksna m x n matrika in o nenegativno realno Stevilo.
Pravimo, da je o singularna vrednost matrike B, &e je o lastna vrednost
n X n matrike B*B.

Opomba. Po izreku so vse lastne vrednosti matrike A = B*B realne in

> 0. Njihovi kvadratni koreni so ravno singularne vrednosti matrike B. Ce
so stolpci B linearno neodvisni, potem 0 ni lastna vrednost matrike B*B
(sledi iz Ker B*B = Ker B = {0}) torej so vse singularne vrednosti > 0.
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Pozitivno definitna verzija izreka
Za kompleksno matriko A so ekvivalentne trditve:
@ A je pozitivno definitna.
@ A je sebiadjungirana in vse njene lastne vrednosti so > 0.
© A= PDP~1 za unitarno matriko P in diagonalno matriko D > 0.
Q@ A = B? za obrnljivo sebiadjungirano matriko B.

© A = B*B za matriko B z linearno neodvisnimi stolpci.

Realna verzija izreka
Za vsako realno matriko A so ekvivalentne trditve:
@ A je pozitivno semidefinitna.
@ A je simetri¢na in vse njene lastne vrednosti so > 0.
© A= PDP~! za ortogonalno matriko P in diagonalno matriko D > 0.

©Q A = B2 za simetri¢no matriko B.

@ A = BT B za realno matriko B, ki ni nujno kvadratna.

v
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Opomba: Pogosto se zastavi vpra3anje ali Ze iz pogoja (Av, v) > 0 za vsak
v sledi, da je A pozitivno semidefinitna. V realnem primeru je odgovor ne,
v kompleksnem primeru pa je odgovor da.

Prvi del dokaza: Ce je A nenicelna realna matrika, ki zado¥¢a AT = —A,
potem A ni sebiadjungirana, vendar velja (Av,v) = 0 za vsak realen v.

Velja namret v Av = (vT Av)T = vTATv = —vT Ay, torej je v Av = 0.

Drugi del dokaza. PokaZimo, da je kompleksna n x n matrika A
sebiadjungirana natanko tedaj, ko velja (Av,v) € R za vsak v € C".

Za B:= A— A* velja (Bv,v) = (Av,v) — (A*v,v) = (Av,v) — (Av, v).
Torej je (Av,v) € R natanko tedaj, ko je (Bv,v) = 0. Ce je (Bv,v) =0
za vsak v, potem vstavimo v = u + ¢ in dobimo (Bu, u") + (Bu', u) =0
za vsaka u, u'. (Ker je (Bu,u) = (Bu',u’) = 0.) Ce namesto u vstavimo
iu, dobimo i(Bu, u'y — i(Bu',u) = 0 za vsaka u, . Ce to enatbo delimo z
i in jo pri¥tejemo k gornji enatbi, dobimo (Bu, u’) = 0 za vsaka u, . Ce
vstavimo v’ = Bu, dobimo Bu = 0 za vsak u. Torej je B = 0.
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2. Klasifikacija skalarnih produktov
V tem razdelku bomo opisali vse skalarne produkte na R” in C".

Standardni skalarni produkt je definiran z (u, v) = v*u. Na dolgo

a Bl a1
(.| N=abri+...+aba=[5 ... Bn]
Qn Bn ap
Vsak drug skalarni produkt bomo oznatili z [u, v].

Trditev

Ce je A kompleksna pozitivno definitna n x n matrika, potem je z
[u,v] .= (Au, v)

definiran skalarni produkt na C". Ce je A realna pozitivno definitna n x n
matrika, potem nam ista formula da skalarni produkt na R”.

v
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Dokaz: Preverimo, da [u, v] zadod¢a vsem trem lastnostim iz definicije
skalarnega produkta.

Ker je A pozitivno definitna matrika, velja (Au, u) > 0 za vsak neniceln
vektor u. Torej velja [u, u] > 0 za vsak nenieln vektor u.

Ker je A= A*, velja za vsak u in vsak v
[v,u] = (Av,u) = (v, A"u) = (v, Au) = (Au,v) = [u, V]

To je ravno konjugirana simetri¢nost.

Preverimo e linearnost v prvem faktorju. Velja
[ciun + aoup, v] = (A(arur + aawn), v) = (1 Aug + aAug, v) =

= ai1(Aur, v) + a2(Au, v) = aqfu, v] + azluz, v]

za vektorje uj, up, v in skalarja aq, an. ]
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PokaZimo $e, da smo na ta nadin dobili vse skalarne produkte na R” in C".

Trditev

Za vsak skalarni produkt [u, v] na C" obstaja taka kompleksna pozitivno
definitna n x n matrika A, da za vsak u € C" in vsak v € C" velja

[u,v] = (Au, v).

Za vsak skalarni produkt [u, v] na R" obstaja taka realna pozitivno
definitna n x n matrika A, da za vsaka u, v € R" velja [u, v] = (Au, v).

Dokaz: Naj bo ey, ..., e, standardna baza za C". PokaZimo, da je
ler,e1] ... [en, €]
A= 1
[e1,en] ... [en,en]

iskana matrika.
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Iz konjugirane simetri¢nosti skalarnega produkta [u, v] sledi, da je

le1,e1] ... [er,en) [e1,e1] ... [en,ei]
AT = : : = : : =A
[en,e1] ... [en, en] [e1,en] ... [en,en]
Po drugi strani za u = }_I_; aje; in v = 7, e velja
n n _
[u,v] =) aibjlei g] =
i=1 j=1
[el, e1] . [e,,, e1] (6]
= [ B1 Bn ] : . : _ = v*Au = (Au,v)
[er,en] ... [en, en] an

Odtod sledi, da je A pozitivno definitna, saj za vsak neniceln u velja
(Au, uy = [u,u] > 0.
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3. QR razcep in razcep Choleskega
Oglejmo si dva znana razcepa matrik.

lzrek (QR razcep)

Ce je matrika A obrnljiva kompleksna matrika, potem obstaja unitarna
matrika @ in taka zgornje trikotna matrika R, da je A= QR. Ce je A
realna, lahko @ in R izberemo tako, da sta realni.

Dokaz: Naj bodo vi, ..., v, stolpci matrike A, ker je A obrnljiva, so ti
vektorji baza za C". Napravimo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo

%
wy = i, €1 HWiH

w:
Wy = Vo — <V27 e1>el, €2 HWEH

w,
wWp, = Vp— <v,,,el>e1 — .. <vn,e,,,1>, ep = W

Pomnozimo i-to enatbo skalarno z €; in dobimo (w;, €;) = (v;, €).
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Torej je w; = %W; = (w;, ej)e; = (vj, €)e; za vsak i. Odtod sledi
vi = (vi,e)er,
v = (w,e)e + (v, e)e,
Vo = (vp,er)er+ (vn,e)vo + ...+ (v, en)en.

kar lahko po matri¢no zapisemo z

[vl Vo o o... v,,]:
<V1,€1> <V2,€1> <Vn,€1>
=lea & ... e] 0 e . el
0 0 . (vnen)

Torej je res A = QR, kjer je @ unitarna in R zgornje trikotna.
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Izrek (Razcep Choleskega)

Ce je matrika A pozitivno definitna, potem obstaja taka zgornje trikotna
matrika R, da je A= R*R.

Dokaz: Ce je matrika A pozitivno definitna, potem obstaja taka obrnljiva
matrika B, da velja A= B*B. Naj bo B = QR, kjer je @ unitarna in R
zgornje trikotna. Potem je A = (QR)*(QR) = R*Q*QR = R*R. O

Opomba. Matriko R v razcepu Choleskega lahko izratunamo tudi z
naslednjim algoritmom. Za&nimo z

A=A

Recimo, da je A; pozitivno definitna matrika oblike

lici 0 O
A, = 0 aji b;k
0 b; B
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Potem je a;; > 0, torej lahko definiramo obrnljivo zgornje trikotno matriko

i1 0 0
Ri=1| 0 Jai \/i,*,b;k
0 0 In_i
Potem velja
Ai = Ri A R;,
kjer je
.1 0 0
Ay = 0 1 0
0 0 Bj—5-bb;

1

Ta postopek ponovimo n-krat in upostevamo, da je Ap+1 = 1. Dobimo

A=R*R, kijerje R=R,...R:.
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Opomba: Oglejmo si %e, kako QR razcep izpeljemo iz razcepa Choleskega.

Drugi dokaz QR razcepa. Naj bo A obrnljiva matrika. Potem je matrika
A*A pozitivno definitna, torej ima razcep Choleskega

A*A = R'R,
kjer je R zgornje trikotna matrika. PokaZimo, da je matrika
Q:=AR!

unitarna. To sledi iz Q*Q = (R71)*A*AR™! = (R"})*R*RR™! =
(RY)R = (RRV* =1*=1.1z Q= AR ! sledi, daje A= QR. [
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4. Singularni razcep (=SVD)

V tem in naslednjih razdelkih bomo imeli opravka s pravokotnimi (= ne
nujno kvadratnimi) diagonalnimi matrikami.

Definicija pravokotne diagonalne matrike

Pravokotna matrika A = [a; ] je diagonalna, e je a;j = 0 za vsaka i # .

Primera pravokotnih diagonalnih matrik

Pravokotni matriki

o O
O N O
w O O
o O O
5
O O O
O O N O
O W o o

sta diagonalni.
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Izrek o singularnem razcepu

Naj bo A kompleksna m x n matrika. Potem obstajajo taka unitarna
m x m matrika @1, taka unitarna n x n matrika Q> in taka diagonalna
m x n matrika D, kjer d;; > 0 za vsak i = 1,..., min{m, n}, da velja

A=DQ".

Ce je A realna matrika, potem lahko matriki @ in Q> izberemo tako, da
sta obe realni (se pravi ortogonalni). Matrika D je Ze itak realna.

Opomba: Singularnemu razcepu se v angle¥ini re¢e “singular value
decomposition”, kar se okrajsa v "SVD".
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Opomba: 1z A= @ DQ,! = @1DQ; sledi, da je
A'A= QD" Qi QiDQ5 = Q.D*DQ5, (1)

AA* = Q1DQ; Q:D*Q; = QiDD*Q;. (2)

Iz (1) sledi, da so stolpci @ ortonormirana baza iz lastnih vektorjev
matrike A*A. Podobno iz (2) sledi, da so stolpci Q; ortonormirana
baza iz lastnih vektorjev matrike AA*. Ce je m > n, je

[d?, ... 0 ... 0]
dy ... 0 S :
D’D=| : .. : |,DD*=| 0 ... d2, ... 0|, (3)
0 ... d7, : A
| 0 ... 0 ... 0]
kjer so d12’1, ..., d? lastne vrednosti matrike A*A, torej so dii,...,dnn

singularne vrednosti matrike A. Podobno je v primerih m = nin m < n.
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Dokaz izreka: Naj bo A kompleksna m x n matrika. (Realen primer ima
skoraj enak dokaz.) Konstrukcijo singularnega razcepa za A razdelimo v
Stiri dele: konstrukcije @2, D in @y ter dokaz formule AQ> = Q1D.

Konstrukcija matrike Q>. Najprej uredimo lastne vrednosti matrike A*A po
velikosti. Nato izra¢unamo pripadajole lastne podprostore. Za vsakega od
njih dolo¢imo ortonormirano bazo. Elemente v uniji teh baz oznacimo z

Vi,...,Vp, pripadajole lastne vrednosti pa z A\1,..., \,. Velja torej
A*Av; = \v;
zavsak i=1,...,nin A1 > ... > A,. Definirajmo

ng[vl v,,]

Ker je vi,..., v, ortonormirana baza za C", je matrika @, unitarna.
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Konstrukcija matrike D. Naj bo r rang matrike A. Vemo, da je r enak

rangu matrike A*A, zato velja

A > >\ >0,

)\r+1:---

Naj bo o; =+/\jzai=1,...,r in naj bo D diagonalna m x n matrika, ki

ima po diagonali 01, ...,0, in morda ni¢le. Eksplicitno

o1
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Konstrukcija matrike Q1. Za i =1,...,r definirajmo

1
u; = fAV,'.
i

PokaZimo, da ti vektorji tvorijo ortonormirano mnozico v C™. Velja

<U,’, uj> = <AVI7AVJ> - <A*AVI7 VJ> - <)\,‘V;, VJ> -
oio;j oioj oioj
Ai o7 oj 1 Cej=i
_Jio_j<v’7vj>_O_I_o_j<vl7vj>_;j<vlﬁvj>_ 0 EGJ#I

zavsaka i,j=1,...,r. Naj bo uyy1,...,un dopolnitev ortonormirane

mnoZzice u1, ..., u, do ortonormirane baze za C” in naj bo

le[ul Um].
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Za konec dokaZimo 3e, da je res AQ, = @Q1D. Iz

ng[vl cer Ve Vepl ... v,,]
sledi, da je
AQ, = [ Avi ... Av, Aveyr oo Ay ]
= [Avl ... Av, 0 ... O]
Pri drugem enadaju smo upostevali, dazai=r+1,...,n velja

A*Av; = \;v; = 0, odkoder zaradi Ker A*A = Ker A sledi Av; = 0. Iz

QlZ[U1 ce.o Uy Upg1 o .. Um]

in definicije D sledi, da je

WD = [Jlul ... oy, 0 L. 0]

= [Avl ... Av, 0 ... O].
Pri drugem enadaju smo upostevali, da je u; = U%Av,- zai=1,...,r.
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Oglejmo si 8e geometrijski pomen singularnega razcepa.

Posledica

Naj bo A realna m x n matrika in naj bo K enotska krogla v R”. Potem je
mnozica {Av | v € K} elipsoid v podprostoru Im A C R™. Polosi tega
elipsoida so ravno neniéelne singularne vrednosti matrike A.

Dokaz: Naj bo A = QlDle singularni razcep matrike A, ki smo ga
konstruirali v dokazu prejSnjega izreka. Vzemimo poljuben vektor v iz
enotske krogle v R" in ga razvijmo po stolpcih vy, ..., v, matrike Q».
Velja v=>x3vi + ... 4+ XpVn, kjerxlz—l—...—}—x,% <1.

Naj bodo o1, ...,0, nenielni elementi matrike D in naj bodo

u = J%Avl, BN TIES U%Avr zaletni stolpci matrike Q1. Potem velja

Av = x1Avi 4+ ... + XAV, = X011 + ...+ X0 U, = Y101+ .+ YUy,
kjer je Z—§+...+Z—é:x12+...+x,2§x12+...+x,2+...+x,%§1.
Torej A\/1 res leZi v r-razseznem elipsoidu v Im A s polosmi o1,...,0,.
Velja tudi obratno. Vsak element yiu1 + ... + yru, tega elipsoida je slika
nekega elementa iz enotske krogle, namret slika od %Vl +...+ é’—’rvr.
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Singularni razcep - 2. del

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Osemindvajseto predavanje maj 2021 1/24



5. Primeri singularnega razcepa

Primer
Izraunajmo singularni razcep matrike

Resitev: Najprej izraunamo lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

2 1 -2 -1
1 2 -1 =2
-2 -1 2 1
-1 -2 1 2

ATA =

Lastni polinom matrike A je x?(x — 2)(x — 6). Neni&elni singularni
vrednosti matrike A sta o1 = V6 in oy = V2.
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Lastni vektorji, ki pripadajo lastnim vrednostim 6,2 in 0 so

1
1
-1
-1

w1 = , Wo =

Vektorja w3 in wy tvorita bazo za lastni podprostor lastne vrednosti 0.

1

-1
-1

1

1 0
0 1
7W3: 1 7W4: 0
0 1

Na sreco sta Ze ortogonalna, zato ne rabimo Gram-Schmidtove
ortogonalizacije. Odtod dobimo ortonormirano bazo za R*

w1 Wo
Vi= s V2= )
[[wa | [[wa|
Tvorimo matriki Q@ = [ i Vv w3
1 1 1
: 2 0 5
111
A
2 T2 V2
_1 1 19
2 2

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)
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V3 = y Vg = .
[[ws| [[wall
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Ostane nam 3e konstrukcija matrike Q. Najprej izratunajmo vektorja

2 0
1 1 1 1
u = 7AV]_ = — -1 s up = —sz = — —1

o1 V6 1 0 V?2 1

Pois¢imo sedaj tak vektor usz, ki bo w1 in uy dopolnil do ortonormirane
baze za R3. Obitajno se to naredi z Gram-Schmidtom, ampak poglejmo si
%e eno metodo. Regimo enatbo AAT u3 = 0 in reSitev normirajmo. Dobimo
uz = % [ 1 11 ]T. Ker so uy, up in uz lastni vektorji matrike AAT ki
pripadajo razli¢nim lastnim vrednostim 6, 2 in 0, so paroma ortogonalni.
Sedaj lahko tvorimo

2 0 1

\/6 \/§

Q = 1 1 1
! [ U1 U2 U3 ] B \/6 _ﬁ %
1 1 1

Konstruirali smo razcep A = QlDQ2T, kjer sta @1 in @ ortogonalni
matriki, D pa diagonalna matrika. [
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Primer. J

Pojasni kako preprosto izratunamo singularni razcep normalne matrike.

Resitev. Naj bo A n x n matrika, ki zado$¢a A*A = AA*.

Najprej izratunamo singularne vrednosti matrike A. Vemo, da ima A n

linearno neodvisnih lastnih vektorjev vi, ..., v,. Pripadajode lastne
vrednosti oznalimo z A1, ..., A,. Ker za normalne matrike iz Av; = A;v;
sledi A*v; = Ajv;, imamo A*Av; = A\jAjv; zavsak i =1,...,n. Torej so
oi =V AiAi = || vse singularne vrednosti A.
Permutirajmo vektorje vy, ..., v, tako, da velja

A > > A >0, ANp1=...=X2,=0
in ozna¢imo

Qg:[vl v,,]

Upostevamo, dazai=1,...,r velja o; = |Ai| in dobimo
)\.
Av =
I
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Za dopolnitev do baze C” lahko vzamemo kar v,y1,...,v,. Torej je

Q1 = li—i'vl ﬁv, Vigl ... Vp ]
Naj bo |D| matrika, ki ima po diagonali [A1],...,|An|. Singularni razcep je
A= @Q1|D|Q5.

Dodatek: naredimo primerjavo singularnega razcepa z lastnim razcepom
A= @QDQ;

Oznatimo s sgn(D) matriko, ki ima po diagonali &—i', ol ﬁ, 1,...,1.
Opazimo, da je D = sgn(D)|D| in Q1 = Qusgn(D), torej je

A= @Q:DQ; = Qsgn(D)sgn(D)* DQ; = Q1|D|Q5

Za pozitivno semidefinitne matrike se oba razcepa ujemata.
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Izrek o singularnem razcepu lahko formuliramo tudi za linearne preslikave.

Posledica

Za vsako linearno preslikavo L: U — V med konénorazseZznima
vektorskima prostoroma s skalarnim produktom obstaja taka
ortonormirana baza B za U in taka ortonormirana baza C za V/,
da je matrika [L]c« diagonalna z elementi > 0.

Dokaz: Najprej izberemo poljubni ortonormirani bazi B’ = {b},..., b} za
U in C’' za V. Potem naredimo singularni razcep [L]c/e g = QlDQ2_1. Ce
je Q2 = [rij], potem z bj = Y} _; r b} definiramo novo bazo B za U. Ker
so stolpci matrike @, ortonormirani, je tudi 3 ortonormirana baza.

Podobno definiramo tudi novo bazo C za V in dokaZzemo ortonormiranost.
Velja [Llees = Peccr([Llers)Pres = @ H(QuDQ; 1) Q2 = D. O

Opomba: Ce ne zahtevamo ortonormiranosti baz B in C, potem ju lahko
izberemo tako, da ima [L]c« po diagonali enke in nile, drugod pa nicle.
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Se ena reformulacija singularnega razcepa.

Posledica

Za vsako matriko A € C™*" ranga r obstaja taka ortonormirana mnoZica
ui,...,u, v C™in taka ortonormirana mnozica vi,..., v, v C", da velja

A=o1mvy +...+orupvy),

kjer so 01, ...,0, nenielne singularne vrednosti matrike A.

Dokaz. Sledi iz singularnega razcepa A = Q1DQ; in formule

[ o1 ... 0 ... 0] -vf-
: o : : r
[ul 7 um] 0 ... o ... O v) :ZU,-U,-V;"
. : . . i=1
| 0 0 0] [ v |
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6. Aproksimacija z matrikami nizkega ranga

Naj bo C™*" vektorski prostor vseh kompleksnih m x n matrik. Na tem
vektorskem prostoru lahko definiramo skalarni produkt z

(B, C) := Sled (BC*) ZZbucu

i=1 j=1

Pripadajota norma je ||B|| := \/(B,B) = \/anzl i1 |bij|?. Tej normi
pravimo Frobeniusova norma. Pogosto se oznacuje z || B|r.
Trditev

Ce je @1 unitarna m x m matrika in @ unitarna n X n matrika, potem za
vsako m x n matriko A velja || QfAQz| = ||A]|-

Dokaz: Upostevamo definicijo norme in lastnost Sled(XY') = Sled(YX).
Dobimo [|Q;AQ2||> = Sled (QF AQ2 Q3 A* Q1) = Sled (QF AA*Qy) =
= Sled (AA* @1 Q;) = Sled (AA*) = ||A||%. O
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Problem: Naj bo A € C™*" dana matrika in k € N dano 3tevilo. [§¢emo
tako matriko Ay ranga < k, da za vsako drugo matriko B ranga < k velja

IA = Akl < [|A = BJ|.

To pomeni, da se med vsemi matrikami v C™*" ki so ranga < k, matrika
Ak najbolje prilega matriki A. Odgovor nam daje naslednji izrek.

lzrek (Eckart & Young 1936)

Naj bo A € C™*" matrika ranga r in naj bo k < r. Naj bo A= Q:DQ3

singularni razcep matrike A, kjer o1 > ... > o, > 0. Definirajmo matriko
Dy tako, da v D zamenjamo oy41,...,0, z ni€. Med vsemi matrikami v
C™*" ki so ranga < k, se Ax := Q1 D, Q5 najbolje prilega A.

Dokaz: Najprej izratunajmo razdaljo med A in Ag:

IA = Acl? = 1QuUD = D) Q3 = |D = Dill* = otyq + ... + 07

r
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Naj bo B m x n matrika ranga < k, ki se najbolje prilega matriki A.
Radi bi dokazali, da je |[A— B|? =0}, + ...+ 07.

Za¢nimo tokrat s singularnim razcepom matrike B:

D 0],
B_U[O O}V,

kjer je D diagonalna k x k matrika in U, V' unitarni matriki. PiS§imo

A= U(U*AV)V _U[G H]v,

kjer je E k x k matrika. DokaZimo, da je F = G =0in E = D. Naj bo

U TE Fl.. . ., [E 07 .
C_U[OO]V in C_U[Go]v.

E F|. E 0 C ey
Ker sta [ 0 0 ] in [ G 0] ranga < k, sta tudi C in C' ranga < k.
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Iz definicije norme in lastnosti || UXV*|| = || X|| sledi

E—-—D F
||A—B||2=||[ . }nz—nf DI + | FIP + GI12 + | HI?

A2 0 0 |2 2 2

lA—c| —||[G Ol =6+
2| O F L2 e2 2

e —H[O L= urie+ e

Odtod sledi, da je
A= B2 = JA—CI2+|E—DJ?+|FIP

2 2 2
= [[A=C*+E-D|*+ |G|
Ker se matrika B med vsemi matrikami ranga < k najbolje prilega k, velja

IA=B|><A-C|? in [JA-B|*<|A-C|>.
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Odtod sledi, da je
IE-DI*+[IFI*=0 in [I[E-D|*+[G|*=0.

Torej je ||[E — D|| = ||[F|| = ||G|| = 0; se pravi E=D in F = G = 0.
Naj bo H = WJZ* singularni razcep matrike H. Odtod sledi, da je

D 0 . I 0 D 0 I 0 |,
a=olo alv=elowhle Solo 2)
Singularni razcep matrike B popravimo v

o=[§ 3)v=o[s &)[2 S ls 2

Ker se B najbolje prilega A, so vsi elementi J pod vsemi elementi D.

Torej je (1) singularni razcep matrike A. 1z (1) in (2) sedaj sledi

2 2 2
||A—BH :Uk+1+"'+ar‘ ]
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To se uporablja pri zgo$€evanju slik. Recimo, da imamo sliko velikosti
m X n. Za vsako to¢ko si moramo zapomniti njeno barvo, se pravi neko
realno 3tevilo. (Odtenek sive ali kombinacija odtenkov modre, zelene in
rdete.) Dobimo torej realno m x n matriko A.

Naredimo singularni razcep in si zapomnimo prvih k singularnih vrednosti,
ter vektorje uy,...,Ux in vi,..., vk za katere velja

Ak = O’1LI;[V{< +...+ akukvf;

Vektorji u; so dolzine m, vektorji v; pa dolZine n, torej je Ax podana z
k(m+ n+ 1) podatki. Razmerje z zatetno koli¢ino podatkov je

k(m+n+1 1 1 1
Hmnet) 11
mn m n

)

mn
kjer lahko zadnji &len zanemarimo. Ce je recimo m = n = 1000 in k = 50,
si moramo zapomniti samo 10% od za&etne koli¢ine podatkov.
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7. Psevdoinverz

Kot ponavadi, se omejimo na realna in kompleksna Stevila.

Za diagonalno m x n matriko D z nenicelnimi elementi o1, ..., 0,
definiramo njen psevdoinverz D kot diagonalno n x m matriko z

neni¢elnimi elementi L, ..., L.
o1 or

Primer
1
1 9 0
o1 0 0077 or
0 L 0
0 0o 0 0| = a2
0 0 0 0 0 00
0 0 0

Opomba: Otitno velja (D))" = D za vsako diagonalno matriko D.

Opomba: Ce je D obrnljiva, potem velja DT = D1
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Za splo$no matriko A najprej izratunamo singularni razcep

A= Q@Q1DQ;

in potem definiramo
AT = QDT Q.

Opomba: Za vsako matriko A je (AT)T = Q(DT)T @ = Q1DQ; = A.

Opomba: Ce je matrika A obrnljiva, potem velja AT = A~1.

Primer

Izra€unajmo psevdoinverz matrike

A=1| -1 0 1 0
0 -1 0 1
y
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Resitev: Najprej izraunamo singularni razcep matrike A.

=l | | =N
N~
N N [ _
e —
1
o O O
o O O

N
0[0
O

foo

S

~[SH[SHIS
o 1717&
2%1717

I
<

Potem je

~
~[SHSH[S
o 1717&

2%171%

1%0 oo

I 1
Hgo 3o
o -{go -2

N N
N [ _ N

| |
N —HIN _ _

T
Il
IT
<
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Oglejmo si, kako izra¢unamo psevdoinverz brez singularnega razcepa.

Za pozitivno semidefinitno matriko B vemo, da se njen singularni razcep
ujema z njenim lastnim razcepom B = QDQ*, kjer je Q unitarna in D
diagonalna z nenegativnimi elementi. Torej je BT = QD" Q*. Splo¥ni
primer lahko prevedemo na pozitivno semidefinitni primer takole:

Trditev
Za vsako kompleksno matriko A velja

At = (A*A)TA* = A*(AA")T

Dokaz: Ce je A= Q:1DQ; singularni razcep, potem sta tudi
A*A = Q2 D*DQ; in AA* = Q1DD* Q5 singularna razcepa, torej je
A* = QD*Q;, (A*A)F = Q(D*D)* Qs in (AA*)* = Qu(DD*)* Q;.
Trditev sedaj sledi iz DT = (D*D)*™D* = D*(DD*)*. O
Posledica

o Ce so stolpci A linearno neodvisni, je AT = (A*A)~1A*.

o Ce so vrstice A linearno neodvisne je At = A*(AA*)~L.
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Ker singularni razcep ni enoli¢no dolo¢en z matriko A, se zastavi vprasanje
ali morda tudi psevdoinverz AT ni enoli¢no doloéen z matriko A.

Izrek o enoli¢nosti psevdoinverza J

Matrika AT je enoli¢no doloZena z matriko A.

Dokaz: DokaZimo najprej nekaj identitet, ki jim zado%¢a matrika A"
AATA = Q1DQ; QDT Qf 1DQ; = Q1DDTDQR; = Q1DQ; = A,
ATAAT = QDT QT Q1DQ; QDT Qf = @DTDDTQf = QDT QR = AT
(AAT)" = (D@ QDT @))" = Qu(DDT)*Qf = @DD* Q] = AA™,
(A*A)" = (QD*Qf 1DQ3)" = Q(D¥D)* Q3 = QD' DQ; = ATA
Ce bi z dvema singularnima razcepoma dobili razli¢na psevdoinverza B in

C, potem bi oba zado%¢ala tem $tirim identitetam. Odtod sledi

@ @) « 3

AB Y acas Y (acy (aB)* = cr(aBAY ¥ crar = (ac) @ ac.

Podobno dokaZemo, da je tudi BA = CA. Oboje uporabimo v ralunu

B@BaB=Bac=cac®@c. O
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8. NajkrajSa posplo3ena resitev sistema linearnih enacb

Psevdoinverz se rabi pri iskanju reSitev sistemov linearnih ena&b.

Naj bo A pravokotna matrika. Spomnimo se definicije posploSene resitve
sistema Ax = b. To je tak vektor xg, da je Axp najblizje vektorju b.

Posplosena resitev ni enoli¢no dolo¢ena. Med vsemi posplosenimi resSitvami
sistema Ax = b poid¢imo najkrajgo. lzkaZe se, da je to ravno AT b.
Izrek

Naj bo A kompleksna m x n matrika in b vektor iz C™. Najkraj3a
posplogena reitev sistema Ax = b je xo = AT h.
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Dokaz: Naj bo A= Q1 D@ singularni razcep. Oznatimo b’ = Qb.
Primerjajmo posploSene reSitve sistema Ax = b s posploSenimi resSitvami
sistema Dx’ = b’. Za vsak vektor x € C™ velja

|Ax — b|| = [|QDQ5x — b|| = [|Q1(DQ;x — b)[| = [ DQ3x — V|

in ||@;x|| = ||x]|. Odtod o€itno sledi dvoje:
o Ce je xp posplogena reSitev sistema Ax = b, potem je x = @5x0
posplodena resitev sistema Dx’ = b'. Velja tudi || xj]| = [|xo]-
o Ce je x}, posplogena regitev sistema Dx’' = b/, potem je xp := Qax}
posploena resitev sistema Ax = b. Velja tudi ||xo|| = ||x}]|.
Torej je xp najkrajsa posplogena resitev sistema Ax = b natanko tedaj, ko
je xj = Q5xp najkraj8a posplodena resitev sistema Dx’ = b'.
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Poig¢imo sedaj najkraj$o posplogeno reditev sistema Dx’ = b/, se pravi
najkrajsega izmed vseh vektorjev x’, ki minimizirajo izraz ||[Dx" — b/||.

Ce vstavimo x’ = (x},...,x.) in b’ = (b},...,b,) dobimo

IDX" = B'|? = (o1xq = B1)* + ..+ (o) = bL)? + (brin)® + -+ (b))%

Minimum tega izraza dobimo pri

b b!
/ 1 ro /
X = G—l,...,a—r,xr+1,...,xn),
kjer so Xy+1,-..,Xn poljubni. Najkrajsa od teh posplosenih reSitev je
b b’
x=(=%,...,-£,0,...,0).
o1 e

Opazimo, da je izraz na desni enak DT b’. Odtod sledi, da je
x0 1= Qxy = QDT = QDTQR{b=ATh

najkraj$a posplosena reSitev sistema Ax = b. [
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Primer

Sistem linearnih enatb

xX1+x—x3—x3=1
—x1+x3=0
—xo+x4 =1

ni resljiv obi¢ajnem smislu. Pois¢imo najkrajSo posploseno resitev.

Resitev: Sistem najprej zapi¥emo v matri¢ni obliki

X
1 1 -1 -1 ! 1
X2
-1 0 1 0 X =10
0 -1 0 1 3 1
X4
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Najkrajsa posplosena resitev je

f 1 1 -1 -1
X2 =] -1 0 1 o0
3 0 -1 0 1
X4
1 -2 1
1)1 1 -2 (1)
6| -1 2 -1 .

-1 -1 2
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Singularni razcep - 3. del
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9. Kovarian¢na in korelacijska matrika

Najprej osvezimo osnovne pojme iz opisne statistike. Ponavljamo poskus
in beleZimo podatke na merilnih napravah. Dobimo tabelo podatkov.

Ce imamo eno merilno napravo, ima tabela podatkov en stolpec podatkov.

ponovitev | podatek
1. X1
2. X2
n-ta Xn

Za ta stolpec izra¢unamo povpredje

_ X1+ ...+ Xy
X=—\
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Ce nas zanima razpréenost podatkov okrog povpredja, potem najprej
izraunamo odmike podatkov od povpredja, se pravi Stevila

X; = Xj — X.

Dobimo centralizirano tabelo podatkov

ponovitev | centralizirani podatek
1. x| =x3—X
2. Xy = xp — X
n-ta X, = xp — X

Povpreéen odmik od povpre&ja ni dobra mera za razpréenost, saj velja

X{ 4.+ X,  xi+ .+ xy — nX
n n

=x—-Xx=0.
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Boljsa mera za razprSenost podatkov je kvadrati¢na sredina odmikov

1o 1 —
s = ;Z(X,{V: ;Z(x,-—?)z-
i=1 i=1

Temu Stevilu pravimo standardna deviacija stolpca podatkov.

Ce vse elemente v centralizirani tabeli podatkov delimo z s dobimo
standardizirano tabelo podatkov

ponovitev | standardizirani podatek
1. x{ =x1/s=(x1—X)/s
2. X =x5/s=(x2—X)/s
n-ta X' =x/s = (xn — X)/s

Povpreéje standardizirane tabele podatkov je 0, njena standardna deviacija
paje 1, saj je /3002 = [ E DL ()P = /5 =1
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Ce imamo dve merilni napravi, ima tabela podatkov dva stolpca podatkov.

ponovitev | podatek prve podatek druge
poskusa | merilne naprave | merilne naprave
L. X1 1
2. X2 y2
n-ta Xn Yn

Seveda lahko obdelamo vsako stolpec posebej kot pri eni merilni napravi.
Ce stolpca centraliziramo, dobimo centralizirano tabelo podatkov.
Ce ju standardiziramo, dobimo standardizirano tabelo podatkov.

Se bolj nas zanima koliko so podatki v enem stolpcu odvisni od podatkov
v drugem stolpcu. Stopnjo odvisnosti merimo s kovarianco
1, o1&,
K= ;Z(Xi —x)(yi—y)= " in)/i
i=1

i=1

Ce so podatki prve merilne naprave neodvisni od podatkov druge merilne
naprave, je kovarianca enaka ni¢. Obratno ne velja,

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Devetindvajseto predavanje maj 2021 5/23



Opomba: Pojem kovariance je tesno povezan s pojmom regresijske
premice. Spomnimo se, da je to premica, ki se najbolje prilega to¢kam

(x1,¥1)s--,(Xn,¥n). lzpeljali smo, da je njen smerni koeficient enak
k=22
x2 — x2

PokaZimo, da je Stevec tega izraza ravno kovarianca. Velja namrec

K= L2 i=Xi=7)

= % Xiyi — ny,—flewr ny

= xy—xy—xy—l—xy
= Y-y

Skoraj enak ratun nam pokaZe, da je imenovalec enak 512, kjer je s1

standardna deviacija prvega stolpca. Velja torej k = 552
1
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S pomotjo kovariance in standardnih deviacij obeh stolpcev lahko
definiramo kovarianéno matriko

2
_ | st K
=% )
Ce vstavimo definicije s1, s, in K, dobimo

LR LSy
C = ! ;
[qz, oyl TS 2

|
—_
—
X
=<_.X

3~~~

1
= (X)X
(X7

kjer je X’ matrika centraliziranih podatkov.

Opomba: Matriko X’ dobimo tako, da v matriki rezultatov X, od vsakega
elementa odStejemo povpredje stolpca v katerem se nahaja.
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Opazimo, da se kovarianca vedno nahaja med —s;s in s1sp. To sledi iz
Cauchy-Schwartzove neenakosti

n n n
D xivil < 4| D02, D2
i=1 i=1 i=1
¢e obe strani delimo z n = (y/n)?. Zato pridemo na idejo, da bi definirali
K
r=—
5152

Temu izrazu pravimo korelacija (ali korelacijski koeficient) obeh stolpcev v
matriki podatkov. S standardiziranimi podatki se izraza takole

n

1 1 <
r=——2 xyi=_> Xy
i=1

nsi1So <
1=

Torej je korelacija enaka ni¢ natanko tedaj, ko sta stolpca v standardizirani
tabeli podatkov ortogonalna.
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Definirajmo e korelacijsko matriko
1 r
it

Opazimo, da velja

P = (TR FThr ]
;Z;:lxiyi EZizl()’i)
1! 1
Y-
e o
- ! " .
n y1 yn
N Yo
— l(X”)TX”
n

kjer je X" matrika standardiziranih podatkov.

Opomba: Matriko X” dobimo tako, da v matriki centraliziranih podatkov
X' vsak stolpec delimo z njegovo standardno deviacijo.
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Posplosimo sedaj definicije iz dveh na p merilnih naprav. Naj bo
x;j podatek j-te merilne naprave pri i-ti ponovitvi poskusa.

1. merilnik | 2. merilnik | ... | p-ti merilnik
1. ponovitev X1,1 X1,2 o X1,p
2. ponovitev X2,1 X2,2 . X2.p
n-ta ponovitev Xn,1 Xn,2 Xn,p
povpredje X1 X o Xp
stand. deviacija s1 S Sp

Za vsak stolpec v tabeli smo izradunali povpredje in standardno deviacijo

n n
___1 N o 1 Y
XJ_E' Xijs 5= 4 (xij — %)
i=1 i=1
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Matriki X = [x; ;] pravimo matrika podatkov. Njena velikost je n x p,
kjer je n Stevilo ponovitev poskusa, p pa Stevilo merilnih naprav.

Matriki X" = [x; ], kjer je

Xjj=Xij =%
odmik od povpreéja, bomo rekli centralizirana matrika podatkov.

Matriki X" = [x{fj] kjer je
xij=xi /s = (xij — %j)/sj

standardiziran odmik, bomo rekli standardizirana matrika podatkov.
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Kovarianca j-tega in k-tega stolpca matrike X je enaka

10
CJ',k = n Z(Xf,j X )(Xl k — Xk Z Xij /k
i=1

Opazimo, da je Cj; = S; kjer je s; standardna deviacija j-tega stolpca
matrike X. Kovarianéna matrika C = [C; /] zado%¢a

C — E(X/)Txl
n

Korelacija med j-tim in k-tim stolpcem matrike X je enaka

ik = Cik/(55K)
Velja =1 < rjx < 1in rj; = 1. Korelacijska matrika R = [r; x| zado3¢a
R — E(X//)TX//
n
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10. Metoda glavnih komponent (PCA)
Naj bo X’ centralizirana matrika podatkov za nek poskus.
(Pozor, nekateri raje delajo s standardizirano matriko podatkov X".)

Radi bi zmanj%ali 3tevilo stolpcev matrike X’ (iz p na k), ne da bi pri tem
izgubili veliko informacij. Ideja je, da si zapomnimo samo take linearne
kombinacije stolpcev matrike X’, ki imajo najvejo standarno deviacijo.

Spomnimo se, da vsako linearno kombinacijo stolpcev X’ lahko zapi¥emo
kot X'w za nek vektor w. Ponavljamo naslednji postopek:

@ Poiddi tak normiran vektor wy, da ima vektor y; := X'wq najvegjo
moZno standardno deviacijo.

@ Med vsemi normiranimi vektorji, ki so ortogonalni na wy, poisci tak
vektor ws, da ima y» := X'wy najve&jo mozno standardno deviacijo.

@ Med vsemi normiranimi vektorji, ki so ortogonalni na wy in wy, poiséi
tak vektor w3, da ima y3 := X’w3 najve&jo moZno stand. deviacijo.

Kon&amo, ko se X’ ujema z y1W1T+ . —|—ykaT do predpisane natan&nosti.
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Opomba: Vektorjem y1, ..., yx bomo rekli glavne komponente
matrike X', vektorjem wy, ..., w, pa glavne osi matrike X'.
Pozor, terminologija se zelo razlikuje od avtorja do avtorja.

Trditev 1

Za vektorje wi, wo, wa, . .. lahko vzamemo kar lastne vektorje kovarianéne
matrike C, ki ustrezajo prvi, drugi, tretji, ... najvedji lastni vrednosti.

Opomba: Lastni vektorji kovarianéne matrike

1
C = 7()(/) Txl
n
se ujemajo z lastnimi vektorji matrike
(X/)Txl
ti pa se ujemajo s stolpci matrike Q> v singularnem razcepu

X' = QDQJ
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Dokaz. Naj bodo A1 > ... > ), lastne vrednosti matrike C in naj bodo
Vi,..., Vp pripadajoti lastni vektorji. Poskrbimo, da so ortonormirani.

Vsak normiran vektor w € RP lahko zapisemo kot w = B1vi + ...+ Bpvp
kjer je B2 + ...+ ﬁf}. = 1. Standardna deviacija vektorja X’w je enaka

T = X T00w)
_ VwTw
- \/(ﬁlvl+...+prp)T(ﬁ1)\1v1—i—...—i—ﬂp)\pvp)
= \/B A+ B2,
- \/(1—B2—...—Bg))\1+6§)\2+...+ﬁg)\p
= M= (B0 X) + B2 - )
< VA

Enadaj je olitno dosezen pri w = vy. Torej lahko vzamemo wy = v;.
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Vsak normiran vektor w € RP, ki je ortogonalen na v; lahko zapisemo kot
w="yvv+...+ YV,

kjer je 3 + ... +~3 = 1. Standardna deviacija vektorja X'w je enaka

OX'w = VWTCW
= Bt 2
= \/(1—’)/3%—...—7%))\2+’7§)\3+...+7[%)\p

_ \/)\2 — (B2 = A3) + o+ 2(N2 = Ap))

< VX

Enadaj je doseZen pri w = v, zato lahko vzamemo wy = vy.

Normiran vektor w € RP, ki je ortogonalen na v; in v» lahko zapisemo kot
W =083v3+ ...+ OpVp, kjer je 63 + ...+ 5,2, = 1. Podobno kot zgoraj je
ox'w < A/A3 in enalaj je doseZen pri w = v3. To lahko nadaljujemo. []
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Trditev 3

Ce je i # j, potem je kovarianca med stolpcema y; in yj enaka nic.

Dokaz: Ker sta stolpca y; in y; linearni kombinaciji stolpcev matrike X',

sta njuni povpredji enaki ni¢. Torej je njuna kovarianca enaka

1
K = ;<yl7yj>
1 7
= Eyj Yi
1
= S (X)T(X'w)
= WjTCW,'
= w(A\iw)
= Ai{w;, wj)
=0

Opomba: Razli¢ne glavne komponente X’ so torej nekorelirane.
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V nadaljevanje nas bo zanimalo, koliksno napako naredimo,
&e matriko X’ zamenjamo z matriko ylwlT +...+ ykwkT.
Napako bomo merili s Frobeniusovo matri¢no normo.

Uvedimo nekaj oznak. Za vsak k =1,..., p naj bo
Wk:[Wl Wk] in Yk:[}/l yk]:X/Wk
Ocitno je

YiW/! = yiwy +.. 4 yew]

Iskana napaka je torej

-
IX" = YW, |

Trditev 4 (Geometrijski pomen Y, W, in || X" — Y, W, |))

Ce i-to vrstico matrike X’ ortogonalno projeciramo na podprostor

Lin{wy,...,w] } v RP, potem dobimo ravno i-to vrstico matrike YW, .

Vsota kvadratov oddaljenosti vrstic matrike X’ od njihovih ortogonalnih

projekcij na podprostor Lin{wy’, ..., w,} je torej enaka || X’ — YW, ||>.
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[
T

-zt

Vsaka koordinatna os ustreza eni merilni napravi. Na skici je p = 2.

Vsaka modra totka ustreza eni vrstici matrike X’, torej eni ponovitvi poskusa.
Modra premica ustreza podprostoru Lin{w,’, . ,WkT}. Na skici je k = 1.
Vsaka rdeta totka ustreza eni vrstici matrike YW,
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Dokaz. Vrstice matrik X’ in Y, W,T ter vektorji wy,..., w,/] so vrsti¢ni
vektorji dolzine p. Ker so wy, ..., wy ortonormirani, so tudi WlT, ceey wkT
ortonormirani. Naj bo x(7) j-ta vrstica matrike X’. Njena ortogonalna

projekcija na podprostor Lin{w;', ..., wkT} je enaka Zjlf:1<x(i), WJ-T> WJ-T.

Najprej opazimo, da je skalarni produkt <x(i), WJ-T> enak matri¢nemu

produktu x(i)vu/j. Poleg tega je

k ' W1T '
Z<x('),wf>wf = [ xDwy . xOw ]| 1 | =xDwew.
j=1 w,|

Tudi i-ta vrstica produkta X'(W,W,T) je enaka x(D W, W,T.

Drugi del trditve sledi iz prvega dela in naslednjega racuna. Za poljubni
matriki A in B iste velikosti n x p velja

n p n
IA=BIP =" (aij— bij)* =Y _[aD = D)2 O
i=1

i=1 j=1
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Trditev 5

Ceso Ny >...> Ap lastne vrednosti kovarian&ne matrike C = %(X’)TX',
potem je [IX' — Vi W[ [ = n(Aks1 + ... + Ap).

Dokaz. lIzraunajmo razdaljo med X’ in Y WkT v Frobeniusovi normi. Naj
bo X' = UDW' singularni razcep matrike X’ in naj bo W = [ We Z ]
zanek Z. lz [ =WTW=WT[ W, Z]=][WTW, WTZ ] sledi

WTW, = [ lk ] Naj bo Dy matrika, ki jo dobimo iz D tako, da vse

0
diagonalne elemente razen prvih k zamenjamo z ni¢. Opazimo, da velja
v w,/! = x'ww,] = ubw™w,w,] = Ub [ ’5 } w,] =

T T
:UDk[IS]WkT:UDk[MSk ]:UDk[VZVkr]:UDkWT

Odtod sledi, da je v Frobeniusovi normi
IX" = YW/ || = |U(D = DOWT || = ||D — Dx|-
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CesoNy >...> Ap lastne vrednosti matrike C = %(X')TX’, potem so
n\1 > ... > n), lastne vrednosti matrike (X’)7X’. Odtod sledi, da so
VnA1 > ... > /n)\p diagonalni elementi matrike D. Torej je

ID = Dil® = (V’rds1)> + -+ (V)2 = n(kga + o+ Xp). O

Naslednja posledica Trditve 5 nam pove kako izbrati k, da doseZemo
predpisano natan&nost.

Posledica

p 0 2 o
Ce za nek k velja Ak1 +... 4+ Ap < =, potem je [ X' — YW/ || <e.
A1t +Ap X' =YW/ |2

Ce pa za nek k velja Xt Ak F Akt Ap X'

< g, potem je <e.
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Za konec si oglejmo povzetek algoritma za racunanje glavnih komponent.
Preberi matriko podatkov X in predpisano relativno natanénost ¢.
Zapomni si povpre¢ja stolpcev matrike X; x := [ X1 ... Xp ]
Centraliziraj matriko podatkov; X' := X — e'x, kjer e = [1,...,1].

©0 00

Poisti singularni razcep X’ = UDWT, kjer za diagonalne elemente
matrike D (=singularne vrednosti matrike X’) velja o1 > ... > op.
2 2
oi+..+op 2
e S
Zapomni si prvih k stolpcev matrike W (= Wy = glavne osi X') in
prvih k stolpcev matrike UD (= Y\ = glavne komponente X’)

/_ T
@ Velja X700l <o Torej je Vi W, dober priblizek za X'.

Odtod sledi, da je YiW,T + e x dober priblizek za matriko X.

©

Poisci tak k, da velja

©
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Kvadratne forme

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL)



1. Uvod

Monom v spremenljivkah xi, ..., X, je izraz oblike
dr d,
CXl e Xn"

kjer so di,...,d, € Ng in ¢ € R (lahko tudi kako drugo polje). Stevilo ¢ je
koeficient monoma. Stevilo d; + ... + d, je stopnja monoma (&e ¢ # 0).

Polinom v spremenljivkah xi, ..., x, je vsota monomov v xi, ..., X,.

S krajsanjem doseZzemo, da imajo vsi ti monomi razli¢ne (di, ..., dp).
Stopnja polinoma je maksimum stopenj njegovih nenicelnih monomov.
Polinom je konstanten/linearen/kvadraten/kubien, & je stopnje
0/1/2/3. Polinom je forma, &e so vsi njegovi monomi iste stopnje.
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Primer

Vsak kvadraten polinom v spremenljivkah x, y je oblike
ax’+bxy+cy’+dx+ey+f

Opazimo, da je ta polinom vsota kvadratne forme ax® + bxy + cy?,
linearne forme dx + ey in konstantne forme f

Primer
Vsaka kvadratna forma v spremenljivkah x, y, z je oblike

ax? 4 by? + cz® + dxy + eyz + fzx

Ce vstavimo z = 1 dobimo splogen kvadraten polinom

ax? + by’ + c+dxy + ey + fx = ax®> + dxy + by® + fx + ey + ¢
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Linearne forme v spremenljivkah xi, ..., x, so oblike

n
E aiXj = aTx,
i=1

kjer je a = [aj] vektor koeficientov in x = [x;] vektor spremenljivk.
Kvadratne forme v spremenljivkah xi, ..., x, so oblike

n

n
E E aj jXiXj = XTAX,

i=1 j=1

kjer je A = [a; ;] matrika koeficientov in je x = [x;] vektor spremenljivk.
; aijtaji aij+taji

Ker je a; jxixj + ajixix; = (ajj + aj,i)Xixi = =I5 22 XX + =521 xx;,

lahko predpostavimo, da je a;; = a;;, se pravi, da je A simetri¢na.
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Primer

ax® + bxy + cy® = [ x y][bj2 béz} [X}

dx+ey=1[d e][;]

Primer

ax? + by? 4 cz® + dxy + eyz + fzx =

a d/2 f)2 X

=[xy z]|d2 b e/2 y
/2 e/2 ¢ z

Opomba: Vidimo, da je pri meganih &lenih bolje namesto d, e, f pisati
2d, 2e, 2f.
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2. Zamenjava spremenljivk

Ce v kvadratno formo

n n
g g a;Jx,-)g:xTAx

i=1 j=1
vstavimo
/ /
X1 = p11Xg+ ...+ p1nX,
_ / /
Xn = PniXy+ ...+ PnnXp

se pravi x = Px’, kjer P = [p; ], dobimo novo kvadratno formo

xTAx = (X)TPTAPX = (X)TA'X
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Definicija
Matrika A je kongruentna matriki B, ¢e obstaja taka obrnljiva matrika P,
da velja B = PTAP.

Opomba: Kongruentnost matrik je ekvivalen&na relacija.

Definicija

Signatura simetri¢ne matrike A je urejeni par (k, /), kjer je k Stevilo
strogo pozitivnih lastnih vrednosti A, | pa Stevilo strogo negativnih lastnih
vrednosti A (oboje je 3teto z vetkratnostmi).

Sylvestrov izrek o inerciji
Simetri¢na matrika A je kongruentna matriki blo¢ne oblike

Ik 0 O
0 -/ O
0 0 O

natanko tedaj, ko je (k, /) signatura matrike A.
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Dokaz laZje smeri: Vemo, da za vsako simetri¢no matriko A obstaja taka
ortogonalna matrika Q in taka diagonalna matrika D = diag (A1, ..., An),
da velja A= QDQ~1. S permutacijo diagonalnih elementov D in z
ustrezno permutacijo stolpcev P lahko doseZzemo, da je

A1 >0, A >0, 001 <0, M <0, A% y41=0,...,A, =0
Definirajmo matriko
E = diag (VA1 s VAo V= Aka1s - A At 1,0 1)
Ker je D = Ediag (I, —1;,0)ET, je
A=QDQ™' = QDQT = QEdiag (I, —1;,0)(QE)"
Ker sta Q in E obrnljivi, je torej A kongruentna diag (/x, —1;,0).
Dokaz teZje smeri izpustimo.

Posledica

Dve simetri¢ni matriki iste velikosti sta kongruentni natanko tedaj, ko
imata enako signaturo.
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Posledica
Vsako kvadratno formo
n n
>3 s
i=1 j=1

kjer je [aij] simetritna matrika s signaturo (k, /), lahko z linearno
zamenjavo spremenljivk prevedemo na obliko

(4)* + -+ () = (hgn)® — - — ()’

Primer

Vsako kvadratno formo ax? 4 bxy + cy? lahko z linearno zamenjavo
spremenljivk prevedemo na natanko eno od naslednjih kvadratnih form

0, ()%, —(x)% P+ )2-0) )P0
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3. Krivulje 2. reda

Krivulja drugega reda je mnoZica resitev enacbe
p(x,y) =0,
kjer je p(x, y) realen polinom druge stopnje, se pravi
p(x,y) = ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f,

kjer a,b,c,d, e, f € R. Primer b = 0 ste obravnavali Ze v gimnaziji, kjer
ste se naudili, da se taka krivulja s primernim premikom prevede na elipso
ali hiperbolo ali parabolo ali par premic. Oglejmo si 3e primer b # 0.

MnoZico resitev enatbe p(x,y) = 0 ozna&imo z

Ve =1 7 | 1ot =00
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Ce definicijo polinoma p(x, y) zapiemo v matri¢ni obliki, dobimo

p(x,y) = [ x y][z ISH;}H[CJ e][;]w (1)

Iz poglavja o simetri¢nih matrikah vemo, da obstaja taka ortogonalna

matrika P, da velja
a b . d]_ 0 T
{bc]—”[o dJP. @)

Z morebitno spremembo predznaka prvega stolpca matrike P lahko
dosezemo, da je det P = 1. Pokazali smo, da je potem P vrteZ

P:[Cf)sgo —sm<p] ()
sing  cos
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Definirajmo novi spremenljivki x’ in y’ z

MEdH g
Oznatimo¥e [ d" e | =[d e | P. Potem velja
plx,y) =[x y’][%l iH;ﬁ]H[d’ e'][xj}w (6)
= di(X)? + da(y')? + 2d'x +2€'y’ + f.

Oznatimo
q(x,y) = dix? + doy® + 2d'x + 2€'y + f. (7)

MnoZico resitev enatbe g(x,y) = 0, se pravi

v =1 % | laxn =0

znamo narisati, ker g(x,y) ne vsebuje &lena xy.
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Kako iz mnozice V(q) dobimo mnoZico V/(p)? Iz (6) in (7) sledi
a(x".y') = p(x, ). (8)

Ce upo¥tevamo %e zvezo (5), dobimo

Vi) = (| 3 | 1aten) =0}

X'
= P % | et =0}
[ X' ] 1o
= p| % [l =0
- N : o
= e % ]| 5 ] e vian
Torej mnoZico V(p) dobimo tako, da mnoZico V/(q) zavrtimo za kot ¢ v

pozitivho smer.
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Primer
Nari&i krivuljo 4x? 4 4xy +7y% =1 J

Resitev: Matrika polinoma je
4 2
a=]i2]

Lastni vrednosti sta 8 in 3. Ortogonalna matrika iz pripadajocih lastnih
vektorjev je

1 2
SEd
VB VB
To je vrteZ za kot arctg 2 kar je priblizno 63.4°. Elipso
8x2 +3y° =1

znamo narisati. Ce jo zavrtimo za 63.4° dobimo iskano krivuljo.
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0.0

“ool
-05 ;—0.5*
_1‘07I 1 1 1 I;_1‘07\ L L L L
-1.0 -05 0.0 05 1.0 -1.0 -05 0.0 05
Leva krivulja je 8x% + 3y? = 1, desna pa 4x? + 4xy + 7y? = 1.
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Primer

Ce imamo dve merilni napravi in veliko ponovitev, potem elipsa
[ x y]c—l[;] = 5.9912,

vsebuje priblizno 95% centraliziranih podatkov (=vrstic matrike X).
Njeni glavni osi se ujemata z lastnima podprostoroma matrike C.
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