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Del I
Teorija

1 Prvi semester

1.1 Vektorji v R”

Identificaramo n—terice realnih Stevil, tocke v R™, mnozice paroma enakih geometrijskih vektorjev.

Osnovne operacije z vektorji: Vsota (po komponentah) in mnozenje s skalarjem (po komponentah), kjer je skalar

realno Stevilo.

Lastnosti teh ra¢unskih operacij: asociativnost in komutativnost vsote, aditivna enota, —a = (—1) - @, leva in

desna distributivnost, homogenost, multiplikativna enota.

1.1.1 Linearna kombinacija vektorjev

Definicija. Linearna kombinacija vektorjev v1, ..., v, je izraz oblike ayv1 + - - - 4+ Uy, Kkjer so asq, . .., a, skalarji.

Definicija. Mnozico vseh linearnih kombinacij vektorjev o1, ..., v;, oznac¢imo z Lin {v1,...,v,} in ji pravimo line-
arna ogrinjaca (angl. span). Lin{vi,...,v,} = {aqv1 + -+ + @, v,; Vaq, ..., a, € R}



1.1.2 Linearna neodvisnost vektorjev

Ideja En vektor je linearno neodvisen, ¢e ni enak 0. Dva, ¢e ne lezita na isti premici. Trije, ¢e ne lezijo na isti
ravnini.

Definicija 1. Vektorji v1,...,v, so linearno odvisni, ¢e se da enega izmed njih izraziti z linearno kombinacijo
preostalih n — 1 vektorjev. Vektorji so linearno neodvisni, ¢e niso linearno odvisni (in obratno).

Definicija 2. Vektorji vy, ..., v, so linearno neodvisni, ¢e za vsake skalarje, ki zados¢ajo ayvy + --- 4+ anv, = 0,
velja a; = -+ = o, = 0. ZDB poleg a; = -+ = «,, = 0 ne obstajajo nobeni drugi a,...,a,, kjer bi veljalo
aivr + -+ apv, = 0.

Definicija 3. vi,...,v, so linearno neodvisni, ¢e se da vsak vektor na kveCjemu en nacin izraziti kot linearno
kombinacijo vy, ..., v,.

Izrek. Te tri definicije so ekvivalentne.
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco:

Recimo, da so vq, ..., v, linearno odvisni v smislu Dokazimo, da so tedaj linearno odvisni tudi v smislu
Obstaja tak i, da lahko v; izrazimo z linearno kombinacijo preostalih, torej v; = ayv1+- -+ a;_1v;_1+
Qi41Vi+1 + - - + apu, za neke a. Sledi 0 = aqvg + -+ + aj—1vi—1 + (1) v; + Qr1Vi01 + - - + Uy, kar
pomeni, da obstaja linearna kombinacija, ki je enaka 0, toda niso vsi koeficienti 0 (Ze koeficient pred v;
je —1), tedaj so vektorji po definiciji [2| linearno odvisni.

(2l=11) Recimo, da so v,...,v, linearno odvisno v smislu [2| Tedaj obstajajo «, ki niso vse 0, da velja ajv1 +
<o+ apv, = 0. Tedaj 3i 5: a; # 0 in velja
Q;V; = —QqU1 — = Q-1Vi—1 — O1Vi41 — 0 — QpUp / he

g Qi1 Q41 Qp
Vi = ="V — " — Vi—1 — Vil — = —Un,
Q; Q; i Q;

s ¢imer smo v; izrazili kot linearno kombinacijo preostalih vektorjev.

(2l<{3) Najbodo vy,...,v, LN. Recimo, da obstaja v, ki se ga da na dva na¢ina izraziti kot linearno kombinacijo
V1y...,Up. Najbov =aqv;+- -+ a,v, = B1v1+- -+ Bpvy,. Sledi 0= (a1 — f1)vi+- -+ (an — Bn) vn-
Po definiciji 2] velja Vi : a; — 8; = 0 < «; = f3;, torej sta nadina, s katerima izrazimo v, enaka, torej lahko

v izrazimo na kve¢jemu en nacin z vy, ..., v, kar ustreza definiciji 3]
O
1.1.3 Ogrodje in baza
Definicija. Vektorji v1,...,v, so ogrodje (angl. span), ¢e Lin{vy,...,v,} = R"” & Vv € R"3ay,...,a, € R >:
V=V F s QU
Definicija. Vektorji vy, ..., v, so baza, e so LN in ogrodje < Vv € R" : lay,...,a, ER v =aqv1 +- -+ v,

ZDB vsak vektor € R" se da na natanko en nacin izraziti kot LK vy, ..., v,.

Zgled. Primer baze je standardna baza R™: {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),(0,0,1,...,0),(0,0,0,...,1)}. To pa
ni edina baza. Primer nestandardne baze v R? je {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.

1.1.4 Norma in skalarni produkt

Definicija. Norma vektorja v = (asq,...,a,) je definirana z ||[v|| = \/a + - - - + a2. Geometrijski pomen norme je
dolzina krajevnega vektorja z glavo v v.

Osnovne lastnosti norme: |[v]] > 0, [|v]] = 0 = v = 0, ||aw|| = |a| - ||v]|, |Ju+v|| < [|u|| + ||v]| (trikotniska
neenakost)

Definicija. Skalarni produkt u = (a1,...,a,),v = (B1,...,Bn) ozna¢imo z (u,v) = a18, + -+ + @, SB,. Obstaja
tudi druga oznaka in pripadajoca druga¢na definicija u - v := ||u]| - ||v]| - cos ¢, kjer je ¢ kot med u,v.



Trditev. Velja (u,v) = u - v.

Dokaz. Uporabimo kosinusni izrek, ki pravi, da v trikotniku s stranicami dolZin a, b, ¢ velja c? = a? + b — 2abcos ¢,
kjer je ¢ kot med b in c. Za vektorja v in u z vmesnim kotom ¢ torej velja

lw = oll? = ull® + [[oll” = 2 lul] - [[o]] - cos .
Obenem velja |[u]]® = o2 + - 4+ o2 = (u,u), torej lahko zgornjo enacbo prepiemo v
(u— v, 0= v) = (w,u) + (v,0) — 2 [ul] - [Jo]] - cos .
Naj bo w = u,v. Iz prihodnosti si izposodimo obe linearnosti in simetri¢nost.
(u—v,u—v)={u—v,w) = {u,w) — (V,w) = (u,u —v) — (v,u —v) = (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,v)
Prisli smo do enacbe

() — 2 (u, v) + (207 = (uct) + (0] — 2][ul| - [[o]] - cos /=2

(u, 0) = [[ul[ - [Jv]] - cos .
O

Trditev. Paralelogramska identiteta. ||u+v||* + |Ju—v||* = 2|[u||* + 2]|[v||* ZDB vsota kvadratov dolzin obeh
diagonal je enota vsoti kvadratov dolzin vseh $tirih stranic.

Dokaz.
||u—|—v||2 =(u+v,u+v) = (u,u+v)+ v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)

llu = ol = (u = v,u—v) = (u,u—v) = (v,u—v) = (u,u) = (u,0) = (v,u) + (v,0)

[+ 0|1 + [ = vl = 2 (u, w) + 2 (v,0) = 2] Jul[* + 2 ||o]|?

O
Trditev. Cauchy-Schwarzova neenakost. |(u,v)| < ||u|| - ||v||
Dokaz. |{u,v)] = lljul] - [[o]] - cos | = Ifull - o]l - Icos o] < IJull - [[o]l, Kajti |eos | € [0, 1]. O
Trditev. Trikotniska neenakost. [|u + v|| < |u|| + ||v||
Dokaz. Sledi iz Cauchy-Schwarzove. Velja
= lull - o]l < [(u, v)] < {lul] - [Jv]| /-2
2 2
=2|[ul - [[o]] < 2[{u,v)| < 2{Ju]| - [|v]| /A ull” 4 [lol|
2 2 p) 2 2
2 hull ol + Il + o < 2w TTI <2 fll ol + 1 + o]
uporabimo kosinusni izrek na levi strani enacbe, desno pa zlozimo v kvadrat:
2 2
(w40l < ([lull + [lv]]) /v
[u + ol < [lul] + [Jv]]
O
Trditev. Za nenicelna vektorja velja v L v < (u,v) = 0.
Dokaz. (u,v) =u-v=]|Ju||-||v]|-cosep, kar je 0 & ¢ = 7 = 90°. O

1.1.5 Vektorski in meSani produkt

Definirana sta le za vektorje v R3.

Definicija. Naj bo u = (a1, a2,a3),v = (b1, B2, 83). u X v = (283 — a3fz, a3f1 — 13, 182 — azf).



Geometrijski pomen Vektor u x v je pravokoten na u in v, njegova dolzina je ||u|| - ||v|| - sin ¢, kar je plog¢ina
paralelograma, ki ga oklepata u in v.

Pravilo desnega vijaka nam je v pomo¢ pri doloZanju usmeritve vektorskega produkta. Ce iztegnjen kazalec
desne roke predstavlja v in iztegnjen sredinec v, iztegnjen palec kaze v smeri u X v.

Trditev. Lagrangeva identiteta. ||Ju x v|| + (u,v)* = [|u|[* - ||v||?
Definicija. Mesani produkt vektorjev u, v, w je skalar (u X v,w). Oznaka: [u,v,w] = (u x v, w).

Geometrijski pomen Volumen paralelpipeda, ki ga dolo¢ajo u,v,w. Razlaga: [u,v, w] = (u x v,w) = ||u X v|| -
[|w]] - cos ¢; ||u x v|| je namre¢ plos¢ina osnovne ploskve, ||w]| - cos ¢ pa je viSina paralelpipeda.

Trditev. Osnovne lastnosti vektorskega produkta so u x u = 0, u X v = — (v X u), (au+ fv) X w = a(u X w) +
B (v x w) (linearnost)

Trditev. Osnovne lastnosti meSanega produkta so linearnost v vsakem faktorju, menjava dveh faktorjev spremeni
predznak ([u, v, w] = — [v, u, w]), cikliGen pomik ne spremeni vrednosti ([u, v, w] = [v,w,u] = [w, u,v]).

1.1.6 Premica v R"
Premico lahko podamo z
e dvema razli¢nima tockama

e s tocko 7 in nenicelnim smernim vektorjem p. Premica je tako mnozica tock {7 =)+ tp;Vt € R}. Taki
enacbi premice reCemo parametri¢na.

e s tocko in normalo (v R?; v R™ potrebujemo to¢ko in n — 1 normal)

Nadaljujmo s parametri¢nim zapisom 7 = r)+tp. Ce totke zapiSemo po komponentah, dobimo parametri¢no ena¢bo
premice po komponentah: (z,y, 2) = (2o, Yo, 20) + ¢ (p1, P2, P3)-

T =xg+1tp
Y ="Yo t+1tp2
2=z +tps

Sedaj lahko iz vsake enacbe izrazimo t in dobimo normalno ena¢bo premice v R™:

T — X0 — Yo zZ— 20 . . . 1, — L1 T — X
t= S S - , oziroma v splo§nem za premico v R™: t = =2~ — ... = "0 %
P p2 b3 P Pn

Osnovne naloge s premicami so projekcija tocke na premico, zrcaljenje tocke ¢ez premico in razdalja med tocko
in premico.

Iskanje projekcije dane to€ke na dano premico (skica prepusena bralcu) 7] projiciramo na 7 = 7 + tp in
dobimo 7. Za r] vemo, da lezi na premici, torej 3t € R >: r] = 7 + tp. Poleg tega vemo, da je r; — r1 pravokoten
na premico oz. njen smerni vektor p, torej <r’1 -, ]3°> = 0. Ti dve enacbi zdruzimo, da dobimo ¢, ki ga nato

vstavimo v prvo enacbo:

<T_ivﬁ> — <T_(')713>

(ro+tp—17,p) = 0= (r0,p) +t (B, p) — (", p) =0 =t = -
(7, p)
T_i :7"6+tﬁ:7”_6+wﬁ
(P, p)
Spotoma si lahko izpiSemo obrazec za oddaljenost tocke od premice: a = Hr_’i — r'i‘ in obrazec za zrcalno sliko

7. 7o T o o
(rf): rp = 5= =l =2r] —11.



1.1.7 Ravnine v R"

Ravnino lahko podamo
e s tremi nekolinearnimi tockami

e s tocko na ravnini in dvema nenicelnima smernima vektorjema, ki sta linarno neodvisna. Ravnina je tako
mnozica tock {7 = 7y + sp'+ tq;Vs,t € R}. Taki enacbi ravnine re¢emo parametri¢na.

e s tocko in na ravnini in normalo (v R3; v R™ poleg to¢ke potrebujemo n — 2 normal)
Nadaljujmo s parametri¢nim zapisom 7 = 7 + sp + tq. Ce tocke zapiSemo po komponentah, dobimo parametri¢éno
enacbo ravnine po komponentah: (z,y,z) = (20,0, 20) + s (p1, P2, p3) + £ (q1, 42, 3)-
r =x0+sp1 +iq
Y =Yo + sp2 + tq2
Z=yo + sp3 +1q3
Normalna ena¢ba ravnine v R? (skica prepus¢ena bralcu) Vemo, da je 7 (normala) pravokotna na vse vektorje

v ravnini, tudi na 7 — ) za poljuben 7 na ravnini. Velja torej normalna enacba ravnine: (7 — 7, 7) = 0. Razpisimo
jo po komponentah, da na koncu dobimo normalno ena¢bo ravnine po komponentah:

<(937ya Z) - (5170, Yo, Zo) ) (nl, na, n3)> =0= <(93 —Z0,Y — Yo, < — Zo) ) (n1,n2,n3)>

ny1 (x —xo) +n2 (Y —yo) + n3 (2 — 20) = 0 = n1x — n1xo + Nay — nayo + n3z — n3zo = 0

1T + noy + N3z = n1xg + nayYo + nN3zp = d

IskanJe pravokotne projekcije dane tocke na dano ravnino (skica prepuscena bralcu) Projicirati Zzelimo 73
v 7] na ravnini 7 = 75 + sp+ tg. Vemo, da 7"1 leZi na ravnini, zato 3s,t € R 3: r] = rj + sp+ tq. Poleg tega vemo,

da je rl — r1 pravokoten na ravnino oz. na p in na ¢ hkrati, torej < -7, > =0= < -7, > Vstavimo rl iz

prve enacbe v drugo in dobimo
(Fo+sp+tqd—r1,p) =0= (o +sp+tqd—71,9)

(7o, ) + s (B, D) + (@, 0) — (11,0) = 0= (70, @) + 5 (7, @) + (7, @) — (r1, )

dobimo sistem dveh enacb
s{(p,p) +t{(q.p) = (r1 — 70,D)

s (0, @) + (7, @) = ("1 =70, q)

sistem resimo in dobljena s, ¢ vstavimo v prvo enacbo zgoraj, da dobimo rj.

1.1.8 Regresijska premica

Regresijska premica je primer uporabe zgornje naloge. V ravnini je danih n tock (z1,41), ..., (Zn,¥n). I8¢emo tako
premico y = ax + b, ki se najbolj prilega tem tockam. Prileganje premice tockam merimo z metodo najmanjsih
kvadratov: naj bo d; navpi¢na razdalja med (x;,y;) in premico y = ax + b, torej razdalja med totkama (x;,y;)
in (z;,ax; +b), kar je |y; — ax; — b|. Minimizirati Zelimo vsoto kvadratov navpiénih razdalj, torej izraz d>+- - -+d2 =

(11 — azy — )+ (g — a2 — ) = ||y — a2y — by, Yo — a2 — O = [[(W1, -1 yn) — @ (@1,.rn) = (L.

Ce je torej ¥ = 04+ a(x1,...,2,) + b(1,...,1) hiperravnina v n—dimenzionalnem prostoru, bo norma, ki jo
Zelimo minimizirati, najmanjsa tedaj, ko a, b izberemo tako, da najdemo projekcijo (y1,...,¥yn) na to hiperravnino
(skica prepuscena bralcu). Res$imo sedaj nalogo projekcije tocke na ravnino:

Oznadimo 4 := (y1,...,Yn), T = (T1,...,Tn), = (1,...,1). Vemo, da J—aZ—bl L 7,1, torej <37— af — bl, f> =

0= < —af — bl 1> in dobimo sistem enacb

<g,f>:a<f,f>+b<f,f>



<g,f> :a<f,f>+b<f,f>.

V sistem sedaj vstavimo definicije tock (x;,y;) in ga nato delimo s $tevilom tock, da dobimo sistem s povpredji, ki

ga nato resimo (izlu§¢imo a, b):
n n n
2
E yi:ci:ag xi—l—bg T; /n
i=1 i=i i=1

iyi:aixi—kbil:aixri—bn /:n
i=1 i=1 i=1 i=1

- R - YT — Y-
y7:ax2—&—(?—ai)f:axQ—F?-f—an:>a(a:2—§2) — -G T=a %
xr< —x

1.2 Sistemi linearnih enacb

Ta sekcija, z izjemo prve podsekcije, je precej dobesedno povzeta po profesorjevi beamer skripti.

1.2.1 Linearna enacba

Definicija. ~ je enacba oblike ajz1 + -+ a,x, = b in vsebuje koeficiente, spremenljivke in desno stran. MnoZica
resitev so vse n—terice realnih stevil, ki zados¢ajo enacbi R = {(z1,...,2,) € R";a121 + -+ + apz, = b}. Ce so
vsi koeficienti 0, pravimo, da je enacba trivialna, sicer (torej ¢im je en koeficient neni¢eln) je netrivialna.

D ;640

Rr b=0 Za netrivialno enacbo pa velja a; # 0, torej:

Pripomba. Za trivialno enacbo velja R = {

a1z + -+ az + o+ Ty =0

b
11+ F 1T+ G 1T + - F ATy = b —aix; = —a; <$z - —

%

K2

b b
<(a,~,...7an),<x17...7xi1,961-—,xi+1,...7wn>> =0= <(ai,...,an),(xl,...,xi,...wn)— (07...,07,0,...,0>>
a; a

Tu lahko oznadimo 7 = (a;,...,an), ¥ = (1, Tiy- .., Tn), 7o = (07...,0 b 07...,0) in dobimo (77, 7 — 7¢), kar

v q)?
je normalna ena¢ba premice v R?, normalna enac¢ba ravnine v R? oziroma normalna ena¢ba hiperravnine v R™.

b
1T+ + 41T +a; <$z - ) +ait1%i1 + -+ apzy, =0

1.2.2 Sistem linearnih enacb

Definicija. Sistem m linearnih enacb z n spremenljivkami je sistem enacb oblike

a1ry + -+ arar, = b

Am, 121 I AmnTn = bm

Dejstvo. MnoZica resitev sistema je R™ < Vi,j : a;; = b; = 0. Sicer je mnoZica resitev presek hiperravnin v R"
— resitev posameznih enacb. To vkljucuje tudi primer prazne mnoZice resitev, saj je taksna na primer presek dveh
vzporednih hiperravnin.

Zgled. Mnozica resitev 2 x 2 sistema je lahko
e cela ravnina

e premica v ravnini



e tocka v ravnini

e prazna mnozica

Pripomba. Enako velja za mnoZico resitev 3 x 2 sistema.

Pripomba. Mnozica resitev sistema 2 x 3 pa ne more biti toc¢ka v prostoru, lahko pa je cel prostor, ravnina v prostoru,
premica v prostoru ali prazna mnoZica.

Algebraicen pomen resitev sistema Resitve sistema

aarr + o+ aiaT, = b

Gm, 121 + -+ UmnTn = bm

lahko zapiSemo kot linearno kombinacijo stolpecv sistema in spremenljivk:
(b17 o 7bn) = (al,ll‘l + -+ A1,nTny---,Am,1T1 + -+ am,nxn) =1 (al,lv s 7afm,1) +-tz, (al,n; ) am,n)
b=x1a1+ -+ xpay,

1.2.3 Klasifikacija sistemov linearnih enac¢b

Sisteme linearnih enac¢b delimo glede na velikost na

e kvadratne (toliko enacb kot spremenljivk),

e poddolocene (ve¢ spremenljivk kot enacb),

e predolocene (ved enacb kot spremenljivk);
glede na resljivost na

e neresljive (prazna mnozica resitev),

e enoli¢no resljive (mnoZica resitev je singleton),

e neenoli¢no resljive (mo¢ mnozice resitev je ve¢ kot 1);
glede na obliko desnih strani na

e homogene (vektor desnih stani je niceln)

e nchomogene (vektor desnih strani je nenic¢en)

Pripomba. Ce sta & in i dve razli¢ni resitvi sistema, je reSitev sistema tudi (1 — t) & + ¢ za vsak realen ¢, torej ima
vsak neenoli¢no resljiv sistem neskonéno resitev.

Pripomba. Pogosto (a nikakor ne vedno) se zgodi, da je kvadraten sistem enoli¢no resljiv, predolocen sistem neresljiv,
poddolocen sistem pa neenoli¢no resljiv.

Pripomba. Homogen sistem je vedno resljiv, saj obstaja trivialna resitev 0. VpraSanje pri homogenih sistemih je
torej, kdaj je enoli¢no in kdaj neenoli¢no resljiv. Dokazali bomo, da je vsak poddolo¢en homogen sistem linearnih
enacb neenoli¢no resljiv.

1.2.4 ReSevanje sistema

Sisteme lahko resujemo z izlo¢anjem spremenljivk. Iz ene enac¢be izrazimo spremenljivko in jo vstavimo v druge
enacbe, da izrazimo zopet nove spremenljivke, ki jih spet vstavimo v nove enacbe, iz katerih spremenljivk Se nismo
izrazali in tako naprej, vse dokler ne pridemo do zadnjega moZnega izrazanja (dodatno branje prepusceno bralcu).

Sisteme pa lahko resujemo tudi z Gaussovo metodo. Trdimo, da se reSitev sistema ne spremeni, ¢e na njem
uporabimo naslednje elementarne vrsti¢ne transformacije:

e menjava vrstnega reda enacb,
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e mnozenje enacbe z nenicelno konstanto,

e pristevanje veckratnika ene enacbe k drugi.

Z Gaussovo metodo (dodatno branje prepuséeno bralcu) mrevarimo razsirjeno matriko sistema, dokler ne dobimo
reducirane kvadratne stopniCaste forme (angl. row echelon), ki izgleda takole (x reprezentira poljubno realno
stevilko, 0 nic¢lo in 1 enico):

o -~ 01 x -+ x 0 x -+ x 0 x -+ x 0 X ]
0 0 0 1 x x 0 X x 0 X
0 0 0 1 x x 0 X
0 0 0 1 X
0
6 000 000 000 00|kl

1.2.5 Homogeni sistemi
Definicija. Sistem je homogen, ¢e je vektor desnih strani niceln.

Vedno ima resitev 0. Linearna kombinacija dveh resitev homogenega sistema je spet njegova resitev. Splosna
reSitev nehomogenega sistema je vsota partikularne reSitve tega nehomogenega sistema in sploSne resitve njemu
prirejenega homogenega sistema.

Pripomba. V tem razdelku nehomogen sistem pomeni nenujno homogen sistem (torej splogen sistem linearnih enacb),
torej je vsak homogen sistem nehomogen.

Trditev 4. Vsak poddolo¢en homogen sistem ima vsaj eno netrivialno resitev.

Dokaz. Dokaz z indukcijo po Stevilu enacb.
Baza ajz1+---+anz, = 0zan > 2. Cejea, =0, je netrivialna resitev (0,...,0,1), sicer pa (0,...,0,—an, apn_1).

Korak Denimo, da velja za vse poddolo¢ene homogene sisteme z m — 1 vrsticami. Vzemimo poljuben homogen
sistem z n > m stolpci (da je poddolocen). Ce je a, = 0, je netriviatna resitev (0,...,0,1), sicer pa iz ene od enach
izrazimo x,, s preostalimi spremenljivkami. Dobljen izraz vstavimo v preostalih m —1 enacb z n — 1 spremenljivkami
in dobljen sistem uredimo. Po I. P. ima slednji netrivialno resitev (aq,...,a,—1). To resitev vstavimo v izraz za
Zp in dobimo a, in s tem (ayq, ..., @n_1, @,) kot netrivialno resitev sistema z m vrsticami.

O

Trditev. Linearna kombinacija dveh resitev homogenega sistema je spet njegova reSitev.

Dokaz. Cesta (s1,...,s,)n (ty,...,t,) dve resitvi homogenega sistema, velja za §Vi : ((a;1,...,ain), (51, 8n)) =
a; 181 + -+ + a; nSp, = 0 in enako za t. Dokazimo Vo, 8 € R,i: (@i, .., Qin),a(S1,...,8.) + B (t1,...,tn)) =0.
<(ai,1,...,ai’n),a(sl,...,sn)—&—B(th...,tn)} = (a(sl,...,sn)+5(t17...,tn),(aiyl,...,ai’n» =
= <§7 (aiﬁl, e ,aim)) =+ ﬂ <£: (am, . ,ai,n)> = aO =+ ﬂO
O

Trditev. SploSna reSitev & resljivega nehomogenega sistema s partikularno resitvijo p'je £ = p+ fL, kjer je h regitev
temu sistemu prirejenega homogenega sistema (desno stvar smo prepisali z ni¢lami).

Pripomba. Trdimo, da je mnozZica reitev nehomogenega sistema samo mnoZica reSitev prirejenega homogenega
sistema, premaknjena za partikularno resitev nehomogenega sistema.

-

Dokaz. Velja Vi: (P, (a;1,...,ain)) =bi A <h7 (@in,---, ai7n)> = 0. DokaZimo Vi : <ﬁ+ i_i, (@ia,---,0a n)> =b;.

s

<ﬁ+ ﬁa (ai,la .. '7ai,n)> = <ﬁ; (ai,la .. '7a’i,n)> + <E(ai,17 oo 7ai,n)> = b’L +0= bz
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1.2.6 Predoloceni sistemi

Predolocen sistem, torej tak z ve¢ ena¢bami kot spremenljivkami, je obi¢ajno, a ne nujno, neresljiv.

Definicija. PosploSena resitev sistema linearnih enacb je taka n—terica $tevil (z1,. ..z, ), za katero je vektor levih
strani (a1,121 4+ -+ @G1nTn, - - Am,1T1 + © -+ + A, nTp) Najblizje vektorju desnih strani (by,...,by,).

Pripomba. Ce je sistem resljiv, se njegova reSitev ujema s posploSeno resitvijo. Po metodi najmanjsih kvadra-
o ST 2 2" .
tov zelimo minimizirati izraz (a1,121 4+ -+ a1,02n —b1)" + -+ + (@m, 171 + - - + QmnTyn — by)” oziroma kvadrat

12 -
riay + -+ Tpdy — bH Podobno kot pri regresijski premici zelimo pravokotno projicirati b na

norme razlike ‘

Lin{ai,...,d,}. Is¢emo torej take skalarje (z1,...,2,), daje aizi+- -+ dnay —bL ai, - .., dp (hkrati pravokotna
na vse vektorje, ki dolo¢ajo to linearno ogrinjaco). Preuredimo skalarne produkte in zopet dobimo sistem enacb:

<a'iac1—|—-~-+a7lxn—l_)',a'i>:~--:<a'ix1+---+a7lxn—l_)',a7l>:0

x1{ay,a1) + -+ xy, (ay,a1) = <5, aﬁ>

x (a1, dn) + -+ xy (dn, dn) = <5, cfn>

Pripomba. Izkaze se, da je zgornji sistem vedno resljiv. Enoli¢no takrat, ko so {aj,...,d,} linearno neodvisni. Ce
je neenoli¢no resljiv, pa pois¢emo njegovo najkrajSo resitev.

1.2.7 Poddolo¢eni sistemi

Trditev. Poddolocen sistem, torej tak, ki ima ve¢ spremenljivk kot enacb, ima neskonéno resitev, ¢im je resljiv.

Dokaz. Sledi iz zgornjih dokazov, da ima vsak poddolo¢en homogen sistem neskoncno resitev in da je p'+ h splogna
reSitev nehomogenega sistema, Ce je p partikularna reSitev tega sistema in h sploSna reSitev prirejenega homogenega
sistema. 0

Pripomba. Seveda je lahko poddolocen sistem neresljiv. Trivialen primer: z4+y+2=1, z+y+ 2= 2.

Kadar ima sistem neskon¢no reSitev, nas Cesto zanima najkrajSa (recimo zadnja opomba v prejsnji sekeiji).
Geometrijski gledano je najkrajSa resitev pravokotna projekcija izhodis¢a na presek hiperravnin, ki so mnozica
resitve sistema. Vsaka enacba dolo¢a eno hiperravnino v normalni obliki, torej (7,n;) = b;. Projekcija izhodiséa
na hiperravnino v normalni obliki je prese¢ise premice, ki gre skozi izhodiSCe in je pravokotna na ravnino, torej
7 = tn}, in ravnine same. Vstavimo drugo enacbo v prvo in dobimo (tn;,7;) = b; in izrazimo t = (n?ibni)’ s ¢imer
dobimo 7= ﬁﬁ; Doslej je to le projekcija na eno hiperravnino.

Za pravokotno projekcijo na presek hiperravnin pa najprej dolo¢imo ravnino, ki je pravokotna na vse hiperravnine
sistema, torej ¥ = tin] + -+ + tymNm, in najdimo presek te ravnine z vsemi hiperravninami. To storimo tako, da
enac¢bo ravnine vstavimo v enacbe hiperravnin in jih uredimo: (¥,7n;) = b; ~ (t111 4+ -+ + tmnim, 75) = by ~
ty (ny,n;) + - 4t (W, 75) = b;. To nam da sistem enach

b (01, M) + -+t (M, M) = by

Resimo sistem in dobimo (t1,...,ty), kar vstavimo v ena¢bo ravnine ¥ = ¢;1] + - - - + ¢, N, da dobimo najkrajso
reSitev.
17 d&; oznacujemo stolpi¢ne vektorje sistema, torej d; = (@155 Qm,i)-

12



1.3 Matrike

Definicija. m x n matrika je element (R™)"™, torej A = ((a1,1,---,a1n) -+, (@m1s--samn)). Ima m vrstic in n
stolpcev, zato jo piSemo takole:
ain v Qip
A =
am,1 ot Qmn

Matrikam velikosti 1 x n pravimo vrsti¢ni vektor, matrikam velikosti m x 1 pa stolpi¢ni vektor. Obe vrsti obi¢ajno
identificiramo z vektorji. [1] identificiramo z 1. Na preseku i—te vrstice in j—tega stolpca matrike se nahaja element
am-.

Definicija. Sestevanje matrik je definirano le za matrike enakih dimenzij. Vsota matrik A + B je matrika

a1 +bi1 - aim+big
A+B= : :
am,1 + bm.l ot Qmyn + bm,n
Pripomba. Ni¢elna matrika 0 je aditivna enota.
0 --- 0
0 =
0 --- 0
Definicija. Produkt matrike s skalarjem.
aaq, 1 tee aail n
A-a=a-A=
Q1 Qlyp

Definicija. Produkt dveh matrik Ay, xrn - Buxp = Cmxp. Velja ¢ j = ZZ=1 a; 1bj k. (razmislek prepuscen bralcu)

0 i#7
Pripomba. Kvadratna matrika identiteta I je multiplikativna enota: 7;; = {1 . 7 ‘7
=1

T

Definicija. Transponiranje matrike A, .,

= Buxm- bij = aj;.

Pripomba. Lastnosti transponiranja: (AT)T = A, (A+B)" = AT + BT, (aA)" = aAT, (AB)" = BTAT IT =1,
07 =o0.

1.3.1 Matri¢ni zapis sistema linearnih enacb

Matrika koeficientov vsebuje koeficiente, imenujmo jo A (ena vrstica matrike je ena enac¢ba v sistemu). Stolpi¢ni vek-
tor spremenljivk vsebuje spremenljivke & = (x1,...,x,). Vektor desne strani vsebuje desne strani b= (b1y. .. bm).
Sistem torej zapiSemo kot AZ = b.

Tudi Gaussovo metodo lahko zapisemo matri¢no. Trem elementarnim preoblikovanjem, ki ne spremenijo mnozice
reSitev, priredimo ustrezne t. i. elementarne matrike:

e F;;(c): identiteta, ki ji na 4, j—to mesto pristejemo «. Ustreza pristevanju a—kratnika j—te vrstice k i—ti
vrstici.

e P;: v I zamenjamo i—to in j—to vrstico. Ustreza zamenjavi i—te in j—te vrstice.
e FE;(a): v I pomnoZi§ i—to vrstico z a. Ustreza mnoZenju i—te vrstice s skalarjem .

Dejstvo. Vsako matriko je moc¢ z levim mnoZenjem z elementarnimi matrikami (Gaussova metoda) prevesti na
reducirano vrsticno stopnicasto formo/obliko. ZDBVA € M (R)3Ey,...,Ex 2: R=E,-----E-Ajer. v s. f.
Ko resujemo sistem s temi matrikami mnozimo levo in desno stran sistema.

13



1.3.2 Postopek iskanja posplosene resitve predolo¢enega sistema
1. Sistem AZ = b z leve pomnozimo z AT in dobimo sistem AT A% = AT,
2. Pois¢emo obicajno resitev dobljenega sistema, za katero se izkaze, da vselej obstaja (dokaz v 2. semestru).

3. Dokazemo, da je obi¢ajna resitev AT AT = ATh enaka posploseni resitvi AT = b.
12 -
Dokaz. HAf — bH bi radi minimizirali. Naj bo 2 obiajna resitev sistema AT Az = ATb.
o2 o2
|4z - 8||" = || a7 - Az + a5 -

Naj bosta @ = AT — Azg in ¥ = Azy — b. Trdimo, da @ L ¥, torej (i, ¥) = 0. DokaZzimo:

NT ANT

<A£—Aa:6,Af0—5>:<A(a?—x5),Ax5—5>: (Aa?o—b) A(F — ) = (Afo—b) (A7) (& - 2) =

N o ATP\ (= o predpostavkao @ o,
= (AT (Afo - b)) (Z—xp) = (ATAQUO - ATb) (& —ap) ™° postavia © T (Z — xp)
Ker sedaj vemo, da sta @ in ¥ pravokotna, lahko uporabimo Pitagorov izrek, ki za njiju pravi ||@ + UHQ =
||@||* +||7]]>. V naslednjih izpeljavah je Z poljuben, @) pa kot prej.

HAJ?—EHZ): HAa‘c’—Af0+Aa:?)—5H2 - ||Af—AxB|\2+HAxB—5H2 > ||z - 5 ’

2

)

412 o
HAf—bH ZHAfO—b

kar pomeni , da je 2y manjsi ali enak kot vsi ostale n—terice spremenljivk. O

1.3.3 Najkrajsa resitev sistema

Ta sekcija je precej dobesedno povzeta po profesorjevi beamer skripti.
Sistem AZ = b je lahko neenoli¢no resljiv. Tedaj nas ¢esto zanima po normi najkrajSa reSitev sistema.

Trditev. NajkrajSa reSitev sistema AX = gje AT, kjer je 15 poljubna resitev sistema AAT{ = b.

Dokaz. Naj bo xj poljubna resitev sistema AX = b in 0 poljubna regitev sistema AAT{ = b. Dokazali bi radi, da
velja || AT | ’2 < ||#%])*. Podobno, kot v prejsnji sekeiji:

llol? = || — AT + ATg5||* = lJu + o2

—

Dokazimo, da sta @ = 23 — ATy in @ = ATy pravokotna, da lahko uporabimo pitagorov izrek v drugi vrstici:

5 NT
(@ — ATy, ATgs) = (7% — ATys)" AT = (A (7% — ATG)) " G = (Ado — AATG) o = (5-8) 4o =0

o+ 0] 2 = [Jul]® + o] = [|40 — AT + ATg0||” = || — AT ||” + || AT50])" > || AT 40|

l1]1* > | [A" 35 |

Pripomba. 1z resljivosti AZ = b sledi resljivost AAT G = l_;, toda to znamo dokazati Sele v drugem semestru.
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1.3.4 Inverzi matrik

Definicija. Matrika B je inverz matrike A, ¢e velja AB = I in BA = I. Matrika A je obrnljiva, ¢e ima inverz,
sicer je neobrnljiva.

Trditev. Ce inverz obstaja, je enolicen.

Dokaz. NaJ bosta, B1 in BQ inverza A. Velja AB1 = BlA = A32 = BQA =1. Bl = Bll = Bl (ABQ) = (BlA) Bg =
1By = Bs. O

Definicija. Ce inverz A obstaja, ga oznacimo z A~!.
Zgled. Primeri obrnljivih matrik:
o Identi¢na matrika I: I-I =111 =1
e Elementarne matrike:
— Eij () - Eij (—a) = I, torej Eij ()™ = Ejj (—a)
— Py - Py =1, torej P;' = P;
— Ei(a)-E; (a7') =1, torej E; () ' = E; (a™!)
Trditev. Produkt obrnljivih matrik je obrnljiva matrika.

Dokaz. Naj bodo Ay, ..., A, obrnljive matrike, torej po definiciji velja Ay ---- - Ap At ATl =A, - Ay -
ATl A>' = 1. Opazimo, da velja (Ay - -+ A,) " = A7 oo AZL O

Pripomba. Vsaka obrnljiva matrika je produkt elementarnih matrik. Dokaz sledi kasneje.
Zgled. Primeri neobrnljivih matrik:
e Nicelna matrika, saj pri mnoZenju s katerokoli matriko pridela ni¢elno matriko in velja I # 0.

e Matrike z ni¢elnim stolpcem /vrstico.

Dokaz. Naj ima A vrstico samih nic¢el. Tedaj za vsako B velja, da ima AB vrstico samih ni¢el (o¢itno po
definiciji mnoZenja). AB zato ne more biti I, saj I ne vsebuje nobene vrstice samih ni¢el. Podobno za nicelni
stolpec. O

e Nekvadratne matrike

Dokaz. Naj ima A, x, vec vrstic kot stolpcev (m > n). PDDRAA obstaja B, da AB = I. Uporabimo
Gaussovo metodo na A. Z levim mnozenjem A z nekimi elementarnimi matrikami lahko pridelamo RVSO.
E,---E,A=R. Ey---E,AB=F,---E,] = E,---E, = RB. Toda R ima po konstrukciji ni¢elno vrstico
(je namre¢ A podobna RVSO in a ima veé¢ vrstic kot stolpcev). Potemtakem ima tudi RB ni¢elno vrstico,
torej je neobrnljiva, toda RB je enak produktu elementarnih matrik, torej bi morala biti obrnljiva. —<— O

1 00 L0 1 0
Pripomba. 1z AB = I ne sledi nujno BA = [. Primer: A = ,B=10 1], AB = ,
01 0 00 0 1
1 00
BA=|0 1 0 |. Velja pa to za kvadratne matrike. Dokaz kasneje.
0 0 O
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1.3.5 Karakterizacija obrnljivih matrik

Izrek. Za vsako kvadratno matriko A so naslednje trditve ekvivalentne:

1. A je obrnljiva

2. A ima levi inverz (3B 3: BA=1)

3. A ima desni inverz (3B >: AB=1)

. stolpci A so linearno neodvisni

L VEAZ=0=2=0

VbAT >: AZ = b

. RVSO A je I

4
5
6. stolpci A so ogrodje
7.
8
9

. A je produkt elementarnih matrik

Shema dokaza teh ekvivalenc je zanimiv graf. Bralcu je prepuscena njegova skica.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.

(1=2)
(1=3)
(2=15)

3=17)

(5=4)

(7=6)

(4=28)

Sledi iz definicije.
Sledi iz definicije.

Naj 3B 3: BA = I. Dokazimo, da VZ : A¥ = 0= & = 0. Pa dajmo: AT =0= B(A%) =B0=0=
(BA)Z=1Z=1.

Naj 3B 3: AB = I. Dokazimo, da Vb3% >: AT = b. Vzemimo Z = Bb. Tedaj A% = ABb = Ib = b.

aix - Qin
NajV# : A¥ = 0 = & = 0. Dokazimo, da so stolpci A linearno neodvisni. Najbo A = : : ,
apl  *°° Omn
Z1 11Ty Aindn a1 A1n
z= ©|. Tedaj AZ = : : = : x4+ : Ty = @ T1+ - AT
Tn aAn1T1 e AmnTn am1 Amn,
Po definiciji [2| za linearno neodvisnost mora veljati a¢1z1 + -+ + dpxp, = 0= 21 = --- =z, = 0. Ravno

to pa smo predpostavili.

Uporabimo iste oznake kot zgoraj. Za poljuben b is¢emo tak Z,dajeajxzi+- - -+dpry, = A¥ = g(deﬁnicija
ogrodja). Po predpostavki 7| velja, da Vb3Z >: AZ = b. Torej po predpostavki najdemo ustrezen & za
poljuben b.

Za dokaz uvedimo nekaj lem, ki dokazejo trditev.

Lema 1. Ce ima A,x, LN stolpce in ce je Cpxn obrnljiva, ima tudi CA LN stolpce.

Dokaz. Naj bodo ay,...,a, stolpci A. Velja Az = 0 = = = 0. Dokazati zelimo, da CAx =0 = z = 0.
Predpostavimo C' Az = 0. Mnozimo obe strani z C~'. C7!CAz =C 10~ Az =0~ Az =0 =z =
0. O

Lema 2. Ce ima A LN stolpce, ima njena RVSO LN stolpce.

Dokaz. Po Gaussu obstajajo take elementarne Ey,..., E,, da je E,--- E;A = R RVSO. Po lemi [I] ima
FE1 A LN stolpce, prav tako EsFq A in tako dalje, vse do F,, --- F1 A = R. O

Lema 3. Ce ima RVSO R LN stolpce, je enaka identitets.
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Dokaz. PDDRAA R # I. Tedaj ima bodisi nicelni stolpec bodisi stopnico, daljso od 1. Ce ima nicelni
stolpec, ni LN. —+¢—. Ce ima stopnico, daljSo od 1, kar pomeni, da v vrstici takoj za prvo enico obstajajo
neki nenic¢elni X —1i, pa je stolpec z nekim neni¢elnim X —om linearna kombinacija ostalih stolpcev, torej
stolpci R niso LN —<¢—. O

(6 =8) Predpostavimo, da so stolpci A ogrodje in dokazujemo, da RVSO A je I.

Lema 1. Ce so stolpci Ay xpn ogrodje in ce je Cpxpn obrnljica, so tudi stolpci C A ogrodje.

Dokaz. Naj bodo stolpci A ogrodje. Torej Vb3xr >: Axr = C~'h. Mnozimo obe strani z C~1. VbIx >:
CAx = b — stolpci C'A so ogrodje. O

Lema 2. Ce so stolpci A ogrodje, so stolpci njene RVSO ogrodje.

Dokaz. Po Gaussu obstajajo take elementarne Ey,...,E,, da je E,---E1A = R RVSO. Po lemi [I] so
stolpci E7 A ogrodje in tudi stolpci FoE7 A so ogrodje in tako dalje vse do R. O

Lema 3. Ce so stolpci RVSO R ogrodje, je R = I.

Dokaz. PDDRAA R # I. Tedaj ima bodisi ni¢elni stolpec bodisi stopnico, daljso od 1. Ce ima nielni
stolpec, stolpci niso ogrodje zaradi enoli¢nosti mo¢i baze (dimenzije prostora). —<— Ce ima stopnico,
daljSo od 1, pa je stolpec z nekim neni¢elnim x —om linearna kombinacija ostalih stolpcev, torej stolpci
R niso ogrodje zaradi enoli¢nosti mo¢i baze (dimenzije prostora) —<—. O

(8 =9) Predpostavimo, da je R :== RVSO (A) = I. Dokazimo, da je A produkt elementarnih matrik. Po Gaussu
obstajajo take elementarne matrike F,,..., F,, da E, --- E1A = R. Elementarne matrike so obrnljive,
zato mnozimo z leve najprej z E, !, nato z E;_ll, vse do El_1 in dobimo A = El_1 -+ E;1R. Upogtevamo,
da je inverz elementarne matrike elementarna matrika in da je R = I. Tedaj A = E;'--- E; L.

O
Trditev. A je obrnljiva < AT obrnljiva.
Dokaz. Velja AB=1 < (AB)" =I1" & BTAT = in BA=1 < (BA)" =17 & ATBT = I. O
Posledica. (AT)il = (Afl)T in wvrstice so LN in ogrodje.

Pripomba. Inverz A lahko izra¢unamo po Gaussu. ZapiSemo razsirjeno matriko [A, I] in na obeh applyamo iste

elementarne transformacije, da A pretvorimo v RVSO. Ce je A obrnljiva, dobimo na levi identiteto, na desni pa
AL

1.4 Determinante

Definicija. Vsaki kvadratni matriki A priredimo $tevilo det A. Definicija za 1 x 1 matrike: det [a] :== a. Rekurzivna
definicija za n x n matrike:
a1l v Qin n
det = Z(—l)’€+1 ayy det Ay,

k=1
anl ctt Gpn

kjer A;; predstavja A brez i—te vrstice in j—tega stolpca. Tej formuli razvoja se rece ,razvoj determinante po prvi
vrstici®.

Zgled. 2x2 determinanta. det [ Z ] = ad—bc. Geometrijski pomen je plos¢ina paralelograma, ki ga razpenjata

a
c
(c,d) in (a,b), kajti plogéina bi bila (a + c) (b+ d) — 2bc — 2% — 292 = 4+ o6+ ad +.ed — Fbc —ed — atf = ad — be. Ce

zamenjamo vrstni red vektorjev, pa dobimo za predznak napacen rezultat, torej je plos¢ina enaka |det [ i Z } ’
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Zgled. 3 x 3 determinanta.

a1l a2 a13

a a a a a a
det | as1 ags asz | = ayp det 2T a1s det 2 B4 ais 2 2=
ass ass

a32 asi az;  as2
az1 asz ass

a1 (022033 - 023032) — 12 (1121(133 - 023(131) + ais (a21a32 - 022CL31)

To si lahko zapomnimo s Saurusovim pravilom. PripiSemo na desno stran prva dva stolpca in seStejemo produkte
po Sestih diagonalah. Narasc¢ajoce diagonale (tiste s pozitivnim koeficientom, ¢e bi jih risali kot premice v ravnini)
prej negiramo. Geometrijski

Zgled. Vektorski produkt. Velja:

x oy z
((z,y,2), (az1, a22,a23) X (a31,as2,asz)) =det | agr a2 az |,
azr asz ass

torej je [(a11,a12,a13), (a1, aze, aszs), (as1,ase, ass)] (mesani produkt) determinanta matrike A, torej je |det A|
plos¢ina paralelpipeda, ki ga razpenjajo trije vrsti¢ni vektorji A.
1.4.1 Racunanje determinant

Determinante rac¢unati po definiciji je precej zahtevno (bojda O (n!)) za n x n determinanto. BoljSo rac¢unsko
zahtevnost dobimo z Gaussovo metodo. Oglejmo si najprej posploSeno definicijo determinante: ,razvoj po poljubni
i—ti vrstici®

n
det A =" (=1)"" a;; det Aj;
j=1
“razvoj po poljubnem j—tem stolpcu®
n
det A = Z (—1)" a;jdet A;;
i=1

Ti dve formuli sta e vedno nepolinomske zahtevnosti, uporabni pa sta v primerih, ko imamo veliko nicel na kaki
vrstici/stolpcu. Determinanta zgornjetrikotne matrike je po tej formuli produkt diagonalcev.
Kako pa se determinanta obnaSa pri elementarnih vrsti¢nih transformacijah iz Gaussove metode?

e menjava vrstic => determinanti se spremeni predznak
e mnoZenje vrstice z « = determinanta se pomnozi z «
e priStevanje veckratnika ene vrstice k drugi = determinanta se ne spremeni

Casovna zahtevnost Gaussove metode je bojda polinomska O (n3)

Ideja dokaza veljavnosti Gaussove metode: Indukcija po velikosti matrike.

Baza: 2 x 2 matrike

Korak: Razvoj po vrstici, ki je elementarna transformacija ne spremeni, dobi§ n (n — 1) X (n — 1) determimant,
ki so veljavne po I. P.

1.4.2 Lastnosti determinante
Trditev. Velja
1. det (AB) = det Adet B

2. det AT =det A

A B

3.det{0 C

] =det AdetC

Dokaz. Dokazujemo tri trditve
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1. Dokazujemo det (AB) = det Adet B. Obravnavajmo dva posebna primera:

(a)

(b)

A je elementarna: obrat pomeni mnoZenje determinante z —1, mnoZenje vrstice z o mnozi determinanto
z «, priStevanje veckratnika vrstice k drugi vrstici mnoZi determinanto z 1. O¢itno torej trditev velja, ¢e
je A elementarna.

A ima nicelno vrstico: tedaj ima tudi AB nicelno vrstico in je det A = 0 in det AB = 0, torej ocitno
trditev velja, ¢e ima A nic¢elno vrstico.

Obravnavajmo 8e sploSen primer: Po Gaussovi metodi obstajajo take elementarne Fy, ..., E,,daje E, --- F1A =
R RVSO. Ker je A kvadratna, je tudi R kvadratna. Lo¢imo dva primera:

(a)

(b)

R=1. Tedajdet(E,---F1AB) =detE, ---det F; det AB = det (RB) = det (IB) = det B
det] =det R=detFE, ---det F1det A /-det B

det I det B = det B = det E,, - - -det F; det Adet B

det B zapisimo na dva nacina ne levo in desno stran enacbe.

detF; - - - det#F7 det AB = detF,; - - - det#1 det Adet B

det AB = det Adet B
Pripomba. 3A™! < det A #£ 0

odet

Dokaz. Predpostavimo A je obrnljiva. Tedaj JA™! = B 3: AB = [ = det (AB) = detI. PDDRAA
det A #0, tedaj det AB =det Bdet A=0#det] =1. —¢

Predpostavimo sedaj A ni obrnljiva. Tedaj #A~! = 3E,,,...,F; 3: E,, --- E; A = R ima nicelno vrstico.
Uporabimo isti razmislek kot spodaj, torej det R = 0 = 0 = det R = det F,, - - - det Fy det A. Ker so
determinante elementarnih matrik vse nenicelne, mora biti det A niceln, da je produkt niceln. 0

R ima nicelno vrstico. Tedaj det (R) =0 = 0 = det R = det E,, - - - det E; det A. Ker so determinante
elementarnih matrik vse nenicelne, mora biti det A niceln, da je produkt niceln.

2. Dokazujemo det AT = det A.

(a)

(b)
()

3. Dokazujemo det [

Ce je A clementarna matrika, to drzi: det Pj; = —1 = det Pg =det P;;, det E; (a) = o = det E; (a)! =
det E; (o), det B (o) =1 =det E; (a)" = det E;; (a)".
Ce ima A nicelno vrstico, to drii, saj ima tedaj AT ni¢eln stolpec in det A = 0 = det AT

Splosen primer: Po Gaussovi metodi 3E,,...,E; >: E,---E1A = RVSO (A) = R. Zopet lo¢imo dva
primera:

ii R=1.detR=detRT =1
ii. R ima nicelno vrstico. det R = det RT =0

Sedaj vemo, da det R = det RT. Raunajmo:
det R = det RT

det (B, --- B1A) = det (B, - -- By A)"
det (E, -+ E1A) = det (ATE] - EY)
det#27- -- det 7 det A = det ATdet ET - - - det £
det A = det AT

B

A .. . . . .
0 | = det Adet C. Levi izraz v enacbi vsebuje t. i. blo¢no matriko. UpoStevamo

poprej dokazano multiplikativnost determinante in opazimo, da pri bloénem mnoZenju matrik velja

(¢ 2]l 8][4 2]
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A B I 0 A B
det[o C]:det[o C]det{o I]
}:dethetA

Pojasnilo: Za det C si razpiSemo blo¢no matriko, za det A si zopet razpiSemo blo¢no matriko in nato z
Gaussovimi transformacijami z enicami iz spodnjega desnega bloka izni¢imo zgornji desni blok (B).

O

1.4.3 Cramerjevo pravilo — eksplicitna formula za resitve kvadratnega sistema linearnih enacb

Radi bi dobili eksplicitne formule za komponente resitve x; kvadratnega sistema linearnih enac¢b AZ = b. Izpeljimo
torej eksplicitno formulo . Druga/srednja matrika je identi¢na, v kateri smo i—ti stolpec zamenjali z vektorjem
spremenljivk Z (to oznacimo z I; (¥)), tretja/desna matrika pa je matrika koeficientov v kateri smo i—ti stolpec
zamenjali z vektorjem desnih strani b (to oznacimo z A; (¥)).

i 1 0 I 0 T
: an b1 a1n
a1 Gin 1 24 :
Xy = Qi1 bz Ain
ani - Qpn Tip1 1 :
an1 T bn Ann
| 0 T, 0 1 ]
i 1 0 T 0 i
: a1 1171 + -+ a1 Ty Qin
an @in I oz :
T; = | aa ai1T1 + -+ AinTn Qin
Gnl Ann Tit1 1 : : :
an1 An1T1 +- 4+ Anndn Gnn
| O z, O 1 ]

AL (7) = A, (5) / det
det (AL (7)) = det A; (5)
det Adet I; () = det A; (E)
Izra¢unamo det I; (¥) z razvojem po i—ti vrstici.
det A - a; = det A; (b)
T, = ——"7T—
det A

1.4.4 Formula za inverz matrike

Za dano obrnljivo A, «, i8¢emo eksplicitno formulo za celice X, da velja AX = I. Ideja: najprej bomo problem
prevedli na reSevanje sistemov linearnih ena¢b in uporabili Cramerjevo pravilo ter kon¢no poenostavili formule. Naj
bodo #,...,%; stolpci X in 4y,...,i,. Potemtakem je [ Az Az, ] = A[ T Ty, } =AX =1 =
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[ i1

dobili sistem n x n linearnih enacb. Te sisteme Az = i bomo resili s Cramerjevim pravilom.

z; ] Primerjajmo sedaj stolpce na obeh straneh: Vi € {1..n} : Az; = i;. ZDB za vsak stolpec X smo

o det Ai (Z]) razvoj po j—ti vrstici det Aji . (—1)j+i

i = (%) = det A det A
n T
dot A ()" det g (1) [ detdn (DT det g, (<)M X
X —Al— : : - : : = AT,
L \itn \yntn det A : . : . det A
detA1£é't(;1) ... det Ané;t(;ll) det A,,; - (_1)n . det A, - (_l)n n

kjer A pravimo kofaktorska matrika.

1.5 Algebrske strukture
1.5.1 Uvod

Naj bo M neprazna mnozica. Operacija na M pove, kako iz dveh elementov M dobimo nov element M. Na primer,
¢e a,b € M, je a ob nov element M.

Definicija. Operacija na M je funkcija o : M x M — M, kjer je M x M Xkartezini produkt (urejeni pari).
(a,b) — o(a,b), slednje pa ozna¢imo z o (a,b) = aob.

Na isti mnozici imamo lahko veé¢ razliéno definiranih operacij. Lo¢imo jih tako, da uvedemo pojem grupoida.
Definicija. Grupoid je (neprazna mnozica, izbrana operacija o : M x M — M). Na primer (M, o).

Se posebej nas zanimajo operacije z lepimi lastnostmi, denimo asociativnost, komutativnost, obstoj enot, inver-
ZOV.

Definicija. Grupoid, katerega o je asociativna < Va,b,c € M : (aob)oc=ao (boc), je polgrupa. Tedaj skladnja
dopuica pisanje brez oklepajev: a o bo cod je nedvoumen/veljaven izraz, ko je o asociativna.

Definicija. Komutativnost: o je komutativna < Va,b € M : a ob = bo a. Grupoidom s komutativno operacijo
pravimo, da so komutativni.

Zgled. Asociativni in komutativni grupoidi (komutativne polgrupe): (N,-), (Q,-), (N, +) — stevilske operacije.
Zgled. Asociativni, a ne komutativni grupoidi (nekomutativne polgrupe): (M, «, (R),) — mnoZenje matrik.
Zgled. Komutativni, a ne asociativni grupoidi: Jordanski produkt matrik: Ao B = % (AB + BA).

Zgled. Niti komutativni niti asociativni grupoidi: Vektorski produkt v R3: (Rs, ><).

Zgled. M # (). F naj bodo vse funkcije M — M, o pa kompozitum dveh funkcij. IzkaZe se, da:

e (F,0) je vedno polgrupa.
Dokaz. Definicija kompozituma: (f o g) (z) = f (g (x)).

(fog)oh=fo(goh)

Vo ((feg)oh)(z)=(feog)(h(x))=[(g(h(x))
Va:(folgoh))(z)=f((goh)(x)) = f(g(h(x))

e Cim ima M vsaj tri clemente, (F, o) ni komutativna.

2Tokrat uporabimo indeks j, ker z njim reprezentiramo stolpec in ponavadi, ko govorimo o elementu z;; matrike X, z ¢ ozna¢imo
vrstico.
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Definicija. Naj bo (M, o) grupoid. Element e € M je enota, ¢e Va € M : eoca=aAAaoe = a. Ce velja le eno v
konjunkeiji, je e bodisi leva bodisi desna enota (respectively) in v takem primeru e ni enota.

Zgled. Ali spodnji grupoidi imajo enoto in kaksna je?
e (R,+): enota je 0.
e (N,-): enota je 1.
e (N,+): ni enote, kajti 0 ¢ N.
o (Myxn (R),-): enota je Ipxn.

Trditev. Vsak grupoid ima kveéjemu eno enoto. Dve enoti v istem grupoidu sta enaki. Se ve: vsaka leva enota je
enaka vsaki desni enoti.

Dokaz. Naj bo e leva enota in f desna enota, torej Va: eoa =aAao f=a. Tedajeo f= fineo f=ec. Kerje
vsaka leva enota vsaki desni, sta poljubni enoti enaki. Enota je, e obstaja, ena sama in je obenem edina leva in
edina desna enota. O

Zgled. Lahko se zgodi, da obstaja poljubno razli¢nih levih, a nobene desne enote. Primer so vse matrike oblike

a b . a b ¢c d| | ac ad . . 1o .
{ 0 0 } Racun { 0 ] . { 0 0 } = { 0 0 } pokaze, da so vsi elementi [ 0 0 } leve enote. Iz dejstva,

da je ve¢ (tu celo neskoné¢no) levih enot, sledi dejstvo, da ni desnih.
Definicija. Polgrupi z enoto pravimo monoid.

Definicija. Naj bo (M, o) monoid z enoto e. Inverz elementa a € M je tak b € M >: boa =eAaob = e.
Elementu, ki zadosc¢a levi strani konjunkcije, pravimo levi inverz a, elemetu, ki zadoS¢a desni strani konjunkcije, pa
desni inverz a. Inverz a je torej tak element, ki je hkrati levi in desni inverz a.

Pripomba. Ni nujno, da ima vsak element monoida inverz. Primer je (M, x, (R),-); niso vse matrike obrnljive.

Trditev. Vsak element monoida ima kve¢jemu en inverz. Vsak levi inverz je enak vsakemu desnemu.

Dokaz. Najbo bleviin c desni inverz a, torej boa = e = aoc. Ratunajmo: b = boe = bo(a o c) = (boa)oc = eoc = c.
Ce obstaja, je torej inverz en sam, in ta je edini levi in edini desni inverz. O

Definicija. Ker vemo, da je inverz enoli¢en, lahko vpeljemo oznako a~! za inverz elementa a.
Zgled. Ali v spodnjih monoidih obstajajo inverzi in kaksni so?
e (Z,+): inverz a je —a.
e (Z,-): inverz 1 je 1, inverz —1 je —1, ostali elementi pa inverza nimajo.
e (Q\{0},): inverz a je L.
Pripomba. Ce desnega inverza ni, je lahko levih inverzov ve¢. Primer: Naj bodo M vse funkcije N — N in naj bo o
kompozitum funkcij. Tedaj velja:
e f € M ima levi inverz < f injektivna.

e f € M ima desni inverz < f surjektivna.

e f € M ima inverz < f bijektivna.

Zgled. f(n) =n+1 je injektivna, a ne surjektivna. Vsi za komponiranje levi inverzi f so funkcije oblike ¢ (x) =

-1 ;2>1 R . I .
v * ZDB z lahko slikajo v karkoli, pa bo (g o f) 8e vedno funkcija identiteta.
X T =

Zgled. V (M,x, (R),-) je vsak levi inverz tudi desni inverz. To je res tudi za funkcije na konéni mnozici, toda ni

res v splognem.

Definicija. Grupa je tak monoid, v katerem ima vsak element inverz. DaljSe: grupa je taka neprazna mnozica G z
operacijo o, ki zados¢a asociativnosti, obstaja enota in za vsak element obstaja njegov inverz. Grupi s komutativno
operacijo pravimo Abelova grupa.

Zgled. Nekaj abelovih grup: (Z,+), (Q\ {0},:), (Myuxn (R),4), (R™,+). Nekaj neabelovih grup: vse obrnljive
matrike fiksne dimenzije, vse permutacije neprazne kon¢ne mnoZice.
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1.5.2 Podstrukture

Naj bo (M, o) grupoid. Reciumi, da je N neprazna podmnozica M. Pod temi pogoji se lahko zgodi, da Ja,b €
N >:aob¢ N.

Zgled. Oglejmo si grupoid (Z,+). N C Z naj bodo liha cela stevila. Va,b € N :a+b ¢ N = Ja, b€ N >:a+b¢& N,
kajti vsota lihih Stevil je soda.

Definicija. Pravimo, da je podmnozica N C M zaprta za o, ¢e Va,b € N :aob € N.
Zgled. Oglejmo si spet grupoid (Z,+). N C Z naj bodo soda cela $tevila. N je zaprta za +.

Definicija. Takemu N, kjer je N C M, z implicitno podedovano operacijo (a oy b = a o b) pravimo podgrupoid
(Na ON)'

Vaja. Pokazi, da je ,general linear“ GL,, (R) := {A € M, «xn (R);det A # 0} grupa za matri¢no mnoZenje.

Asociativnost je dokazana zgoraj. Enota je I,,. Inverzi obstajajo, ker so determinante nenic¢elne in tudi inverzi
imajo neni¢elne determinante. Preveriti je treba Se vsebovanost, torej VA, B € GL,, (R) : A-B € GL, (R). Vzemimo
poljubni A, B € GL,, (R), torej det A # 0 A det B # 0. det (AB) = det Adet B=0< det A =0V det B =0, toda
ker noben izmed izrazov disjunkcije ne drzi, determinanta AB nikdar ni 0. Enota I je vsebovana v GL, (R), saj
det/ =1#0.

Vaja. Ali je ,special linear SL,, (R) :={A € M, xn (R);det A = 1} grupa za matri¢no mnoZenje?

Vse lastnosti (razen vsebovanosti) smo preverili zgoraj. Preveriti je treba vsebovanost, torej ali VA, B € SL,, (R) :
A-B € SL, (R). Vzemimo poljubni A, B € SL,, (R), torej det A = 1Adet B =1. det (AB) =det Adet B=1-1=1.
Preveriti je treba Se, da so inverzi vsebovani. Za poljubno A € SL, (R) je det A=' = L =1, ker je det A = 1.

T det A
Enota I je vsebovana v SL, (R), saj detI = 1.

Dejstvo. Za podedovano operacijo on v podstrukturi se asociativnost in komutativnost podedujeta, ni pa nujno, da
ée obstaja enota v (M, o), obstaja enota tudi v (N,on). Prav tako ni receno, da se podeduje obstoj inverzov.

Definicija. Ce je (M, o) polgrupa (asociativen grupoid) in N C M, pravimo, da je N podpolgrupa, ¢e je zaprta
Za O.

Definicija 4. Ce je (M, o) monoid (polgrupa z enoto) in N C M, je N podmonoid, ¢e je zaprt za o in vsebuje
enoto iz (M, o) (prav tisto enoto, glej primer [5 spodaj).

Zgled. (N,-) je monoid. Soda Stevila so podpolgrupa (zaprta so za mnoZenje), niso pa podmonoid, saj ne vsebujejo
enice (enote).

Zgled 5. (N x N,0) je monoid za operacijo (a,b) o (¢,d) = (ac,bd), saj je enota (1,1). (N x {0},0) pa za o kot
prej je sicer podpolgrupa v (N x N, o) in ima enoto (1,0), vendar, ker (1,0) # (1,1), to ni podmonoid. Enota mora
torej biti, kot pravi definicija[d] ista kot enota v ,starsevski strukturi.

Definicija. Ce je (M, o) grupa in N C M, pravimo, da je N podgrupa <= hkrati velja
e je zaprta za o,
e vsebuje isto enoto kot (M, o) in
e vsebuje inverz vsakega svojega elementa; ti inverzi pa so itak po enoli¢nosti enaki inverzom iz (M, o).

Zgled. special linear, SL,, grupa vseh matrik z determinanto enako 1, je podgrupa ,general linear, GL,, grupe
vseh obrnljivih n x n matrik, kajti det I = 1, det je multiplikativna (glej vajo zgoraj) in det A =1 < det A= = 1.

Zgled. ortogonalne matrike, O,,, vse n x n matrike A, ki zados¢ajo AT A = I, je podgrupa G L, (R), kajti:

e Je zaprta:
A,BeOnéABeOn

(AB)' (AB) £ I
BT (ATA)BZ1
I=1
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e Vsebuje enoto I:
I"r=1

e Vsebuje inverze vseh svojih elementov: Uporabimo A7A =1 = AT = A~}
A€0,== A" <o,
(AH)Tarir

(AT AT = AAT = T
Dejstvo. specialna ortogonalna grupa, SO,, = O, N SL, je podgrupa GL, (R). Dokazati je mo¢ Se bolj splosno,
namrec, da je presek dveh podgrup spet podgrupa.
Trditev. Naj bo (M, o) grupa in N C M neprazna. Tedaj velja N podgrupa < Ya,b € N : aob™! € N (zaprtost
za oditevanje — v abelovih grupah namreé¢ obi¢ajno operacijo ozna¢imo s + in ozna¢imo a +b~! = a — b).
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco
(=) Naj bo N podgrupa v (M, o). Vzemimo a,b € N. Upostevamo b € N = b~! € N iz definicije podgrupe.

Torej velja a,b™! € N = aob~! € N, zopet iz definicije podgrupe.

(<) Naj Va,b € N :aob~! € N. Preverimo lastnosti iz definicije podgrupe:

e Vsebovanost enote: Ker je N neprazna, vsebuje nek a. Po predpostavki je aca™ € N, aoa™! pa

je po definiciji inverza enota.

e Vsebovanost inverzov: Naj bo a € N poljuben. Od prej vemo, da e € N. Po predpostavki, ker

e,a € N=eoa ! €N, eoa"! paje po definiciji enote a~*.

e Zaprtost: Naj bosta a,b € N poljubna. Od prej vemo, da b~! € N. Po predpostavki, ker a,b~! €
N=uao (b_l)_l €N,ao (b‘l)_l pa je po definiciji inverza a o b.

O

1.5.3 Homomorfizmi
~ so operacije, ki ,johranjajo strukturo®.

Definicija. Naj bosta (M;,01) in (M, 05) dva grupoida. Preslikava f : M; — M je homomorfizem grupoidov, ¢e
Va,b € My : f(ao1b) = f(a)os f(b). Enaka definicija v polgrupah. Za homomorfizem monoidov zahtevamo Se, da
f (e1) = ea, kjer je e; enota My in ey enota Mo.

Zgled. f : N —» N x N, ki slika a — (a,0). o7 naj bo mnoZenje, oy pa (a,b) og (¢,d) =
po komponentah). (1,1) je enota v N x N, 1 pa je enota v N. f je homomorfizem, ker f (a
(a,0) 02 (b,0) = f (a) o2 f (b), ni pa homomorfizem monoidov, saj f (1) = (1,0) # (1,1).

-1

(ac,bd) (mnoZenje
(¢]

1 b) = (a-b,0) =

Definicija. Za homomorfizem grup zahtevamo e, da f (a™') = f (a)

Pripomba. Izkaze se, da ohranjanje enote in inverzov pri homomorfizmih grup sledi Ze iz definicije homomorfizmov
grupoidov.

Trditev. Naj bosta (Mj,01) in (M, 09) grupi. Naj bo f : M; — Mj preslikava, ki je homomorfizem grupoidov.
Trdimo, da slika enoto v enoto in inverze v inverze.

Dokaz. Naj bo ey enota za (M, 01) in ey enota za (Ma, 02). DokaZzimo, da f (e;) L es.
fler) = f(erorer) = f(er)os fler) = f(er) "o f(er)oer=er0es = e
DokaZzimo $e ohranjanje inverzov, se pravi b je inverz a N £ (b) je inverz f (a).
ao1b=ey = f(a)oy f(b) = f(ao1b)=f(er) =e

bora=e; = f(b)os f(a) = f(bora) = f(er) = ez
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Zgled 6. Primeri homomorfizmov.
1. Determinanta: M, (R) — R je homomorfizem, ker ima multiplikativno lastnost: det (AB) = det A det B.

2. S, so vse permutacije mnozice {1..n}. Vsaki permutaciji o € S,, priredimo permutacijsko matriko P, € M, (R)
tako, da vsebuje vektorje standardne baze R™ kot stolpce:

Po=[eslty = eoln ]

Imamo preslikavo S — M, (R), ki slika ¢ — P, in trdimo, da je homomorfizem. Dokazimo, da je Vo,7 €
Sn t Pyor = Py - P;. Opazimo, da je Vi € {l.n} : P,é&; = ey,(; (tu mnozimo matriko z vektorjem).

Ce namesto i piSemo 7 (i), dobimo Vi € {1.n} : Pye (;y = €(sor)(i)- Preverimo sedaj mnoZenje P, P, =
Pol ety o ety ] = [ Poeny -+ Poesloy | = [ eon) -+ €oonm) | = Poor. Preslikava je

res homomorfizem.

Trditev. Kompozitum dveh homomorfizmov je tudi sam zopet homomorfizem.

Dokaz. Imejmo tri grupoide in homomorfizma, ki slikata med njimi takole: (M, oq) N (M3, 02) N (M3, 03).
Dokazimo, da je g o f spet homorfizem.

(go f)(ao1b)=g(f(ac1b))=g(f(a)oz f(b))=g(f(a))osg(f(b))=I(gof)(a)os(gof)(b)
O
Zgled. S, % M, (R) ot R, kjer je o preslikava iz tocke [2| zgleda |§| zgoraj. sgn = det oo, kjer je sgn parnost
permutacije. Preslikava sgn je homomorfizem, ker je kompozitum dveh homomorfizmov.

Definicija. Izomorfizem je preslikava, ki je bijektivna in je homomorfizem. Dve grupi sta izomorfni, kadar med
njima obstaja izomorfizem.

Pripomba. S stalis¢a algebre sta dve izomorfni grupi v abstraktnem smislu enaki, saj je izomorfizem zgolj reverzibilno
preimenovanje elementov.

1.5.4 Bigrupoidi, polkolobarji, kolobarji

Definicija. Neprazni mnozici M z dvema operacijama o; in os pravimo bigrupoid in ga oznacimo z (M, o1, 02).
Obic¢ajno operaciji ozna¢imo z +, -, tedaj bigrupoid pisemo kot (M, +, ).

,Ce + in - ena z drugo nimata nobene zveze, je vseeno, ¢e ju Studiramo skupaj ali posebej.“

Definicija. Distributivnost je znafilnost bigrupoida (M, +,-). Loc¢imo levo distributivnost: Va,b,c € M : a -
(b+c¢)=a-b+a-cin desno distributivnost: Va,b,c€ M : (a+b)-c=a-c+b-c.

Definicija. Bigrupoid, ki zadosc¢a levi in desni distributivnosti, je distributiven.

Definicija. Distributiven bigrupoid, je polkolobar, ¢e je (M, +) komutativna polgrupa.

Definicija. Distributiven grupoid je kolobar, e je (M, +) komutativna grupa.

Zgled. Primer polkolobarja, ki ni kolobar, je (N, +,-). Ni enote niti inverza za +, (N, +) pa je polgrupa.
Kolobarje delimo glede na lastnosti operacije -

Definicija. Asociativen kolobar je tak, kjer je - asociativna operacija ~ (M, -) je polgrupa.

Zgled. Primer kolobarja, ki ni asociativen, je (]R?’,—l—, ><), kjer je x vektorski produkt. Primer kolobarja, ki je
asociativen, je (M, (R),+,-), kjer je - matri¢no mnoZenje.

Definicija. Asociativen kolobar z enoto je tak, ki ima multiplikativno enoto, torej enoto za drugo operacijo ~ (M, -)
je monoid. Tipi¢no se enoto za - oznadi z 1, enoto za + pa z 0.

Zgled. Primer asociativnega kolobarja brez enote je (soda N,+,-). Primer asociativnega kolobarja z enoto je
(N, +, ).
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Definicija. b je inverz a, ¢e b-a = e in a - b = e, kjer je e multiplikativna enota kolobarja.
Pripomba. Element 0 nima nikoli inverza, ker Va € M : 0-a = 0.

Dokaz. ~a=(0+0)-a=0-a+0-a (dokaz velja za kolobarje, ne pa polkolobarje, ker imamo pravilo krajéanjalﬂ
le, kadar je (M, +) grupa). O

Definicija. Asociativen kolobar z enoto, v katerem ima vsak neni¢en element inverz, je obseg.

Definicija. Kolobar je komutativen, ¢e je - komutativna operacija (+ je itak po definiciji Ze komutativna).
Definicija. Komutativen obseg je polje.

Zgled. Primeri polj: (Q,+,), (R,+,-), (C,+,"), (F[R],4+,"), kjer je F [R] polje racionalnih funkcij.

Zgled. Primer obsega, ki ni polje: (H,+,").

Definicija. Kvaternioni so Msx2 (R) take oblike: za a,8 € C je H = [ @ g } = [ atbi c+di

-8 —c+di a—bi

10 i 0 0 1 0 4 . . o .. .
{O 1}(1—1—[0 _i}b—&—[_l O}C—’—[i 0}d—1a+bz—|—cg+dkzaa,b7c,d€R1nd1menzue1,z,y,k.

Zgled. Primer kolobarja: Naj bo X neprazna mnozica in R kolobar. RX so vse funkcije X — R. Naj bosta
f,g € RX. Definirajmo operaciji:

+ f+rg=(f+9)(x)=[(z)+g(x)
frg=(f9)(z)=f(x) g(x)

1.5.5 Podkolobarji
Definicija. Podbigrupoid od (M, +, -) je taka podmnozica N C M, ki je zaprta za + in - ZDB N C M je podgrupoid
v (M,+) in (M,").

Definicija. Podkolobar kolobarja (M, +, ) je taka podmnozica N C M, da je N podgrupa v (M, +) in N podgru-
poid v (N, ) & N zaprta za -. SkrajSana definicija je torej, da je Va,b € N :a+b"1 € NAa-b € N, torej zaprtost
za odStevanje in mnozenje.

Zgled. Primeri podkolobarjev
o v (M, R),+,)
— zgornjetrikotne matrike
— diagonalne matrike
— matrike s spodnjo vrstico ni¢elno

— matrike z ni¢elnim ¢—tim stolpcem
- M, (Z), M, (Q)

matrike oblike { a b ]
b a

oV (R[a’b],qt, ) (vse funkcije [a,b] — R za seStevanje in mnoZenje)

— vse omejene funkcije
— vse zvezne funkcije

— vse odvedljive funkcije
Definicija. Podobseg obsega (M, +,-) je taka N C M, da velja:

e N podgrupa v (M, +)

3Dokaz v mojih Odgovorih na vpraSanja za ustni izpit Diskretnih struktur 2 ISRM
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e N\ {0} podgrupa v (M \ {0},-)

ZDB: N je zaprta za odstevanje (seStevanje z aditivnim inverzom) in za deljenje (mnoZenje z multiplikativnim
inverzom) z nenicelnimi elementi.

Zgled. Primeri podobsegov:
e R je podobseg v (C,+,-)
e Q je podobseg v (R, +,)

Zgled. Izkaze se, da je najmanjse podpolje v R, ki vsebuje Q in v/3 mnozica {a +bV/3;Va,b € Q}. O¢itno je zaprt
za odstevanje. Za deljenje?

a+bv3 (a+bVv3) (c—dv3) _ac—adV3+bev/3—3bd  ac— 3bd + (bc — ad) V3
c+dv3  (c+dV3) (c—dv3) 2 — 3d? B 2 — 3d2

ac — 3bd bc—ad\/g

_0273d2+0273d2

1.5.6 Homomorfizmi kolobarjev

Definicija. Naj bosta (M7, +1,-1) in (Ma, +2,2) kolobarja. f : M; — Ms je homomorfizem kolobarjev < Va,b €
My:f(la+1b)=f(a)+2 f ()N f(a-1b) = f(a)-2 f(b). ZDB f mora biti homomorfizem grupoidov (My,+1) —
(M3, +2) in (My,+1) = (Ma,-2). Za homomorfizem kolobarjev z enoto zahtevamo 8e f (11) = 1s.

S|

je homomorfizem kolobarjev, ni pa homomor-

[ecRE TS
o O O

Zgled. f: M (R) — Ms(R) s predpisom [ . Z ] —

, kar ni enota v M3 (R) (I3) za implicitni operaciji +

S oo oo g

1 0 L0
fizem kolobarjev z enoto, kajti f ({ }) =101
0 1
0 0
in -.

Zgled. g : M, (R) — M, (R) ki slika A — S71AS, kjer je S neka fiksna obrnljiva matrika v M, (R). Uporabimo
implicitni operaciji + in - za matrike. Racuna g (A+ B) = S7'(A+ B)S = S71AS+ S7!BS =g(A) + ¢ (B) in
g(AB) = S71ABS = ST1AIBS = St ASS~!BS = g (A) g (B) pokaZeta, da je g homomorfizem kolobarjev, celo z
enoto, kajti g (I) = SIS = S~1S = 1.

Zgled. h: C — M, (R) s predpisom a + 8i — [ féﬂ g } je homomorfizem kolobarjev z enoto.

Zgled. Kolobar ostankov Z,, := {0.. (n — 1)} je asociativni kolobar z enoto. Ce je p prastevilo, pa je celo Z, polje
za implicitni operaciji seStevanje in mnozenja po modulu.

1.6 Vektorski prostori

Ideja: Vektorski prostor je Abelova grupa z dodatno strukturo — mnozenje s skalarjem.

Definicija. Naj bo (F,+, ) polje. Vektorski prostor z operacijama V+V — Vin F-V — V nad F je taka (V, +, ),
da velja:

1. (V,4) je abelova grupa: komutativnost, asociativnost, enota, aditivni inverzi

2. Lastnosti mnozenja s skalarjem. Vo, 5 € Foa,be V :
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Alternativna abstraktna formulacija aksiomov mnoZenja s skalarjem se glasi:

Va € F priredimo preslikavo ¢, : V' — V| ki poslje v — aw. Stiri zgornje aksiome mnoZenja s skalarjem sedaj
oznacimo z abstraktnimi formulacijami:

(a) @o(a+0d) ey (a+b) = ab+ ab def. Yo (@) + pq (b) — vidimo, da je ¢, homomorfizem iz (V,+) v

(Vi +).
def. def. .
() @a+p(a) = (a+B)a=aa+Ba = paa+psa— torej pois = Yo+ ¢s.
def. lef. .
(c) apa = (af)a=a(Ba) = ¢a(ps(a)) = (¢a 0 @p) (a) — torej Pap = @a © Vp.

(d) p1a e =a— torej o1 = id.

Pripomba. Ce v definiciji vektorskega prostora zamenjamo polje F' s kolobarjem F', dobimo definicijo modula nad
F.

Zgled. Primeri vektorskih prostorov:

e standarden primer: naj bo F' pojle in n € N. Naj bo V = F™, + seStevanje po komponentah in - mnozenje s
skalarjem po komponentah. Pod temi pogoji je (V,+,-) vektorski prostor — ustreza vsem osmim aksiomom.

e Naj bo F' polje in n,m € N. Naj bo V := My, ,, (F) = m X n matrike nad F'. + in - definiramo kot pri
matrikah.

e Naj bo F polje, S # () mnozica. Naj bo V := F* (vse funkcije S — F). Naj bosta ¢, 7 : S — F. Definirajmo
Vs € S operaciji (p+7)(s) = ¢(s) +7(s) in (p-7)(s) = ¢ (s)-7(s). Tedaj je V vektorski prostor. Ta
definicija je podobna kot definiciji z n—terico elementov polja, saj lahko n—terico identificiramo s funkcijo
{a1,...,a,} — F, toda ta primer dovoli neskon¢no razsezne vektorske prostore, saj S ni nujno konéna,
n—terica pa nekako implicitno je, saj n € N.

e Polinomi. Naj bo V := F[z] (polinomi v spremenljivki z s koeficienti v F'). SeStevanje definirajmo po
komponentah: (a + Sz +yz?) + (71 +72) = (0 +7+ (8+7)x + v2?), mnoZenje s skalarjem pa takole:
o (a + bz + cxg) = aa + abr + acz?.

e Naj bosta V7 in V5 dva vektorska prostora nad istim poljem F. Tvorimo nov vektorski prostor nad F, ki
mu pravimo ,direktna vsota® V; in V5 in ga ozna¢imo z Vi @ Vo :={(v1,v2);Vv1 € V3,09 € V : 2}. SeStevamo
po komponentah: (vy,vs) + (v],v5) = (v1 +v],vs + v4), s skalarjem pa mnoZzimo prvi komponento: Yo €
F : a(vy,v2) = (g, v2). Definicijo lahko posplogimo na n vektorskih prostorov. Tedaj so elementi prostora
urejene n—terice.

1.6.1 Podprostori vekrorskih prostorov — vektorski podprostori

Definicija. Naj bo (V,+,-) vektorski prostor nad F. Vektorski podprostor je taka neprazna podmnozica V', ki
je zaprta za seStevanje in mnoZenje s skalarjem. Natanéneje: (W, +,:) je vektorski podprostor (V,+,:) <= velja
hkrati:

1. WCVinW#(
2. Va,beW :a+beW
3. VoeW,ae F:aneW

Lastnosti 2] in 3] je mo¢ zdruziti v eno: Va;,as € W a1, a0 € F : ajag + agag € W.

7 drugimi besedami je vektorski podprostor taka podmnozica, ki vsebuje vse linearne kombinacije svojih ele-
mentov. Odstevanje a — b je poseben primer linearne kombinacije, kajti a1 — as = laj; + (—1) as. Sledi, da mora
biti (W, +) podgrupa (V,+), torej taka podmnozica V', ki je zaprta za odstevanje.
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Zgled. Primeri vektorskih podprostorov:

e Naj bo V = R? (ravnina). Vsi vektorski podprostori V so premice, ki gredo skozi izhodice, izhodis¢e samo
in cela ravnina. Slednja sta t. i. trivialna podprostora.

Pripomba. ¥ (V,+,-) vektorski prostor : {0} ,V sta vektorska podprostora. Imenujemo ju trivialna vektorska pod-
prostora.

Trditev. Vsak podprostor vsebuje aditivno enoto 0.

Dokaz. Po deﬁnicii je vsak vektorski podprostor neprazen, torej 3w € W. Polje gotovo vsebuje aditivno enoto 0,

torej po aksiomu |3| za podprostore sledi 0 - w € W. Dokazimo 0 - w 20 0w = (0+0) - w=0-w+0-w (pravilo
krajSanja v grupi), torej 0 =0 - w. O

Trditev. MnoZica reSitev homogene (desna stran je 0) linearne enacbe je vselej vektorski podprostor.

Dokaz. Tmamo a121+ -+ anz, = 0. Ce sta @ = (a1,...,ay) in b= (b1, ..., by) resitvi, velja aya; +- -+ apa, =0
in a1by + -+ - + apb, = 0. Vzemimo poljubna «, 8 € F in si oglejmo ada + £b:

a(ara; + -+ anay) + B (a1by + -+ anby) =0

a1 (aar + b)) + - + ay, (ay, + Bb,) =0

Vzemimo koeficiente v oklepajih pred a; v enacbi pred to vrstico in jih zlozimo v vektor. Tedaj je ad + ﬂl; =
(aay + Bby, ..., aa, + Bby,) spet resitev homogene linearne enacbe. Ker je linearna kombinacija elementov vektor-
skega podprostora spet element vektorskega podprostora, je po definiciji mnozica resitev homogene linearne enac¢be
res vselej vektorski podprostor. O

Pripomba. Podoben ra¢una velja tudi za mnozico reSitev sistema linearnih enac¢bh, kar sicer sledi tudi iz naslednje
trditve.

Trditev. Presek dveh podprostorov je tudi sam spet podprostor.

Dokaz. Naj bosta Wy, Wy podprostora v V. Dokazimo, da je W7 N V5 spet podprostor. Vzemimo poljubna a,b €
W1 N Wy in poljubna «, 8 € F. Dokazimo, da je aa + b € W1 N Ws. Vemo, da a,b € Wi in a,b € Ws. Ker je
podprostor po definiciji zaprt za linearne kombinacije svojih elementov, je aa + b € Wi in aa + b € Ws, torej
aa+ b € Wi NWas, torej je presek podprostorov res zaprt za LK svojih elementov in je s tem tudi sam podprostor.

Pripomba. Slednji dokaz lahko o¢itno posplo§imo na ve¢ podprostorov. Presek nikdar ni prazen, saj vsi podprostori
vsebujejo aditivno enoto 0 (dokaz za to je malce vigje).

O
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1.6.2 Vsota podprostorov

Definicija. Naj bosta W7 in W5 podprostora v V. Vsoto podprostorov Wi in Wy ozna¢imo z Wy + Wy =
{wl + Wy Ywy, € Wi, we € WQ}

Trditev. Vsota podprostorov je tudi sama spet podprostor.

Dokaz. Naj bosta a,b € Wy + W, poljubna. Tedaj po definiciji a = a; + ao, kjer a; € Wi in as € Wy, in b = by + bo,
kjer by € Wi in by € Wh. VOZ,BG F:

aa+ Bb = a (a1 + az) + B (b1 + bz) = aa; + aaz + Bby + Bby = (cay + Bbr) + (aaz + Bbe) € Wi + W,

kajti (cay + Bb1) € Wy in (aag + Bby) € Wh, saj sta to linearni kombinaciji elementov prostorov. Njuna vsota pa

je element W7 + W5 po definiciji vsote podprostorov. O
1.6.3 Baze
Definicija. Naj bo V vektorski prostor nad poljem F. Mnozica {vy,...,v,} je baza, ¢e je LN in e je ogrodje.
Definicija. Mnozica {v1,...,v,} je LN, ¢e za vsake aq,...,a, € F, ki zados¢ajo ayvy; + -+ + apv, = 0 velja
a1 = -+ = ap, = 0. Ekvivalentni definiciji LN:

o {v1,...,u,} je LN & Vv € V se da kve¢jemu na en nafin izraziti kot linearno kombinacijo {v1,...,v,}.

o {v1,...,v,} je LN & v € {v1,...,v,}, da bi se ga dalo izraziti kot LK preostalih elementov.

Dokaz ekvivalentnosti teh definicij je enak tistemu za V' = R"™ visje.

Definicija. Mnozica {vi,...,v,} je ogrodje < Vv € V se da na vsaj en nadin izraziti kot LK te mnozice <
Lin{vy,...,v,} =V.

Zgled. Primeri baz:

e standardna baza: Naj bo V = F". v; = (1,0,0,...,0,0), v = (0,1,0,...,0,0), ..., v, = (0,0,0,...,0,1). Da
je {v1,...,v,} C F™ res baza, preverimo z determinanto (det A # 0 < JA~! & stolpci so baza prostora):

det[ vl e Up ] =0« {v1,...,0,} nibaza

e baze v F'[z]_, (polinomi stopnje, manjse od n)

— standardna baza: {17 x,x2, 23, ..., x"‘l}
— vzemimo paroma razliéne aq, . .., a, € F in definirajmo p; (x) = (z —aq1) -+ (. — aj—1) (x — ajp1) -+ (2 — )
za vsak i € {1..n}, kar je polimom stopnje n — 1.{a1p1 (), ..., anpn ()} je baza za F[z]_,.
Dokaz. Dokazujemo, da so LN in ogrodje: O
x LN: Bip; () + - + Bupn (z) :0:?>B1 =... = f, = 0. Opazimo, da p; (a;) =0« ¢ = j. Torej ce

za x vstavimo katerikoli «;, bodo vsi €leni 0, razen 5;p; (z). Ker pa «; ni nicla p; (z), je 5; = 0, ¢im
je Bipi (x) = 0. Preverjati je treba le «;, ker je dovolj najti eno vrednost spremenljivke, v kateri se
vrednosti polinomov ne ujemajo, da lahko re¢emo, da polinomi niso isti.

* ogrodje: Trdimo, da za vsak polimom velja formula f (z) = zi((?xll))pl () 4+ -+ pi(&"n?)pn (z). Obe

strani enac¢be imata stopnjo najve¢ n — 1 in se ujemata v n razli¢nih toc¢kah. Ce za z vstavimo o
za vsak 4, dobimo 0 v vseh ¢lenih, razen v i—tem, kjer se vrednost f () ujema z vrednostjo f (aq).
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1.6.4 Obstoj baze

Omejimo se na kon¢no razsezne vektorske prostore.

Definicija. Vektorski prostor je konéno razsezen, ¢e ima konéno ogrodje: In € NJvy,...,v, 2: V = Lin{vy,...,v,}.

Izrek. obstoj baze. Vsak koncéno razsezen vektorski prostor ima vsaj eno bazo.

Dokaz. Naj bo V KRVP in naj bo {vy,...,v,} njegovo ogrodje. Ker ogrodje ni nujno LN, naj bo S minimal-
na/najmanjSa podmnozica {vi,...,v,}, ki je Se ogrodje za V. Trdimo, da je S baza za V. Po konstrukciji je
ogrodje, dokazimo Se, da je LN: PDDRAA S je linearno odvisna. Tedaj Jv; € S 3: v; je LK S\ {v;}. Dokazimo,
da je S\ {v;} ogrodje manjse moci, kar bi bilo v protislovju s predpostavko. Tedaj obstajajo koeficienti, da velja
v =101 + - Q101 + Q41041 + - - + @V, Vzemimo poljuben v € V. Ker je S ogrodje V, obstajajo neki
koeficienti 1, ..., 8,, da velja

V= Bror 4 A B+ Buvy = Brvr + o+ Bi (Q1vn @101+ Q1 Vir o Q) o+ By =

= (1 + fiar) v + -+ (Bic1 + Bici—1) vie1 + (Big1 + Bicviz1) Vi1 + -+ + (Bn + Bicn) vy

To pa je —4—, saj je bilo receno, da je S najmanjSe ogrodje, mi pa smo razvili poljuben v po manjSem ogrodju.
Torej ima vsak KRVP bazo in vsako ogrodje ima podmnozico, ki je baza. O

Trditev 7. enoli¢nost moc¢i baze. Naj bo V' KRVP z n—elementno bazo. Tedaj velja vse to:
1. V LN mnozica A v V ima < n elementov
2. V ogrodje v V ima > n elementov

3. V baza v V ima n elementov

Dokaz. Dokaz je dolg.

Lema 1. Vsak poddolocen homogen sistem linearnih enacb ima netrivialno resitev.

Dokaz. Dokaz se nahaja pod identi¢no trditvijo O
Lema 2. Ce jeut,...,uy LN mnoZica vV inwvy,...,v, ogrodje za'V, je m < n. ZDB moc¢ katerekoli LN mnoZice

je mangsa ali enaka od kateregakoli ogrodja v V.

Dokaz. RAAPDD wuq,...,u, je LN, v1,...,v, je ogrodje in m > n. IS¢emo protislovje. Vsakega od wu; lahko
razvijemo po v.
up = anvir + o+ Qiplp

Um = QmiV1 + -+ QmpUn

Vi € {1..m} pomnozimo i—to enacbo s skalarjem z; in jih seStejmo. & so abstraktne spremenljivke. Tedaj:
UL+ Tl = 21 (1101 + - Q1) o T (v e Q) =

=0 (allxl + e+ amlxm) + -+ Un (alnzl +-- Olmnxm)
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Izenac¢imo koeficiente za v; z 0 in dobimo poddoloen homogen sistem enacb (ima n enacb in m spremenljivk,
po predpostavki pa velja m > n):

anzr + 0+ e, = 0

aipTr + 0+ T, = 0
Po lemi |1 na prejénji stranil ima ta sistem netrivialno resitev, recimo (u1, ..., tm)- Ce to resitev vstavimo v
U1x] + -+ + U Tm, dobimo uipy + - - - + U by, = 0. Ker so uq, ..., Uy LN, sO 1 =+ = pty, = 0, kar je v.—<—s
predpostavko. O

1. V baza je ogrodje = po lemi [2 na prejsnji strani velja, da ima vsaka LN mnozica manj ali enako elementov
kot vsako ogrodje, torej tudi manj ali enako kot n.

2. V baza je LN = po lemi [2 na prejsnji strani| velja, da ima vsako ogrodje ve¢ ali enako elementov kot vsaka
LN, torej tudi ve¢ ali enako kot n.

3. Sledi iz zgornjih dveh tock, saj je baza tako ogrodje kot LN hkrati.

Definicija. Naj bo V' KRVP. Njegova dimenzija, dim V', je mo¢ baze v V.

Zgled. dim F™ = n, dim M, x,, (F) = m - n.

1.6.5 Dopolnitev LN mnozice do baze

Trditev. Naj bo V' vektorski prostor z dimenzijo n. Trdimo, da
1. ima vsaka LN mnozica < n elementov,
2. je vsaka LN mnozica v V' z n elementi baza,

3. lahko vsako LN mnozico v V' dopolnimo do baze.

Dokaz. Dokaz je dolg
Lema 1. Ce so V.o U €V LN in ée Vg1 & Lin{vy, ..., v}, potem so tudi vy, ..., Vm, Vmie1 LN.

Dokaz. Naj velja a1vy + -+ + ami1Vmy1 = 0 za nek @ € F™+L. Dokazimo @ = 0. Ce Q1 = 0, sledi aqvg + -+ +
amUy, = 0, ker pa so po predpostavki vy, ...,v, LN, je & = 0. Sicer pa, ¢ PDDRAA am+1 7 0, lahko z ap,41
delimo:

a1V + -+ Qg 1Vm41 =0

QAm41Um4+1 = — Q@101 — - — QU
— Q7 —
Um+41 = (A R mvm
am+1 am+1
Tedaj pridemo do —%—, saj Smo vy, 11 izrazili kot LK {vy, ..., v, }, po predpostavki pa je vendar v,,11 € Lin{vy,..., v}

O

1. Ze dokazano z dokazom trditve [7 na prejSnji strani| v razdelku [T.6.4]
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2. Vsaka LN mnozica v V z n elementi je baza. PDDRAA wvy,...,v, je LN, ki ni baza. Tedaj vi,...,v, ni

ogrodje. Tedaj Lin{vy,...,v,} # V. Zatorej Jv,41 € V 3: {v1,..., 05, Unt1} je LN, kar je v —¢ s trditvijo,
da ima vsaka LN mnozica v V kvedjemu n elementov.

3. Vsako LN mnozico v V z n elementi lahko dopolnimo do baze. Naj bo vy, ..., vy, LN mnozica v V. Vemo,
da je m < n. Cem =n, je v1, ..., v, baza po zgornji trditvi. Sicer pa je m < n: Tedaj vy, ..., v, ni ogrodje,
sicer bi imeli neko LN mnozico z ve¢ elementi kot neko ogrodje, saj ima po popraj dokazanem vsako ogrodje
vsaj toliko elementov kot vsaka LN mnozica. Ker vy, ..., v, ni ogrodje, Jv,11 € Lin{vy,..., vy} Po lemi
je torej v1,...,Um4+1 LN mnozica. Ce je m+ 1 = n, je to ze baza, sicer ponavljamo dodajanje elementov,

dokler ne dodamo k elementov in dosezemo m + k = n. Tedaj je to baza. Naredili smo k = m — n korakov.

Uporabna vrednost tega izreka sta dva nova izreka o dimenzijah podprostorov: O
Trditev. Ce je V je KRVP in W njegov podprostor, je dimW < dim V.

Dokaz. PDDRAA dim W > dimV. Cim ima baza W vedjo mo¢ kot baza V, obstaja v W LN mnoZica z vedjo
mocjo kot baza V. Toda ker je ta LN mnozica LN tudi v V, obstaja v V' LN mnozica z ve¢ elementi kot baza V,

kar je v —< s trditvijo v razdelku [1.6.4] O

Trditev. dimenzijska formula za podprostore. Naj bo V KRVP in Wy, W podprostora v V. Velja dim (W7 + Wa) =
dim W7 + dim W5 — dim (W7 N W3). Vsota vektorskih podprostorov je definirana v razdelku [1.6.2 na strani 30}

Dokaz. Izberimo bazo wq,...,w, za W1 N Ws. Naj bo uq,...,ur njena dopolnitev do baze Wi in vq,...,v; njena
dopolnitev do baze W5. Trdimo, da je wy, ..., W, U1, ..., Uk, V1, ..., baza za Wy + Ws. Tedaj bi namreé veljalo
dim (W7 + Wa) = m+k+1, dim (W7 N Wa) = m, dim (W3) = m+k in dim (W,) = m + 1. Treba je dokazati e, da
J€ W1,y .y Wi, UL, ..oy Uk, V1, ...,V baza za Wi + Wa.

e Je ogrodje? Vzemimo poljuben v € Wi + Ws. Po definiciji Wy + Wodzy € Wi,20 € W 2 v = 21 + 25.
Razvijmo z; po bazi wi,..., Wy, u1,...,u za W1 in zo po bazi wy,...,Wmn,v1,...,0, za Wy, Takole: z; =
a1wy + -+ QW + Brug + o 4 Brug in 2o = yiwy + VWi + 6101 + - 0vp. Torej v = 21 + 29 =
(a1 +71) wit A (m + Ym) Wi +B1ur+- -+ Brup+01v1+ - +0v € Lin{w, ..., Wi, Uy« ooy U, V1, -« ., UL b
Je ogrodje.

e Je LN? Naj bo
wy + -+ AWy + frur 4 -+ Bruk + o1+ -+ o =0
oqwi 4+ QWi + frur + -+ Brur = (=) vr+ -+ (=) v

Leva stran enacbe je € W7y, desna pa € Wy, zatore]j je element, ki ga izraza na obeh straneh enacbe opisujeta,
€ W1 NWy. Torej je vy, ...,v; baza za W1 N W;. Toda baza od Wi N W5 je tudi wy, ..., wy,, zatorej lahko ta
element razpisemo po njej:

(_’Yl)vl + 4+ (—’Yl) v = (5111)1 + -+ 6mvm

Srwi + -+ 0w + 7101+ -+ =0

Toda wy, ..., Wny,v1,...,v; je baza za Wy po nasi prejs$nji definiciji, torej je LN mnoZica, zato 6 = -+ =
om=m=--=7v=0. Ker vy = .- =~ = 0, se lahko vrnemo k drugi enacbi te tocke in to ugotovitev
upostevamo:

Wy + o QW + Brur 4+ Bruk = (=) vr + -+ () v
arwy + -+ QmWm + Bruy + -+ Brug =0

Toda wy, ..., Wy, u1,...,u; je baza za Wi po nasi prejsnji definiciji, torej je LN mnozica, zato oy = --- =
am:ﬂl ::Bkzo Torej Veljaal :...:amzﬂlz...:ﬂk =y == = 0, torej je ta mnozica
res LN.

O
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Posledica. Velja torej dim (W + Wa) = dim (W;)+dim (W2). Enadaj velja < WiNWa = {0}, kajti dim ({0}) = 0.

Definicija 2. Pravimo, da je vsota W7 + W direktna, ée velja W3 N Wy = {0} oziroma ekvivalentno ce je
dim (W7 + Ws) = dim W; + dim W5 oziroma ekvivalentno Yw, € Wi, we € Wyt wq + we = 0= w; = wy = 0.

1.6.6 Prehod na novo bazo

Naj bo V vektorski prostor dimenzije n. Recimo, da imamo dve bazi v V. B = {uy,...,u,} naj bo ,stara baza“,
C ={v1,...,v,} panaj bo ,nova baza“. Vv € V lahko razvijemo po B in po C. Razvoj po B: v = Sju1+- -+ Bpun,
razvoj po C: v = vyiv1 + - - - + Yo v,. Kaksna je zveza med S in 4 v obeh razvojih?

o5}
Uvedimo oznako [v] 5, to naj bodo koeficienti vektorja v pri razvoju po B. [v]z = |
Bn
Qi
Vsak vektor stare baze razvijmo po novi bazi, kjer [u;], =
Qijn
up = Qauvr + o+ Qialn
Up = apiV1 + -+ AppUp

Koeficiente « zlozimo v tako imenovanj prehodno matriko Po. pg:

Poep = [ [Ul}c [un]c ] =

Aln  *° Apn

Sledi
U:BIU1+"'+Bnun:61 (allvl+"'+a1nvn)+"'+6n(anlvl+"'+annvn) =

= v (Bra11 + Boaor + -+ + Bran) + -+ vn (Bra1n + Boaon + -+ + Brtnn) =

po drugi strani je v tudi lahko razvit po novi bazi:
=V="7vV1+" -+ VnUn

Iz Cesar, ker je razvoj po bazi enolicen, sledi

71 o= proar + -+ Brog
Tn = Blaln + -+ Bnann
kar v matri¢ni obliki zapiS§emo
11 ot Qg B1 it
A1p -0 Qpp 5n Tn

Pripomba. Velja:
e Pp.p=1.

e Naj bodo prehodi med bazami taksnile: B Peep o PooC b Potem je Ppep=Poep-Poep.
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o Ppcc-Peep=1,(Ppec) ' = Pocp.

o

e Najbowv € F™in S standardna baza za F". Potem [v]g = | =v. Sledi Psp = | [u1]lg -+ [unlg | =
Qp,

[ Uy e Up ] za B = {uy,...,up}. Sledi tudi Ps. o = [ v - Up ], kjer so v,u, B, C kot prej (kot

definirano na zacetku tega razdelka).

e Po.p = Pors - Psp (slednji dve tocki veljata samo v F™, kjer je standardna baza lepa in zapisljiva kot
elementi v matriki)

2 Drugi semester

2.1 Linearne preslikave

Radi bi definirali homomorfizem vektorskih prostorov. Homomorfizem za abelove grupe smo zZe definirali, vektorski
prostor pa je le abelova grupa z dodatno strukturo (mnoZenje s skalarjem).

Definicija. Preslikava f : V3 — V5 je homomorfizem vektorskih prostorov nad istim poljem oziroma linearna
preslikava, ¢e je aditivna (homomorfizem) (Vu,v € Vi : f (u+1 v) = fu+2 fv) in e je homogena: Yu € Vi,a € F :

flau) = af (u).

Pripomba. Ekvivalentno je preverjati oba pogoja hkrati. Cezal : U >V velja Vag,as € Foup,ugy € U
L (aju1 + agug) = g Luy + as Lus, je L linearna preslikava.

Zgled. Vrtez za kot 7 v ravnini:
|:l‘:| |:COST —sinr}[z}
— .
Y sinT  cosT Y

Zgled. Linearna funkcija iz analize ni linearna preslikava. Premik za vektor w ni linearna preslikava. Odvajanje
in integriranje sta linearni preslikavi.

Dejstvo. Vsaka linearna preslikava slika 0 v 0.

Definicija. Bijektivni linearni preslikavi pravimo linearni izomorfizem.

Trditev 3. Inverz linearnega izomorfizma je zopet linearni izomorfizem.
Dokaz. Najbo L : U — V bijektivna linearna preslikava med vektorskima prostoroma nad istim poljem F'. Dokazati
je treba, da je L™! : V — U spet linearna preslikava. Ker je L linearna, velja

Vay,as € F,ug,v9 €V : L (alLflvl + a2L71v2) = LL 'y + apLL vy = LL™ (g1 + as)

Ker je L injektivna, iz L (alL_lvl + osz_lvg) = LL7 Y (ayv1 + agu) sledi oy L™ vy +ag L™ g = L1 (aqvy + aws).
]
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2.1.1 F™ je linearno izomorfen n—razseZznem V nad F

Trditev. Vsak n—razsezen vektorski prostor nad F je linearno izomorfen F™.

Dokaz. Naj bo V n—razsezen vektorski prostor nad F' in B = {v1,...,v,} baza za V. Definirajmo preslikavo
¢p : F™ — V s predpisom (z1,- - ,21) — 2101 + - - +x,v,. Ker je B ogrodje, je ¢ surjektivna. Ker je B linearno
neodvisna, je ¢p injektivna. Pokazimo Se, da je linearna presikava:

B (a(xlw-wzn)+B(y17~-~7yn)) = ¢B (O‘x1+5y1a---aaxvz+ﬁxn) = (O‘xl +By1)+"'+vn(azn+ﬁxn) =

=a(vizr 4+ vpxn) + o+ B (i o+ Vnyn) = adp (21, .. 1) + Bé (Y1, Yn)

2.1.2 Matrika linearne preslikave — linearni izomorfizem M,, ,, (F)) — L (F",F™)

Trditev. Naj bo F polje in m,n € F. L(F™, F™) je vektorski prostor linearnih preslikav iz F — F™. SeStevanje
definiramo z (L1 4+ L2)u = Liju + Lau, mnoZenje s skalarjem pa (aL)u = a(Lu). Naj bo M, , (F') vektorski
prostor vseh m x n matrik nad F z znanim seStevanjem in mnoZenjem. Obstaja linearni izomorfizem med tema
dvema prostoroma.

Dokaz. Oznake kot v trditvi. Za vsako m x n matriko A = [a; ;] definirajmo preslikavo L, iz F™ v F™ takole:
La(z1,...,20) = (@121 + -+ @10Tn,- -, Cm,1T1 + - - + QmnTy). Po definiciji matri¢nega mnozenja ta presli-
kava ustreza L& = AZ. DokaZimo, da je linearni izomorfizem.

e Linearnost: Loa4+pp® = (0A+ B) ¥ = aAZ + BT = aLaZ+ fLpZ = (aLs + BLB) &

e Bijektivnost: Konstruirajmo inverzno preslikavo (iz trditve |3| vemo, da bo linearna). Vsaki linearni presikavi

L : F* — F™ priredimo m X n matriko [ Ley --- Le, ], kjer je eq,...,e, standardna baza za F™.
Pokazimo, da je ta preslikava res inverz, torej preverimo, da je kompozitum A +— L4 — [ Laey --- Lae, }
identiteta in da je [ Laer --- Lge, ] — L4 — A tudi identiteta.
— A Law [ Ley -+ Le, | Zid:
[ Lae; --- Luyge, ] = [ Aey -+ Ae, ] :A[ er -+ en ] =Al=A
— [ Laey Lae, | = Lars A< id:
T
Vo : L{ Le Le, ]:r = [ Ley --- Le, ] ; =ux1Lei+- - +x,Le, = L(x1e1 4+ -+ xpe,) =
Tn
1 0
0 :
=Lz | . |+ Fzp| - =Lz
: 0
0 1

Vsaki linearni preslikavi med dvema vektorskima prostoroma sedaj lahko priredimo matriko. Prirejanje je odvisno
od izbire baz v obeh vektorskih prostorih. Matrika namreé¢ preslika koeficiente iz polja F', s katerimi je dan vektor,
ki ga z leve mnozimo z matriko, razvit po ,vhodni“ bazi, v koeficiente iz istega polja, s katerimi je rezultantni vektor
razvit po ,jzhodni* bazi.

36



Naj bosta U in V vektorska prostora nad istim poljem F' in naj bo L : U — V linearna preslikava. Izberimo
bazo B = {u1,...,u,} za U in C = {vy,...,vn} za V. Razvijmo vektorje Luy, ..., Lu, po bazi C:

Lu;, = ajqv1 + - 4+ a1mU;m

Lu, = Qp 1Vt + 0+ QpmUnm

Skalarje c; ; sedaj zlozimo v spodnjo matriko, ki ji pravimo matrika linearne preslikave L glede na bazi B in

C.

ail o Qpa
Lleen = [ [Luale -+ [Lunle } =
a1 m o Opm
O
Zgled. L : R(z].; — R[z]_, — linearna preslikava iz realnih polinomov stopnje kve¢jemu 3 v realne polinome
stopnje kveéjemu 2, ki predstavlja odvajanje polinomov. Bazi sta B = {17 x, 2, x2} inC = {1, z, xz}.
L(1) = 0 + 0z + 022
Lz = 1 + 0z + 022
L(z?) = 0 + 2z + 0z?
L(m?’) = 0 + 0z + 322
ZapiS§imo matriko te linearne preslikave:
01 0 0
Leeg=]0 0 2 0
0 0 0 3
Zgled. Prehodna matrika je poseben primer matrike linearne preslikave. L : V — V z bazama B = {v1,...,v,} in
C={uy,...,un}, kjer L = id.
id (ul) = @1 + -+ QiaUy
id(up) = apivi + 0+ QU

Zapisimo matriko te linearne preslikave: [id],, z = Pcs-

2.1.3 Lastnosti matrik linearnih preslikav

Izrek 1. osnovna formula. Posplositev formule [u], = Pep-[u]g se glasi [Lu), = [L]._ g [u]g 2za linearno preslikavo
L:U—-V,ueU, kjer je B={u1,...,un} baza za U in C = {vy,...,0} baza za V.

Dokaz. Po korakih:
1. Razvijmo u po bazi B: u = fiuy + -+ + Bptn.
2. Uporabimo L na obeh straneh: Lu = L (Bius + -+ + Bpuy) = fr1Lug + -+ + B Luy,.

3. Razvijmo bazo B, preslikano z L, po bazi C:

Luy = ajqvi + - 4+ o mUn

Lun = Qp,101 + -+ Qp mUm
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4. Razvoj vstavimo v enacbo iz koraka [2] in uredimo:
Lu =B (a11v1+ -+ a1,mVm) + -+ Bn (n 101 + - + QU ) =
=v (frar1+- -+ Bnan1) + -+ o (Broa,m + -+ Br0n,mUm)
5. Odtod sledi:

Brar1 + -+ Bpan a1l o Qi B1
[Lu], = : = : : b =Lleesluls
ﬁlal,m +---+ ﬁnammvm Aim - Qpm ﬂn

Izrek 2. matrika kompozituma linearnih preslikav. Posplositev formule Pp.p = Ppc-Peep se glasi [K o Ll =
(Klpc Loy Trdimo, da je kompozitum linearnih preslikav spet linearna preslikava in da enacba velja.

Dokaz. Najprej dokazimo, da je kompozitum linearnih preslikav spet linearna preslikava.
(KoL) (au+ pv) =K (L(au+ fv)) = K (aLu+ fLv) =aKLu+ fKLv=a(KoL)u+ 8(KoL)v

Sedaj pa dokazimo Se enacbo [K o L]y, g = [Klp, ¢ [L]lo, g Najbosta L : U — Vin K : V — W linearni
preslikavi, B = {u,...,u,} baza U, C baza V in D baza W. Od prej vemo, da:

[L}D<—B = [ [LUI]D [LUH]D ]7
zato piSimo
KoLlp g=[ (KoLyuly -~ [(KoLjulp]=[ KLulp - [KLup | 20
IR Klpeo[bule - [KlpeoLunle ] = [Klpee [ [Lule - [Tunle | = Klpec [Elecs

2.1.4 Jedro in slika linearne preslikave

Definicija. Naj bosta U in V vektorska prostora nad istim poljem F in L : U — V linearna preslikava. Jedro L naj
bo Ker L := {u € U; Lu = 0} (angl. kernel/null space) in Slika/zaloga vrednosti L naj bo Ker L := {Lu;Yu € U}
(angl. image/range).

Trditev. Trdimo naslednje:
1. Ker L je vektorski podprostor v U (¢e vsebuje @ in l;, vsebuje tudi vse LK @ in l_;)

2. Ker L je vektorski podprostor v V.

Dokaz. Dokazujemo dve trditvi:

1. Yui,us € KerL,a1,00 € F :?> ajuy + asus € Ker L. Po predpostavki velja Lu; = 0 in Lus = 0, torej
a1Luy + agLus = 0. Iz linearnosti L sledi L (ajuy + asug) = 0, torej ajuy + asug € Ker L.

2. Yvi,v9 € Ker L, 31,832 € F :7> B1v1 + Bove € Ker L. Po predpostavki velja Jui,us € U 3: vy = Lug A vy =

LUQ. Velja torej [’311)1 =+ 52’02 = ,BlLul + BQLUQ linea:rnost L(ﬂlul +/62u2) in ,Blul + ﬂg’tl,g S [J7 torej je
L (517.141 —+ /BQUQ) € Ker L.
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Definicija. Ni¢nost L je n (L) := dimKer L (angl. nullity) in rang L je rang (L) = dim Ker L (angl. rank).

Pripomba. Jedro in sliko smo definirali za linearne preslikave, vendar ju lahko definiramo tudi za poljubno matriko A
nad poljem F', saj smo v [2.1.2] dokazali linearni izomorfizem med m x n matrikami nad F' in linearnimi preslikavami
Fm— F™.
ail S Qlp Uq ajiul + -+ aptn ail QA1n
Au=| : = s =| ¢ Jumteet | |
m1 *°* OGmn Un, Am1U1 + -+ GmnUn Gm1 Amn
Iz tega je razvidno, da je Ker A torej linearna ogrinjaca stolpcev matrike A. Pravimo tudi, da je Ker A stolpi¢ni

prostor A oziroma Col A (angl. column space). rang A = dimKer A je torej najvedje $tevilo linearno neodvisnih
stolpcev A.

Trditev. Linearna preslikava L je injektivna (Luy; = Lug = u1 = ug) < Ker L = {0}.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco:
(=) Predpostavimo, da je L injektivna, torej Lu; = Lus = w1 = ug. Vzemimo poljuben u € Ker L. Zanj
velja Lu=0= L0 = u = 0.

linearnost

(<) Predpostavimo, Ker L = {0}. Rac¢unajmo: Lu; = Lug = Luy; — Lus =0 —  L(u; —uz) =0=
Uy — Uy =0 = uy = us.

O

Izrek. osnovna formula. Naj bo L : U — V linearna preslikava. Tedaj je dimKer L + dim Ker L = dim U, torej
nL+rang L = dimU. Za matrike torej trdimo n A +rang A = dim F™ = n za m x n matriko A.

Dokaz. Vemo, da sta jedro in slika podprostora. Naj bo wq,...,w; baza jedra in uq,...,u; njena dopolnitev do
baze U. Torej dimU = k + 1 =nL + 1. Treba je Se dokazati, da je [ = rang A. Konstruirajmo bazo za Ker L, ki
ima [ elementov in dokazimo, da so Luy, ..., Lu; baza za Ker L:

e Je ogrodje? Vzemimo poljuben v € Ker L. Zanj obstaja nek v € U 3: Lu = v, ki ga lahko razvijemo po bazi
U takole u = aqwy + -+ - + agwg + Brug + - -+ + PBrug. Sedaj na obeh straneh uporabimo L in upoStevamo
linearnost:

v:Lu:L(a1w1+-~-—|—o¢kwk—|—ﬂ1u1—|—~--+Blul):alel—F---—l-oszwk—i—BlLul—|—-~-—|—,61Lul
= B1Luy + -+ B Ly

Ker so w; baza Ker L, so elementi Ker L, torej je Lw; = 0 za vsak ¢. Tako poljuben v € Ker L razpiSemo z
bazo velikosti [.

linearnost

e Je LN? Rafunajmo: v1Luy +---+vyLuy =0 =" L(viu1 + -+ vw) =0= yiu1 +---+yu € Ker L,
kar pomeni, da ga je moc¢ razviti po bazi Ker L:

YU 4w = 01wy + -+ dpwg

Yur + o+ w — owy — - — dpwy =0
Ker je wy,...,wg,u1,...,u; baza U, je LN, zato veljay; = --- =y, = wy; = -+ = wg, = 0, kar pomeni, da
ocitno velja 7, = --- =, = 0, torej je res LN.

O

Pripomba. Bralcu prav pride skica s 3. strani zapiskov predavanja ,LA1P FMF 2024-02-28".
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Do preproste matrike preslikave z ustreznimi bazami Imenujmo sedaj B = {ws,..., wg,u1,...,u;} bazo
zaU,in C ={Luy,...,Lu,21,...,2m} baza za V, kjer je z1,..., z, dopolnitev Luy, ..., Lu; do baze V, kajti V je
lahko veéji kot samo Ker L, in si oglejmo matriko naSe preslikave L : U — V, ki slika iz baze B v bazo C. Najprej
razpiSimo preslikane elemente baze B po bazi C:

Luy, = 1-Luy + -+ 4+ O0-Luy 4+ 0-z2¢ + -+ 4+ 0-2z,
Ly = 0-Luy + -+ + 1-Luy + 021 + -+ 4+ 0-2p
Lwi = 0-Luy + -+ + 0Ly + 0-z21 + -+ 4+ 0-2zpyp
Lw, = 0-Lugz + --- 4+ 0-Lwy + 0-2¢ + -+ + 0-2zp

Lleen = { g 8 ]

S primerno izbiro baz U in V je torej matrika preslikave precej preprosta, zgolj blo¢na matrika z identiteto, veliko
rang L in ni¢lami, ki ustrezajo dimenzijam U in V.

Kaj pa, e je L matrika? Recimo ji A, da je Ly = L od prej. Tedaj A € M,,(F). Naj bo P =
[ Uy e U Wy v Wk ] matrika, katere stolpci so baza U in Q = [ Auy - Aw oz o Zm ] ma-
trika, katere stolpci so baza V. Po karakterizaciji obrnljivih matrik sta obrnljivi. Tedaj

AP:[Aul Aul Aw1 Awk]jegO[Aul Aul o --.- O]
Q{g 8]—[Au1 e Aup oz zm][g 8}_[,4@61 e Ay, 0 - 0]

_ I, 0 1 |5 0
AP_Q[O O]:>Q AP_{O O]
2.1.5 Ekvivalentnost matrik

Definicija. Matriki A in B sta ekvivalentni (oznaka A ~ BEI) < J obrnljivi P,Q >: B = PAQ.

rang A.

I. 0 -
0 0},k‘]er‘]er

Zgled. Dokazali smo, da je vsaka matrika A ekvivalentna matriki {

Dokaz. Dokazimo, da je relacija ~ ekvivalen¢na:
o refleksivnost: A ~ A velja. Naj bo A € My, ,, (F). Tedaj A = I,,, Al,.
e simetri¢nost: A ~ B = B ~ A, kajti e velja B = PAQ in sta P in Q obrnljivi, velja P~!BQ~! = A.

e tranzitivnost: A ~ BAB ~ C = A ~ C, kajti, ¢e velja B = PAQ in C = SBT in so P,Q,S,T obrnljive,
velja C = (SP) A(QT) in produkt obrnljivih matrik je obrnljiva matrika.

O
Izrek. Dve matriki sta ekvivalentni natanko tedaj, ko imata enako velikost in enak rang.
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco:
(<) Po predpostavki imata A in B enako velikost in enak rang r. Od prej vemo, da sta obe ekvivalentni
{ IOT 8 } , ker pa je relacija ekvivalentnosti ekvivalen¢na, sta A ~ B.
(=) Po predpostavki A ~ B, torej 3P,Q >: B = PAQ. Ceje Am xn, je P m xmin Q n X n, zatorej je po

definiciji matri¢nega mnozenja B m x n. Dokazati je treba Se rang A = rang B.

rang B = rang PAQ ~ rang PA - rang A

4Isto oznako uporabljamo tudi za podobne matrike, vendar podobnost ni enako kot ekvivalentnost.
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Dokazimo najprej rang PAQ = rang PA oziroma rang CQ) = rang C za obrnljivo ¢ in poljubno C.
DokaZzemo lahko celo Ker CQ = Ker C":

Vu:ueKerCQ& Jvsdu=(CQ)ve I 3:u=Cv & ueKerC.

Sedaj dokaZimo Se rang (PA) = rang (A). Zados¢a dokazati, da je Ker (PA) = Ker A, kajti tedaj bi iz
enakosti izrazov
dimKer A +dimKer A =dim F" =n

dimKer PA + dimKer PA =dim F" =n
dobili dim Ker PA = dim Ker A. Dokazimo torej Ker PA = Ker A:

Vu:uEKerPA(:)PAuzOPO}éyivaAuzO@)uEKerA.

Torej je res Ker PA = Ker A, torej je res rang PA = rang A, torej je res rang A = rang B.

O
2.1.6 Podobnost matrik
Definicija. Kvadratni matriki A in B sta podobni, ¢e 3 taka obrnljiva matrika P >: B = PAP™!,
Trditev. Podobnost je ekvivalen¢na relacija.
Dokaz. Dokazujemo, da je relacija ekvivalen¢na, torej:
o refleksivna: A =TAI"' =TAI = A
e simetri¢na: B = PAP™! = P71BP=A
e tranzitivna: B = PAP™'AC =QBQ ! = C = QPAP'Q~' = (QP) A(QP)™!
O

Pripomba 3. O¢itno velja podobnost = ekvivalentnost, toda obrat ne velja vedno. Na primer [ (1] 8 ] in { 8 é }

sta ekvivalentni (sta enake velikosti in ranga), toda nista podobni (dokaz kasneje).

Od prej vemo, da je vsaka matrika ekvivalentna matriki , kjer je r njen rang. A je vsaka kvadratna

T

0 0
matrika podobna kaksni lepi matriki? Ja. Vsaka matrika je podobna zgornjetrikotni matriki in jordanski kanoni¢ni
formi (ve¢ o tem kasneje). Toda a je vsaka kvadratna matrika podobna diagonalni matriki? Ne.

Definicija. Matrika D je diagonalna ~ d;; #0 = ¢ = j.

Kdaj je matrika A podobna neki diagonalni matriki? Kdaj 3 diagonalna D in obrnljiva P 3: A = PDP~1?

A1 0
Izpeljimo iz nastavka. D = in P= [ V1 o+ Up }, kjer sta D in P neznani. Ker mora biti P
0 An
obrnljiva, so njeni stolpi¢ni vektorji LN.
A1 0
A:PDP_1<:)AP:PD<:)A[171 v}]:[v] v}} in P obrnljiva
0 An
[ Avy - Avg, ] = [ A101 o0 ApUy ] in v; so LN

Avy = Mg, ..., Ay = Ao in Vi v £ 0
Porodi se naloga, imenovana ,Lastni problem®. Is¢emo pare (A, ¥), ki zados¢ajo enacbi AT = A¥.
Definicija. Pravimo, da je A je lastna vrednost matrike A, ¢e obstaja tak ¥ # 0, da je AU = A\J. V tem primeru
pravimo, da je ¥ lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A. Paru (A, %), ki zadoS¢a enacbi, pravimo lastni par
matrike A.
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Nalogo ,,Lastni problem“ resujemo v dveh korakih. Najprej najdemo vse A, nato za vsako pois¢emo pripadajoce
¥, ki za lastno vrednost obstajajo po definiciji.

Zanek v # 0 pisimo Av = v = Av & Av—Av =0« (A—A)v =0z nek v # 0 & Ker (A —\I) #
{0} 22" 4 — AT ni obrnljiva < det (A — AT) = 0.

Definicija. Polinom p, (z) = det (A — zI) je karakteristi¢ni polinom matrike A.

Premislek zgoraj nam pove, da so lastne vrednosti A nicle pa (z).

. I . . 0 1 - 1
Pripomba. Karakteristi¢ni polinom lahko nima nobene ni¢le: A = 1 0 |'Pa (A) =det (A — AI) =det N
22 + 1, katerega nicli sta \; = i in Ay = —i, ki nista realni §tevili. V nadaljevanju se zato omejimo na kompleksne
matrike in kompleksne lastne vrednosti, saj ima po Osnovnem izreku Algebre polinom s kompleksnimi koeficienti
vedno vsaj kompleksne nicle.

Kako pa i8¢emo lastne vektorje za lastno vrednost A? Spomnimo se na Av = v < v € Ker (A — AI). Resiti
moramo homogen sistem linearnih enac¢b. Po definiciji so lastni vektorji nenicelni, zato nas trivialna resitev ne
zanima.

Definicija. Mnozici Ker (A — AI) pravimo lastni podprostor matrike A, ki pripada A. Slednji vsebuje 0 in mnoZico
vektorjev, ki so vsi lastni vektorji A.

Vaja. Izra¢unaj lastne vrednosti od A = [

in Ker (A +41):

Pl é } Od prej vemo, da Ay = i, Ay = —i. Izracunajmo Ker (A — iI)

Ker (A — ) : {_Z 1][?;]0 = —ir+y=0,-cr—iy=0 = y=ir — vx{i}

Ker (A+4I): [_Zl 1}{5}—0 = dx+y=0,-2+y=0 = y=—iz — v—:p{_li]

Ker(A_iz):cin{{ 1 H Ker(A+iI):/.Zin{[ —1@ ]}

Vstavimo lastna vektorja v P in lastne vrednosti v D na pripadajo¢i mesti. Dobimo obrnljivo P in velja
A= PDP! .
p:[l. 1.], D:[l 0.]
T —1 0 —i
Temu pocetju pravimo ,diagonalizacija matrike A“.

-2 1
0 =X
11
0 0

. det(A—AI) = [ = A2. Nicli/lastni

1
0
vrednosti sta Ay = 0 in Ay = 0. Toda Ker (A —0I) = Ker A = Ein{[ (1) }} in P = [

Zgled. Primer matrike, ki ni diagonalizabilna: A = { 8
} ni obrnljiva. S tem

dokazemo trditev v primeru { (1) 8 ] in { 8 (1) } nista podobni, ker je prva diagonalna, druga pa ni podobna

diagonalni matriki (ne da se je diagonalizirati).

Lastne vrednosti lahko definiramo tudi za linearne preslikave, saj so linearne preslikave linearno izomorfne
matrikam.

Definicija. Naj bo V vektorski prostor nad ' = C in L : V — V linearna preslikava. Stevilo A € F je lastna
vrednost L, le obstaja tak nenicelni v € V, da velja Lv = Av.

Kako pa resujemo ,Lastni problem* za linearne preslikave? Lv = A < Lv — A(id)v = 0 & (L — A (id))v =

0 < v e Ker(L—A(id)) £ det (L —A(id)) = 0. Toda determinante linearne preslikave nismo definirali. Lahko

pa determinanto izra¢unamo na matriki, ki pripada tej linearni preslikavi. Toda dvem razliénim bazam pripadata
razli¢ni matriki linearne preslikave. Dokazati je treba, da sta determinanti dveh matrik, pripadajo¢ih eni linearni
preslikavi, enaki, ¢etudi sta matriki v razliénih bazah.

Lema 4. Podobni matriki imata isto determinanto.
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Dokaz. Najbo B = PAP~! zaneko obrnljivo P. Tedajdet B = det PAP™! = det Pdet Adet P! = det Pdet P~ ' det A =
det PP~'det A = det Idet A =1-det A = det A. O

Dokaz. L : V — V naj bo linearna preslikava, V' prostor nad F' = C, B in C pa bazi V. Priredimo matriki

L. in Lecc. Spomnimo se izreka (KLlp. g =Klp.cLleep L=lidoLoid], zato [L],,_, =
lido Loid)e, o = [idle, 5Llg.plidlg.c = P[Llg._ 5 P~* zaneko obrnljivo P. Torej sta matriki L]z, 5 in [L]., o

podobni, torej imata po lemi |4 na prejsnji strani|isto determinanto. O

Dokaz. Alternativen dokaz, da imata podobni matriki iste lastne vrednosti: A podobna
B=B=PAP '=B-2l=P(A—zI)P ' =det(B—xI) =det (A —xI) = pa = pp,
torej so lastne vrednosti enake. Kaj pa lastni vektorji? Naj bo v lastni vektor A, torej
Av = M\ = PAv = A\Pv = PAP Py = A\Pv = BPv = \Pv,

torej za v lastni vektor A sledi, da je Pv lastni vektor B. O

Linearni transformaciji torej priredimo tako matriko, ki ima v zafetnem in kon¢énem prostoru isto bazo. Tedaj
lahko izra¢unamo lastne pare na tej matriki.

Izrek. Schurov izrek. Vsaka kompleksna kvadratna matrika je podobna zgornjetrikotni matriki.
Dokaz. Indukcija po velikosti matrike.
e Baza: A4 je zgornjetrikotna.

e Korak: Po L. P. trdimo, da je vsaka A(,_1)xn—1) podobna kaki zgornjetrikotni matriki. Dokazimo Se za

poljubno A, «,. Naj bo A lastna vrednost A in v; pripadajo¢i lastni vektor ter vy, ..., v, dopolnitev vy do
baze C". Potem je matrika P = [ V1 Up ] obrnljiva.
A ai,2 a1,n
0 A\ B
AP:[Avl Avn}:[vl vn] :P{O C’]
0 Am,n t Omen

Po 1. P. obstaja taka zgornjetrikotna T in obrnljiva Q, da C = QT Q™.
-1 -1

1 0 _1 1 0| |1 0
ool ol gl o] |

SRS IR

A je torej podobna [ E)\ CBQ ], ki je zgornjetrikotna.
O
2.1.7 Zadosten pogoj za diagonalizabilnost
Izrek 5. Lastni vektorji, ki pripadajo razlicnim lastnim vrednostim, so linearno neodvisni.
Dokaz. Naj bo A, «, matrika, A1,..., \x njene lastne vrednosti in vy, ..., v, njim pripadajoci lastni vektorji. Do-

kazujemo Ay, ..., A\ paroma razliéni = vy, ...,v; LN. Dokaz z indukcijo po k.

e Baza k = 1: Elementi {\;} so trivialno paroma razli¢ni in v; je kot nenic¢en vektor LN.
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e Korak: Dokazujemo Aj, ..., g1 SO paroma razlicne = vy, ..., v so LN, vedo¢ I. P. Denimo, da ayvy +--- +
Qk+1Vk+1 = 0. Mnozimo z A:

Aovr + -+ p1vp1) = Avy + -+ g1 Avg g = Ao+ Qi Agp1 k1 = 0
Mnozimo zacetno enafbo z Agy1 (namesto z A, kot smo to storili zgoraj):
O A L4111 + -+ Q1 Ak41Vk41 = 0

Odstejmo eno enacbo od druge, dobiti moramo 0, saj odstevamo 0 od 0:

oy ()\1*/\k+1)1}1+"'+01k()\k*)\k-&-l)kaFW:O

Ker so lastne vrednosti paroma razli¢ne (A\; = X\; = i = j), so njihove razlike nenicelne. Ker so v1,..., v po
predpostavki LN, sledi ¢ = -+ = a = 0. Vstavimo te konstante v ayv1 + - -+ + ag41v5+1 = 0 in dobimo
ag+1Vp+1 = 0. Ker je vgy1 neniceln (je namrec lastni vektor), sledi agy1 = 0, torej ag = -+ = a = ag41 =0,
zatorej so vy, ..., V41 res LN.

O
Posledica 6. Vsota vseh lastnih podprostorov matrike je direktna (definicija|2 na strani 34)).

Dokaz. Naj bodo Ai,...,A\; vse paroma razliéne lastne vrednosti matrike A € M, (C). Pripadajo¢i lastni pod-
prostori so torej Vi € {1..k} : V; = Ker (4 — \;I). Trdimo, da je vsota teh podprostorov direktna, torej Vv, €
Vi,ooo,up €Vieroy+---+ o, =0=v; =--- =wvg =0. To sledi iz izreka |5 na prejsnji stranil O

Posledica. Ce ima n x n matrika n paroma razlicnih lastnih vrednosti, je podobna diagonalni matriki.

Dokaz. Po posledici |§| je vsota lastnih podprostorov matrike A, «, direktna. Ce je torej lastnih podprostorov n,
je njihova vsota cel prostor C". Matriko se da diagonalizirati, kadar je vsota vseh lastnih podprostorov enaka
podprostoru C™ (tedaj so namreé stolpci matrike P linearno neodvisni, zato je P obrnljiva). O

2.1.8 Algebrai¢ne in geometrijske vekératnosti

Definicija. Naj bo A, x, matrika. pa (\) = det (A — XI) = (=1)" (A= A)™ -+ (A = Ap)"™", kjer so Ai,..., A vse
paroma razli¢ne lastne vrednosti A. Stopnji ni¢le — n; — re¢emo algebrai¢na veckratnost lastne vrednosti A;.

Definicija. Geometrijska veckratnost lastne vrednosti A; je dimKer (A — X\ I) = n(A — A1) =m;.

Algebrai¢no veckratnost A; ozna¢imo z n; in je veckratnost ni¢le A; v pa (A\) (karakteristicnem polinomu).
Geometrijsko veckratnost \; pa oznac¢imo z m; in je dimenzija lastnega podprostora za ;.

Trditev 7. Vi € {1..k} : m; < n; — geometrijska veckratnost lastne vrednosti je kve¢jemu toliksna, kot je algebrai¢na
veckratnost te lastne vrednosti.

Dokaz. Naj bo vy,...,v,, baza za lastni podprostor V; = Ker (A — A\;I) in naj bo vy, 41, ..., v, njena dopolnitev
do baze C". Tedaj velja: Avy = A\v1, ..., Avp, = A, Um,, AUm,+1 = linearna kombinacija v1,..., vy, ..., Av, =
linearna kombinacija vy, ...,v,. Naj bo P = [ V1 vt Um; Umg41l 0 Un ], ki je obrnljiva.
Ail,., B
—1 _ itm,;
priap = Mo B

Ker je karakteristi¢ni polinom neodvisen od izbire baze, velja

det (A — zI,,) = det (NI, — zI)det (C — xl_p,) = (N — )" det (C — xIp,_p,)

Ker (A — z)™" deli karakteristi¢ni polinom, je algebrai¢na veckratnost \; vsaj tolikina, kot je geometri¢na. O
Trditev 8. Matriko s paroma razli¢nimi lastnimi vrednostmi Ag, ..., A\; je mo¢ diagonalizirati < Vi € {1..k} : m; =
;.

Dokaz. Naj bo V; lastno podprostor lastne vrednosti A;. Vemo, da se da A, x, diagonalizirati <& A ima n LN
stolpi¢nih vektorjev < Ker (A — MI)+ -+ Ker (A— M) =C" & dim (V;+ -+ V) =dimV; +--- +dim V;, &
vsota lastnih podprostorov je direktna < dim (Vi +---+V,) = n & dimV; + - +dimVy, = n < my + -+ +
my=n-< myp+---+mg =ny+ -+ n,. Toda ker po prej§njem izreku Vi € {1..k} : m; < n;, mora veljati
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2.1.9 Minimalni polinom matrike

Definicija. Naj bo p(z) = coz® + --- 4 c,2™ € Clz] polinom in A matrika. p(A) = cgA + - + ¢, A" =
col + -+ + ¢, A™. Ce je p(A) = 0 (nicelna matrika), pravimo, da polinom p anhilira/unié matriko A.

Dejstvo. p(A) =0=p (P 'AP) =0.

IzkaZe se, da karakteristi¢ni polimom anhilira matriko — pa (A) = 0. Dokaz kasneje.
Definicija. Polinom m (z) je minimalen polinom A, e velja:

1. m(A)=0

2. m ima vodilni koeficient 1

3. med vsemi polinomi, ki zado$¢ajo prvi in drugi zahtevi, ima m najniZjo stopnjo
Trditev. eksistenca minimalnega polinoma — Minimalni polinom obstaja.

Dokaz. Naj bo A, x, matrika. O¢itno je M, ., (C) vektorski prostor dimenzije n?. Matrike {I, A A% ,A”2} SO

linearno odvisne, ker je mo¢ te mnozice za 1 ve¢ja od moci vektorskega prostora. Torej dcg, - ,c,2 € C, ki niso
vse 0 3:col + 1A+ A2+ - + cnzA"2 = 0. Torej polinom p (z) = cpz® + c1at + cgz? + -+ + cnzx"z anhilira A.
Ce ta polinom delimo z njegovim vodilnim koeficientom, dobimo polinom, ki ustreza prvima dvema zahevama za
minimalni polinom. Ce med vsemi takimi izberemo takega z najnizjo stopnjo, le-ta ustreza Se tretji zahtevi. O

Izrek. Ce je m (x) minimalni polinom za A in ée p(z) anhilira A, potem m (x)|p (z) (m (z) deli p (x)).
Dokaz. Delimo p z m: 3k (x),r (x) 2: p(x) =k (z)m (z) +r (z) Adegr () < degm (x). Vstavimo A na obe strani:
O0=pA)=k(A)mA) +1r(A)=k(A)-04+7r(A)=04+7r(A)=r(4A) =0

Sledi r () = 0, kajti ¢e r ne bi bil ni¢eln polinom, bi ga lahko delili z vodilnim koeficientom in po predpostavki
degr () < degm () bi imel manjso stopnjo kot m (z), torej bi ustrezal zahtevam 1 in 2 za minimalni polinom in
bi imel manjSo stopnjo od m, torej m ne bi bil minimalni polinom, kar bi vodilo v protislovje. O

Posledica. enolicnost minimalnega polinoma. Naj bosta my in ms minimalna polinoma matrike A. Ker m po
definiciji anhilira A, iz prej$nje trditve sledi, de vstavimo m = my in p = ma, my|me. Toda ce vstavimo m = ms in
p=my, malmy. Iz mi|ma A ma|my sledi, da se my in mo razlikujeta le za konstanten faktor, ki pa je po definiciji
minimalnega polinoma 1, torej mi = mo. Zaradi enolicnosti lahko oznaéimo minimalni polinom A z ma (x).

2.1.10 Nié¢le minimalnega polinoma

Trditev. ma () in p4 (z) imata iste nicle ~ nicle m 4 (x) so lastne vrednosti A.

Dokaz. Ker je pa () (dokaz kasneje), velja po trditvi v dokazu enoli¢nosti, da ma|pa, torej je vsaka nicla m4
tudi ni¢la ps. Treba je dokazati Se, da je vsaka ni¢la p tudi ni¢la m 4, natancneje: Treba je dokazati, da e je
A lastna vrednost matrike A, je ma (A) = 0. Naj bo v # 0 lastni vektor za A. Tedaj Av = Av. Potem velja
A%y = AAv = A\v = Mv = A\ = \?v in splosneje A"v = \"v. Sedaj recimo, da je ma (x) = doa® + -+ + d,a".
Potem je, ker minimalni polinom anhilira A,

ma (A)v=(do+diA+doX’ + -+ d N ) v =dov + di v+ doX’v + -+ d, A v =

:d0v+d1Av+d2A2v+~~+drArv:(do+d1A+d2A2+~--+dTAT)v:mA(A)v:OU:O

Ker m4 (A)v =0 in v # 0 (je namre¢ lastni vektor), velja my4 (A) = 0. O
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Lastnosti Kerjepa (z) = (=1)" (. —X)" - (z = M) inma (z) = (. — A1) - (z — )", sledi iz ma|pa =
Vi € {1..k} : r; < n;. Poleg tega, ker ma (A1) = 0= Vi € {1..k} : r; > 1. Toda pozor: Ni res, da r; = m; (stropnja
lastnega podprostora).

Izrek. Cayley-Hamilton. pa (A) = 0 — karakteristicni polinom matrike A anhilira matriko A

Dokaz. Spomnimo se eksplicitne formule za celico inverza matrike (razdelek [1.4.4 na strani 20)), ki pravi B~! =

dei BBT. Raunajmo in naposled vstavimo B = A — z1:

B! = detBBT /- (det B) B
detB-I = BB"

det (A—al)-T=pa(z) -1 =(A—al)(A—al)

Glede na definicijo A je (A —al )T matrika velikosti n x n, ki vsebuje polinome stopnje < n, kajti vsebuje determi-

nante kofaktorskih matrik, torej je takele oblike (Vi € {1..(n — 1)} : B; € M, (C))ﬂ

)T

(A—al) =By+ Bz +-+ Bp_ja""

Naj bo pa(x) = det (A=) = ¢ + 12z + -+ + ¢p2™. Kot v enafbi mnozimo to z I: det(A— ) [ =
col + c1lz + -+ -+ ¢, Ix™. Oglejmo si Se desno stran enacbe:
~ T
(A—zl)(A—2zI)
= ABy+ (ABy — By)x + (ABgo:2 — Bl) 2244 (AB,,_1 — B,_3) "= B, 2"
In primerjajmo koeficiente v polinomih pred istoleznimi spremenljivkami na obeh straneh tele enacbe:
det (A— ) - T = (A—al) (A= zI)"

col +clx+ -+ +c,Ja" = ABy+ (ABy — By)x + (ABy — By)2® 4+ -+ + (AB,_1 — By, _2) 2" ' — B, 12"

1: C()I = ABO

x: Cll = ABl — B()

.1'2 : CQI = ABQJ}Q — Bl
1 cn—1l = AB,_1— B,_»

™ cpl = —B,_1

Vstavimo sedaj A v ena¢bo namesto x:
pa(A) = col+c 1 TA+- - A, JA" = ABy+(ABy — By) A+(ABy — By) A% 4---+(AB,_1 — B, _2) A" '—B, ;A" =
= ABy+ A’By — ABy + A’B*> = BiA*+ -+ A"B,_1 — A" 'B,,_5 — B,,_1A" =0
pa(A)=0
O

Izrek. Matriko A se da diagonalizirati < ma () ima samo enostavne nicle (nima veckratnih — potence so vse 1).
Torej ma (z) = (. — M) -+ (@ — Ap)' 2a A1, ..., Ay vse paroma razlicne lastne vrednosti A.

Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco:

5To si predstavljamo tako, da iz vsake celice matrike, ki vsebuje polinom, izpostavimo (homogenost) spremenljivko (torej z na fiksno
potenco) in nato koeficiente v celicah pred to spremenljivvko zloZimo v eno matriko. Slednje ponovimo za vsako potenco in dobimo te
matrike B;.

46

= (A — 1;[) (BO +Biz+---+ Bn_lxnfl) = ABy+ABz+- - '+ABn—1In717B0;L'—B1I2*' -.—B,_1x



= o predpostavki je A podobna diagonalni matriki — A = ~" za diagonalno D in obrnljivo P. S
P d ki je A podobna di Ini iki — A= PDP~! za di Ino D in obrnljivo P. BSS

A0 0
najboD=1| 0 -+ 0 | in X <--- < Ag. Oglejmo si izraz
0 0 X
0 0 A1 — Ak 0
A2 — A1 .
(D—=MI)- (D= N\JI) = . : —0
K Ak—1— Ak
0 Ak — A\ 0 0

Sedaj pa Se izraz
(A—XI)- (A= XI)= (PDP™' = \I)--- (PDP™"' = \I) = (PDP™' =\ PP7") - (PDP' =\, PP =

=P(D-M)PT- P(D-NI)P ' =P(D—M\I)---(D—=X\I)P~' = POP~ ! =0,

torej ta polinom anhilira A. Ker deli my4 (z) — vsebuje vse ni¢le m 4 (x), je prav to minimalen polinom
A — ima najmanjSo stopnjo mozno.

(<) Potrebujemo nekaj lem:
Lema 1. Za vse matrike A, B veljan (AB) < n(A)+n(B) ~ dimKer (AB) < dim Ker (A)+dim Ker (B).
Dokaz. Oglejmo si preslikavo L : Ker AB — Ker A, ki slika  — Bz. Je dobro definirana, kajti z €
Ker AB = ABx =0 = Bz € Ker A. Po osnovnem dimenzijskem izreku za preslikavo L velja dim Ker L+
dimKer L = dimKer AB. Ker velja Lv = 0 = Bz = 0, velja Ker L C Ker B in zato dimKer L <

dim Ker B. Poleg tega iz definicije velja Ker L C Ker A in zato dimKer L < dimKer A. Vstavimo te
neenakosti v enacbo iz dimenzijskega izreka:

dim Ker L + dim Ker L = dim Ker AB

dim Ker B + dim Ker A > dim Ker AB
Lemo lahko posplosimo na veé faktorkev, torej n (A4; --- Ag) <nAj; + -+ +nAy. O

Nadaljujmo z dokazom (<). Denimo, da (x — A1) --- (x — Ag) anhilira A. Upostevamo
n((A=X)--(A=X) <n(A—X1)+---+n(A-X\)

Cleni na desni strani so geometrijske veckratnosti, ker pa A anhilira polinom po predpostavki, je ta
produkt ni¢elna preslikava in je dimenzija jedra dimenzija celega prostora.

H(O):n:n1++nk§m1++mk

Ker Vi : m; < n; (7 na strani 44)), velja v zgornji neenacbi enakost, torej je matrika po [8 na strani 44

diagonalizabilna.

O

2.1.11 Korenski podprostori

Definicija. Najbo A € M,, in ma (z) = (x — A1) -+ (z — A\¢)"™* njen minimalni polinom. Vi € {1..k} ozna¢imo z
W, := Ker (A — \;I)"" korenski podprostor matrike A za lastno vrednost ;. Vpeljimo Se oznako V; := Ker (A — \; 1 )1
(tu potenca ni r;, temvec je 1).

Dejstvo 1. Ocitno je Ker (A — \I) C Ker (A —\)?> C Ker (A—NI)®> C -+, kajti ¢e x € Ker (A—\I)™ =
A-XD"2=0=(A-XNI)(A=A\D)"2=0= z € Ker (A —NI)""". Izkaze se, da so vse inkluzije do r; — te
potence stroge, od r;—te potence dalje pa so vse inkluzije enacaji, torej za W; = Ker (A — N 1) velja

Ker (A — A1) C Ker (A= MNI)? C - CKer (A—MNI)" = Ker (A— NI =

Poleg tega se izkaZe, da je dim W; = n; (algebraicna veckratnost ;).
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Dejstvo 2. dimV; = dimKer (A — A\; 1) = my (geometrijska veckratnost X;).
Trditev 3. C*" =W @ Wy ® - - - @ W, — vsota vseh korenskih podprostorov je vse in ta vsota je direktna. Tej vsoti
pravimo ,korenski razcep matrike A

Pripomba. Dokazujmo:

e Ce predpostavimo, da je vsota direktna, je lahko dokazati, da je vsota cel prostor. V karakteristi¢ni polinom,
ki po Cayley-Hamiltonu anhilira A, vstavimo A in dobimo 0 = (—1)" (A — A1) -+ (A= X\ D)™ = Ay -+ - Ay
Ker je vsota direktna, veljan(A; ---A,) =n(0) =n=nA;---nA; =dim (Wy +--- + W), torej Wy +--- +
W, = C"™.

o Ce predpostavimo, da je W; N W; = {0} za i # j, lahko od tod izpeljemo direktnost vsote korenskih podpro-
storov. Dokaz z indukcijo:
— Baza: W je direktna vsota. O¢itno (Vw; € Wy : wy; =0 = wy = 0).
— Indukcijska predpostavka: wi +---+w; =0=w; =--- = w; = 0.
— Korak: Naj bodo w1, ..., w;4; taki, da

w4+ wipr =0 /(A= Xip )7
(A= Xr D) wr + 4 (A= At D) w40 = 0
Ker (A — X\, I)™ in (A — M\I)™ za vsaka h, k komutirata (gre namre¢ za polinom, v katerega je vstavljen
A), velja za vsak j iz (A — NI)7 w; =0=(A— N1 D)"™ (A= NI)"V wj tudi
(A= XD (A= X )" w; =0

Ker je po I. P. Wy + --- + W; direktna, velja za vsak j w; € Wj, toda zaradi naSega mnoZenja tudi
w; € Wiy1. Zaradi predpostavke m = n = W,, UW,, = {0} velja za vsakj € {1..i} : w; = 0. V prvi
enacbi ostane le Se w; 11 = 0.

e Dokazati je treba Se i # j = W; UW; = {0}. Dokazimo, da je W; invarianten za A, t. j. v € W; = Av € W,.
Ce je v € W, tedaj
(A=XNID)"v=0 /A

AA=ND)" v =0
Av € Ker (A—NI)"
Av e W;

Ker so vsi W; invariantni za A, so tudi njihovi preseki invariantni za A. Definirajmo torej linearno preslikavo
L:W;nW; = W;NWj s predpisom v — Av. Vemo, da ima L vsaj eno lastno vrednost A in pripadajoci
lastni vektor w. Torej w € W; N W; in Lw = Aw, toda Lw = Aw = Aw. Ker velja Av = Av = A% =
Ay = p(A)v = p(N\)v za vsak polinom p, velja p(A)w = p(A)w za vsak polinom p. Uporabimo polinom
p(z) = (x —X\)" in dobimo (A — X)) w = (A= \;)" w. Leva stran ena¢be je 0, PDDRAA w ni 0, torej
(A=) =0, torej A = \;. Vendar lahko namesto tistega polimoma uporabimo polinom p (z) = (z — ;)"
kar pokaze A = \;, torej A\; = A, kar je v —<— s tem, da so lastne vrednosti A1, ..., \; paroma razli¢ne. Torej
w = 0.

2.1.12 Jordanska kanoni¢na forma

Vsaka kvadratna matrika je podobna posebni zgornjetrikotni matriki, ki ji pravimo JKF. To je blo¢no diagonalna
matrika, ki ima za diagonalne bloke t. i. ,,jordanske kletke“, to so matrike oblike:

Al
Al
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Jordanska matrika je sestavljena iz jordanskih kletk po diagonali (J; so jordanske kletke):
J1 0

0 Im
Obicajno zahtevamo Se, da so JK, ki imajo isto lastno vrednost, skupaj, ter da so JK padajoce urejene po lastni

vrednosti od najveéje do najmanjse.

Izrek. Za vsako kvadratno kompleksno matriko A € M, «, (C) obstaja taka jordanska matrika J in taka obrnljiva
matrika P, da velja A= PJP~'. ZDB vsaka A € M,y (C) je podobna neki Jordanski matriki.

Procesu iskanja jordanske matrike pravimo ,jordanifikacija“. Kako konstruiramo J in P? Izra¢unamo lastne
vrednosti in pripadajoce korenske podprostore.

e Naj bo A lastna vrednost A. Za preglednost pisimo N := A — \I.
e Izrac¢unamo lastne vektorje in lastni podprostor Ker N” ter ga izrazimo z njegovo bazo, recimo ji B,..
e Nato izberemo ,,pomozne baze“ By, ..., B,, ki pripadajo prostorom Ker N, ... Ker N".

e Pomozno bazo B,._; dopolnimo do baze B, z elementi B, uy,...,ug,. Potem je B,._1U{u,...,ug, } ,popravek
pomoZne baze B,.“.

e Vektorje {u1,...,uy, } € Ker N” pomnoZzimo z matriko N, dobljeni Nuy, ..., Nug, lezijo v Ker N"~1. MnoZica
B.—2 U{Nuy,..., Nug, } je linearno neodvisna. Izberemo take v1,...,v;, € By_1, ki dopolnijo LN B,_5 U
{Nuy,..., Nua} do baze Ker N"~!. Potem je B, o U{Nuy,..., Nuy, }U{vy,...,vs, } popravek pomozne baze
Br_1.

o Izberemo take wy,...,wg, € Br_o, ki By_3U {Nzul, ce N2uk1Nvl, e va2} dopolnijo do baze Ker N™2.
Tedaj je B,_3 U {N2u1, . ,Nzukl ,Nvi, ..., Nug,,wi,... ,wkg} popravek pomozne baze B, _s.

e Postopek ponavljamo, dokler ne popravimo vseh moznih baz.

Dobimo t. i. ,,jordanske verige“. Ena jordanska veriga je (u7 Nu, Ny, ..., N’Cu), torej preslikanje elementa u, ki
zaéne kot dopolnitev baze korenskega podprostora Ker N®+1 in je na koncu z—krat preslikan z N, torej konéa v
korenskem podprostoru Ker V. Nekatere verige se zatno v najveéjem korenskem podprostoru Ker N, nekatere Sele
kasneje, v Ker N1 ali pa Ker N2 ali pa Ker N3.

Imamo torej k; jordanskih verig dolzine r, ko jordanskih verig dolzine r — 1, k3 jordanskih verig dolzine r — 2,
...y k. jordanskih verig dolzine 1. Skupaj je jordanskih verig k1 + - - - + k. = dim Ker N. Jordanskih verig za lastno
vrednost A je torej toliko, kot je njena geometrijska veckratnost.

Vsaki jordanski verigi dolzine k pripada ena jordanska kletka velikosti k& x k. k—vektorjev iz verige zlozimo v P
tako, da je vektor z zacetka verige (torej tisti iz popravljene baze ve¢jega prostora) na levi strani v matriki.

Zgled. Poisci jordansko kanoni¢no formo matrike

—_

A:

coc oo
OO N
<ECEH
N O NN

Najprej izra¢unamo karakteristi¢ni polinom: det (A — AI) = z (z — 2)3. A =0,n =1, g =2, ny = 3.
Lastni vektorji: Ker (A — 0I) = Lin {(1,0,0,0)}, Ker (4 — 2I) = Lin {(3,0,-2,2),(1,2,0,0)}. Ce bi dobili 4 lastne
vektorje, bi lahko matriko diagonalizirali. Tako je ne moremo. Ker ny = 1, je m1 najve¢ 1, torej Ker (A —0I) =
Ker (A —0I)®> = ---. Izratunamo korenske podprostore

e za lastno vrednost 0: Ker (4 — 0I) = Ker (4) = Ker (A?). Dobimo eno verigo ((1,0,0,0)) dolzine 1 za lastno
vrednost 0.

e zalastno vrednost 2: Ker (A — 2[)2 = Lin{(1,0,0,2),(-1,0,1,0),(1,2,0,0)}, Ker (A — 2])3 = Ker (A — 21)2.
Opazimo, da je (1,0,0,2) dopolnitev baze Ker (A — 2T) do baze Ker (A — 2[)2. Torej je {(1,0,0,2)} ,,popra-
vljena baza® N2. Preslikamo (A — 2I)(1,0,0,2) = (2,4,0,0), kar tvori verigo dolZine 2 ((1,0,0,2),(2,4,0,0)).
Edini linearno neodvisen od (2,4,0,0) v By je (3,0,—2,2), zato je slednji zacetek zadnje tretje verige dolZine
1((3,0,-2,2)).
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Tri verige, ki jih dobimo, so ((1,0,0,0)) za lastno vrednost 0 in ((1,0,0,2),(2,4,0,0)) ter ((3,0,—2,2)) obe za
lastno vrednost 2. Zlozimo jih v matriko P:

11 2 3
0 04 0
P= 0 0 0 -2
0 2 0 2
V matriko J pa zlozimo kletke pripadajocih velikosti:
0 0
2 1
J= 2
0 2

In velja A = PJP~! (P~! izratunamo z Gaussom).
2.1.13 Funkcije matrik
Ce poznamo razcep A = PJP~!, prevedemo racunanje potenc A na racunanje potenc matrike J, kajti
A= (PJP~ Y (PJP7Y) .- (PJP™ ") =PJP'PJP"! ... PJP " = PJ"P.

Ker je J blo¢no diagonalna matrika, sestavljena iz jordanskih kletk, se potenciranje J prevede na potenciranje kletk,
kajti

JP 0
Jh =
0 Jn
Potenciranje jordanske kletke:
Al 01"
A1 1 07\"
= | A+ =\ +N)"=
Al 0 1
0 A
n n n n—1 arl n 0 arn n n T\ yn—1ar1 n n
= A" N AN N+ AN) N" = A ATTEINT 4 N
N e IO R A
[0 1 0 [0 0 07
Poraja se vpraSanje, kako potencirati N = . Velja N2 = 1 | in tako
1 0
0 0 0 0

dalje (,diagonalo® enic pomikamo gor in desn_o). Zarxr jordansko-kletko, kadar n _2 r (sicer dobimo le pr_vih nekaj

naddiagonal), sledi

Al o1 [ mA
Aol \n
Aol
0 A 0
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Za ra¢unanje poljubne funkcije jordanske kletke pa velja predpis

- 0 I R
M VR EY :
f A 1 = : SO At
FN N

0 A 0 foy

In torej za raunanje poljubne funkcije poljubne matrike f (A) = f (PJP~') = Pf(J)P~1.

2.2 Vektorski prostori s skalarnim produktom

Definicija. Naj bo V vektorski prostor nad poljem R nenujno kon¢no razseZen. Preslikavi (-,-) : V x V — R
pravimo skalarni produtkt, ¢e zados¢a naslednjim lastnostim:

1. pozitivna definitnost: Yo € V : v # 0 = (v,v) > 0
2. simetri¢nost: Yu,v € V : (v, u) = (u,v)
3. linearnost v prvem faktorju: Vay, as € R,v1,v9 € V1 {1v1 + agvg, v) = ay (v1,v) + ag (va,v)

Posledica. linearnost v drugem faktorju. (u,Biv1 + Bave) = (B1v1 + Bave,v) = By (v1,v) + B2 (v, v) = By (v, v1) +
B2 (v, va).

Posledica. Skalarni produkt z 0: (0,v) = (0-v+0-v,v) =0(v,v) +0(v,v) =0= (v,0) =0
Posledica. Alternativna formulacija 1: Yo € V : (v,v) > 0A (v,v) =0< v =0.
Zgled. Primeri vektorskih prostorov s skalarnim produktom:

e R” s standardnim skalarnim produktom: ((ai,...,an),(B1,...,8:)) = @181 + - + @ Sn.

e R" z nestandardnim skalarnim produktom: Za pojubne vy, > 0,...,7, > 0definirajmo ((a1,..., ), (B1,...,5n)) =
’7105161 + 4+ ’Ynanﬁn

e neskoncno razseZen primer s standardnim skalarnim produktom: V = Cla,b] ~ zvezne f : [a,b] — R.
Definirajmo Vf,g € V : (f,g) = f; f () g (x)dx. Zveznost je potrebna za dokaz aksioma 1, sicer za neznano

1 ;=

neniéelno funkcijo f(z) = velja fab f(x)g(x)de = 0. Temu pravimo standardni skalarni

0 ;drugace
produkt v C'[a, b].

e neskonéno razsezen primer z nestandardnim skalarnim produktom: Naj bo w : [a,b] — R zvezna, ki zados¢a
Va € [a,b] : w(x) > 0. Ostalo kot prej. Vf,g eV :(f,g9), = f;f () g (z)w(x)dx.

Pripomba. Vektorski prostor s skalarnnim produktom je tak par (V, (-,-)), kjer je (-,-) skalarni produkt na V. To
je torej vektorski prostor, za katerega izberemo in fiksiramo skalarni produkt.

Definicija. Naj bo V vektorski prostor nad poljem C nenujno kon¢no razsezen. Preslikavi (-,-) : V. xV — C
pravimo skalarni produtkt, ¢e zados¢a naslednjim lastnostim:

1. pozitivna definitnost: Yo € V : v # 0 = (v,v) € RA (v,v) >0
2. konjugirana simetri¢nost: Yu,v € V : (v,u) = (u, v)

3. linearnost v prvem faktorju: Vag,as € R,v1,v9 € Vi (101 + aove, v) = a1 (v1,0) + ag (va, v)

Posledica. konjugirana linearnost v drugem faktorju. (u, B1v1 + Bav2) = (B1v1 + Bave, v) = B1 (v1,v) + B2 (v2,v) =
Bi(v1,v) + Ba(va, v) = B1 (v,v1) + B2 (v, v2).

Posledica. Skalarni produkt z 0: (0,v) = (0-v+0-v,v) =0 (v,v) +0(v,v) =0= (v,0) =0

Posledica. Alternativna formulacija 1: Yo € V : (v,v) € RA (v,v) > 0A (v,v) =0 v =0.
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Zgled. Primeri vektorskih prostorov s skalarnim produktom:
e standardni skalarni produkt na C™: ((ay,...,0n), (B1s---,0n)) = @181 + -+ + apBn-

e nestandardni skalarni produkt na C": Zaneke y; € R, ..., v, € RT definiramo ((a1,..., ), (B1,...,6n)) =
1B+ -+ Y S

e neskon¢no razseZen vektorski prostor na C" s standardnim skalarnim produktom: Naj bo V = C ([a,b],C)
— f =g+ihza g,h € Cla,b] (zvezni funkciji iz [a,b] v R). Definiramo (fi, fa) = f; f1(z) fo(z)de =
f; (g1 + thy) (z) (92 — the) (z) dx = ff (9192 + g192) (x) dz + i ff (h1g2 — g1hs2) xdx.

e neskon¢no razsezen vektorski prostor na C™ z nestandardnim skalarnim produktom: Isto kot zgoraj, le da
spet mnozimo z nekimi funkcijami, kot pri realnem skalarnem produktu.

2.2.1 Norma

Definicija. Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom. Vv € V : ||[v|| = 1/(v,v) je norma v.

Osnovne lastnosti norme
1. (J|v|] > 0 < v #£ 0) A||0]| = 0 sledi iz prvega aksioma skalarnega produkta
2. Ya € F,o eV |lawl|| = |af ||v]|

3. trikotniska neenakost: Yu,v € V : ||u+v|| < ||u]| + ||v]| sledi iz Cauchy-Schwarzove neenakosti na obi¢ajen
nacin.

Trditev. Cauchy-Schwarz. Za V vektorski prostor s skalarnim produktom velja Yo € V' : [(u, v)| < ||u]| - ||v]|.

Dokaz. Za v = 0 o¢itno velja 0 = 0. Za v # 0 definirajmo

po prvi lastnosti velja

Oglejmo si

(w,v) = <u— <“’”>v,v> = (u,v) — <<“’“>v,u> :M—% Y =0

(v, 0)

In se vrnimo k prejdnji enacbi:

(v, )

R 2
(o ) = 0 = - T L)

0 < (w,w) = <w,u— <“’“>v> = ) — ¥ ) = ) — 0 = () =

2 2 2
[(w, 0)[7 < {ul["|v]]

[{w, o) < [ful] - []o]]

Trditev. Z normo lahko izrazimo skalarni produkt:

52



o« VR (u,0) = 4 (Jfu+ol* = flu—of)

o VC: (u,0)=30_,i* ||u+ikv|}2

Dokaz. Dokaz v C. Oglejmo si

Hu—&—ika = (u+ifv,u+ i) = (u,u + *v) + % (v, u+ i) = (u+ iFv,u) + i (u + Fo,v) =

= (u, u) + (iFv, u) + i (u, v) + " (Fo,0) = (u, u) + (u, " v) + % (v,u) + i (v, %) =
=<u,u>—|—(—ik)<u,v>—|—ik< u) 4 i* ( (k))<v vy =
= (u,u) + (—Zk) (u,v) +i* (v,u) + 1 (v,v)

Dodajmo vsoto:
3

3
S i [Jut io|[F =30 () + (<) (w,0) + i (0,u) + 1 (0,0)) =
k=0

k=0

: 3
:Zik@,u)—f—Zik(—ik) <u,v)+2ikik<v,u>+kz (v, v) —O+Z (u,v) +0+0,
0

k=0 k=0 k=0

kajti 0 iF =14 i+ (=1)+ (=) =0in S0_,i% = 1+ (=1) + 1 + (=1) = 0. Nadaljujmo:

3 3
= i (=) (w,v) =1 (u,0) =4 (u,0)
k=0

k=0

2.2.2 Ortogonalne mnozice in ortogonalne baze
Definicija. Naj bo V VPSSP Vu,v € V :u L v & (u,v) =0.

Pripomba. trivialne opombe. Yo € V : v L 0, Vo € V : v # 0 < v L v (prvi aksiom skalarnega produkta),
YweV:iulvesovlu

Definicija. Naj bo V VPSSP in vy,...,v; € V. Mnozica {v,...,vg} je:
e ortogonalna, ¢e v1 #OA--- Avp # 0in Vi, j € {1.k} : i # j = v; L vj.
e normirana, ¢e Yv € {vy,...,vx} : |[v|]] = 1.
e ortonormirana, ¢e je ortogonalna in ortonormirana hkrati.

Pripomba. 1z (ortogonalne) mnozice {v1,...,v;} dobimo (orto)normirano tako, da vsak element delimo z njegovo

normo. { -, ..., == ¢ je vedno normirana.
[loa]] [lvkll
Trditev. Vsaka ortogonalna mnozica je linearno neodvisna.

Dokaz. Denimo, da je {vy, ..., v} ortogonalna. Vzemimo take a1, ..., 3: ayvi+- - 4agvy =0. g = -+ =g = 0.
Vie {1..k}: 0=1{(0,v;) = (aqv1 + -+ + agvg, v) = a1 (1, v5) + -+ o (U, V) + -+ + ag (v, v) = -
Ker je mnozica ortogonalna, je (v;,vr) = 0 < [ # k. Nadaljujmo ...
= (v, 05)
Ker (v;,v;) ni 0, ker je v; neniceln (da, tudi to je del definicije ortogonalnosti), je a; = 0. In to za vsak . O

Ni pa vsaka ortogonalna mnozica ogrodje. Ortogonalni mnozici, ki je ogrodje, reemo ortogonalna baza (LN
sledi iz ortogonalnost).
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2.2.3 Fourierov razvoj

Naj bo V KRVPSSP, {v1,...,v,} = B ortogonalna baza za V in v € V poljuben element. Kako razvijemo v po B,
vedo¢, da je ta baza ortogonalna? Postopek imenujemo Fourierov razvoj.
Ker je B ogrodje, daq,...,a, 3: v = ayvy + - - - + apv,. Mnozimo skalarno z v;:

v=aqv] + -+ auup /v

(v,v;) = (a1 + - -+ + apVp, Vi)

UU% M+/+az Vi, Vg +/+M—az quz

<Uavi> =
(vi, vi)
Torej Vo € V velja v = Y1 | <<;’7 v;)) Koeficientu fl’;““g pravimo Fourierov koeficient. Ce je baza ortonormirana,

('U ”1>

je Fourierov koeficient = (v,v;).

2.2.4 Parsevalova identiteta

Izrek. Parsevalova identiteta. Naj bo V- VPSSP in {v1,...,vx} njegova ortogonalna baza. Tedaj Vv € V :
n 2
2 (v, vi)|
v||” = -
ol =307
Ce je baza ortonormirana, se enacba ocitno poenostavi v

n
2 2
lloll* = > (v, vi)]
i=1

Dokaz. Najbo v =aivi+--+a,v,. Tedaj ||v||2 = (v,v) = (a1 + -+ + AUy, @1V + - - + @v,) = (uporabimo
linearnost v 1. in konjugirano linearnost v 2. faktorju)

= 041071<11hvl> + o+ M +

+ M + -~ + anan<vn,vn> =

= @ (v1,01) + B (Vn, ) = Jea P |Jor]]* + - + [ [Jon] P =

Vstavimo formule za koeficiente po Fourierjevem razvoju:

2
M: |<v,v1>|2+.” (v, vp) zn:“)u
! — (v, v;)

[lon]] Ivnll

(v, vp)

[e i

2
_ (v,v1)

[on |1

2.2.5 Projekcija na podprostor
Naj bo V KRVPSSP in W podprostor V. Za vsak v € V Zelimo izra¢unati njegovo ortogonalno projekcijo na W.

Definicija. Vektor v € W je ortogonalna projekcija vektorja v € V, ¢e Yw € W : |[v — V|| < ||[v — w]||. ZDB v’ je
najblizje v izmed vseh elementov W.

Pripomba. Zados¢a preveriti, da je v — v’ ortogonalen na vse elemente W (pitagorov izrek), kajti v tem primeru (¢e
predpostavimo (v' — w) L (v —v’)) velja
lo = wl* = Jlo =" + o' —w|| = lo='|" + |l = wl[* > o~ o/|*.

Pripomba. Dokaz pitagovorega izreka: ||a + b||* = (a + b,a + b) = (a, a) + (a, by+b7a) + (b,b) = ||a]]* + ||b]|°.
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Trditev. Naj bo {w1, ..., wi} ortogonalna baza za W. Formula za ortogonalno projekcijo se glasi:

_ fw) o e N~ )
Y= e T o = 2 (oo,

Dokaz. Dokazimo, da je v — Zle <Sj fy) w; pravokoten na vse elemente W. Zaradi linearnosti skalarnega produkta

zados¢a preveriti, da je pravokoten na bazo W. Vj € {1..k} velja (spomnimo se, da je (w;,w;) = 0 < i # j, zato
po drugem enacaju ostane le Se en ¢len vsote):

k k
v — v, wl>w w (v, w; le w;) = (v, w; (v, wj)
(o3 ) = 3 0 )= (-

(wi, w

2.2.6 Obstoj ortogonalne baze — Gram-Schmidtova ortogonalizacija

Radi bi dokazali, da ima vsak KRVPSSP ortogonalno bazo in da je mo¢ vsako ortogonalno mnozico dopolniti do
ortogonalne baze. Konstruktiven dokaz >! — postopek, imenovan Gram-Schmidtova ortogonalizacija, iz poljubne
baze naredi ortogonalno.

Naj bo V KRVPSSP in {uy,...,u,} njegova poljubna baza. Naj bo vy := uq,

<u27 Ul) /
V2 ‘= U9 — = U2 — Uy
<'l}1, ’U1>
. < 3,U1> <U3702> ’
V3 ‘= Uz — V2 = U3 — Ug
(v1, Ul> (va,v2)
n—1
o <un7 Ui> _ /
Uy = Uy — P = Up — Uy,
i—1 <Ui7 Ui>
Trdimo, da je {v1,...,v,} ortogonalna baza za V.
Opazimo, da je u} ortogonalna projekcija ug na Lin{v;}, us ortogonalna projekcija us na Lin{vi,ve}, ..., ul,
pa ortogonalna projekcija na Lin{vy,...,v,—1}, torej

v = uy —uy L Lin{v}, torej vy L vy

vy = u3z —ufy L Lin{vy,ve}, torej vs L vi,v3 L vy

! . .
Up = up —u, L Lin{vy,...;05_1}, torej v, L vg,...,0n L vy,

kar pomeni, da so {v1,...,v,} paroma ortogonalni. Toda vpraSanje je, ali so nenicelni, kajti to je, ne boste verjeli,
prav tako pogoj za ortogonalno mnoZzico. Vi € {1..n} : dokazimo nenicelnost v;:-)

vy je neniceln, ker je enak wq, ki je element baze V. wvs je neniceln, ker je vo = us — awy in ug # awy, ker sta
linearno neodvisna, ker tvorita ortogonalno mnozico. vs je neniceln, ker vs = usg — (Bv1 + yv2) in ker so vy, va, us
LN, ug # (Bv1 + yv2). In tako dalje.

Dopolnitev ortogonalne mnozice do baze Naj bo {uj,...,u;} ortogonalna mnozica, torej je linearno neod-
visna, torej jo lahko dopolnimo do baze. {ug41,...,un} je dopolnitev do baze. Toda slednja Se ni ortogonalna. A
ni¢ ne de, uporabimo lahko Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo na {u1, ..., Ug, Ug41,- - -, Up } in dobimo ortogonalno
bazo {v1,...,v,}. Opazimo, da ker so po predpostavki uy, ..., u, ortogonalni, velja v1 = uy,...,vx = ux (po GS).
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Zgled. primer GS ortogonalizacije iz analize. Naj bo V =R [z]_;. Baza: u; = 1,up = x,u3 = 22, uq = 23, skalarni

produkt naj bo (p,q) = f_ll p (z) g (z) dz. Konstruirajmo pripadajo¢o ortogonalno bazo vy, ..., vs:

(1 Z:U1:1

1
) (ug,v1) Jo, wda
Vg = Uy — V] =T — 3 =z—-0=z=1us
(v1,v1) [, dx
1 1
o <U37U1>U (uz,va) 2 Joyatde [ x?’dmx g2 1
3 = U3z — 1— = — — —_ . = I
(v, v1) (v2,v2) f_ll dz f_lledx 3
3
V4 ::~-~:x2—gm

2

Sklep: {1,m,x2 — %, x° — %x} je ortogonalna baza za ta vektorski prostor s tem skalarnim produktom. Normi-

1
3
rajmo jo! Norme teh baznih vektorjev po vrsti so v/2, \/g, \/ %, 1%. Pripadajo¢a ortonormirana baza je torej

-3 -tz

2 1
Loz T35 T 5% % Normiranje bi sicer prineslo lepse formule, vendar bi v ra¢une prineslo te objektivno grde

2 3
5
konstante.

2.2.7 Ortogonalni komplement

Definicija 4. Naj bo V KRVPSSP nad F in S C V. Ortogonalni komplement S je mnozica S+. Vsebuje vse tiste
vektorje iz V, ki so ortogonalni na S. ZDB S+ :={v e V;Vs€ S:v L s} ={veV;v LS}

Trditev. ¥S C V : St je podprostor V.

Dokaz. Dokazati je treba Yui,us € S*, a1, a0 € F : aqv; + agvg € ST, Po definiciji ortogonalnega komplementa
velja

Vs €S (u,s) =0A (ug,8) =0 = 0= (u1,8) + as (us, s) = (ayu; + asus, s) = ayu; + asuy € S*
O

Izrek. ortogonalni razcep. Naj bo V. KRVPSSP in W wvektorski podprostor V.. Potem velja V. =W @& W+ (ortogo-
nalni razcep glede na W ).

Dokaz. Naj bo v € V pojuben, V- pa ortogonalna projekcija V na W. Potem velja, da je v = v — v/ + 2/, kjer je
v — v’ pravokoten na W, v’ pa element v’, torej v € W @ W. Vsota je direktna, kajtiVvo e WNW+:v Lv e v L
v& (v,v) =0 v=0= WnNW* = {0} (po karakterizaciji direktnih vsot). O

Trditev. Naj bo VKRVPSSP in W vektorski podprostor v V. Velja (Wl)l =W.

Dokaz. Po definiciji ortogonalnega komplementa je W C (VVL)L7 ker W L W+. Dokazimo dim W = dim (WL)L.
Ortogonalni razcep glede na W je V.= W @ W+ = dim W + dim W+ = dim V, ortogonalni razcep glede na W=

pajeV=Wtag (WL)J' = dim W+ + dim (WL)J' =dimV.
dimV =dimV
dim W + dim W+ = dim W + dim (W)
dim W+ = dim (W+)*
Alternativni dokaz: Naj bodo wy,...,wr OB za W. Dopolnimo jo do OB za V z GS z wgy1,...,w,. Tedaj

je Wry1,...,w, OB za W+ in ker je wy,...,w, njena dopolnitev do OB V, je wy,...,wr OB za (WJ-)J', torej
wt = (WJ-)L, saj imata isti ortogonalni bazi. O
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2.3 Adjungirana linearna preslikava

Definicija. Naj bo V vektorski prostor nad F. Vemo, da je F vekrorski prostor nad F. Linearnim preslikavam
V — F pravimo linearni funkcionali na V.

Zgled. Najbo V VPSSP in F' € {R,C}. Najbow € V. Najbo ¢ : V — F (torej je o linearni funkcional), ki slika
v — (v,w). Preslikava je po aksiomu 3 za skalarni produkt linearna.

Izrek. Rieszov izrek o reprezentaciji linearnih funkcionalov. Naj bo V. KRVPSSP. Za vsak linearen funkcional ¢
na V obstaja natanko en vektor w € V 3:Yv € V : ¢ (v) = (v,w). ZDB slednja konstrukcija nam da vse linearne
funkcionale.

Dokaz. Dokazujemo enoli¢no eksistenco:

e Eksistenca w: Vzemimo poljubno OB wy,...,w, za V. Yo € V : v = (v,w1) w1 + - -+ + (v, w,) wy,. (fourierov
razvoj po OB). Ker je ¢ linearna, velja

linearna

konj. hom. v 2. fakt.
 (v) = @ (v, 1) wi + -+ (VW) we) E (v, w1) pwr -+ (v, wp) pwy, T

konj. ad.:v 2. fakt. <’U,(

= (v, pwiw) + - - + (v, PWLWy,) pwi) wy + - -+ (pwy) wy)

Za dan ¢ smo konstruirali eksplicitno formulo za iskani w.
e Enoli¢nost w: PDDRAA Vv € V : ¢ (v) = (v,w1) = (v,we). Tedaj Yo € V : (v,w; —wz) = 0. Vzemimo

konkreten v = w; — wy in ga vstavimo v formulo (v, w; —ws) = 0 = (w1 — wa, w1 —w2) =0 = w; —wy =
0= w1 = ws.

O

Definicija. Naj bosta U,V KRVPSSP in L : U — V linearna. Adjungirana linearna preslikava, pripadajoca L, je
taka L* : V — U, da veljaVu € U,v € V : (Lu,v) = (u, L*v). Levi skalarni produkt je tisti iz V', desni pa tisti iz U.

Trditev. Da lahko piSemo L*, trdimo, da je L* vedno obstaja in to vselej enoli¢no.
Dokaz. Dokazujemo enoli¢no eksistenco:

e Enoli¢nost: Naj bosta L* in L° dve adjungirani linearni preslikavi za L, torej Yu € U,v € V : (Lu,v) =
(u, L*v) = (u, L°v). Torej
(u, L*v) = {u, L°v)
0= (u,L*v— L°)
Za vsaka u in v. Sedaj vstavimo u = L*v — L°v:

0=(L"v — L°v,L*v — L°v) = L*v— L°v=0=Yv eV : L*v = L%

e Eksistenca: Naj bosta U,V KRVPSSP in L : U — V. Naj bo v € V poljuben. Vpeljimo linearni funkcional
¢ : U — F s predpisom u — (Lu,v). Prepri¢ajmo se, da je ta funkcional linearna preslikava:

¢ (aquy + agug) = (L (a1ug + asus),v) = (a1 Lug + asLus, v) = oy (Lug, v) + ag (Lug, v)

Uporabimo Rieszov izrek za funkcional ¢: 3w € U 3: Vu € U : pu = (u,w). Vpeljimo L*v = w, s éimer za po-
ljuben v definiramo L*v. Dokazimo, da je dobljena preslikava linearna: L* (B1v1 4 Bav) = B1L*v1 + B2 L vy
Vzemimo pojuben u € U in ra¢unajmo (fino bi bilo dobiti ni¢):

(u, L* (Brv1 + Bava) — (B1L*v1 + B2 L*v2)) = (u, L* (B1v1 + Bave) — f1L*v1 — BaL*vs) K2t

= (u, L* (Brv1 + Bov2)) — B (u, L*v1) — Ba (u, L*vs) lin L7 (u, BrL* vy + B2 L v2) — By (u, L*v1) — Ba (u, L*va) =

= By (u, L*v1) + By (u, L*v3) — By (u, L*v1) — By (u, L*vg) = 0
Ker to velja za vsak u, velja tudi za u = L* (S1v1 + fova) — (81 L*v1 + B2 L*vs), torej dobimo
(L* (Brvr + Pavz) — (B1Ll vy + B2 L v2) , L™ (Brvr + Pavz) — (B1L vy + B2Ll™v2)) =0
torej po prvem aksiomu za skalarni produtk velja linearnost:
L* (Brv1 + Bav2) — (B1L*v1 + B2L7v2) = 0
L* (Brv1 + Bavz) = 1Ly + B2 L vs
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Zgled. Naj bo A € M,,x, (F) s pripadajo¢o linearno preslikavo L4 = F™ — F™, ki slika v — Av. Kako izgleda
matrika L 4-? Odgovor je odvisen od izbire skalarnega produkta. Izberimo standardni skalarni produkt v £ in F'™
in Las: F™ — F™ definiramo z v — A*v, kjer je A* = AT torej transponiranka A z vsemi elementi konjugiranimi.
Izkaze se, da je potemtakem L4+ adjungirana linearna preslikava od L 4.

2.3.1 Matrika adjungirane linearne preslikave

Naj bosta U,V KRVPSSP in naj bo B = {u1,...,u,} ONBza U in C = {vy,...,vy} ONB za V. Vzemimo linearno
preslikavo L : U — V. Izpeljimo zvezo med L in L* glede na bazi B in C. Torej [L],, gz za L:U — V in [L*]g, .
za L* : V — U. Izracunajmo [L]., , tako, da uporabimo fourierov razvoj:

Luy, = {(Lug,vi)vr 4+ -+ (Lug,Um) Um
Lu, = {(Lup,v1)vr + -+ + (Lup,vm)vm
(Luy,v1) -+ {(Lugn,vr) (uy, L*vy) -+ (up, L*v1)
L= : : = : :
<LU1,Um> e <Lun7vm> <u17L*Um> e <un7L*vm>

Sedaj izracunajmo Se [L*]4, . spet s fourierovim razvojem in primerjajmo istolezne koeficiente:

L*vy = (L*uvp,upyur + - + (L*ui,up) uy
L*v,, = (Lvp,ui)ur + -+ + (Log,un) uy
(L*vi,ur) -+ (L*vm,u1) (ur, L*vi) -+ (w1, L*op) (ur, L*v1) -+ (upn, L*vp)
Llpec = : : = : : = : :
<L*vl’ u"> T <L*’Um7 u”> <un7 L*U1> T <una L*Um> <U1, L*'Um> T <u’ru L*Um>
T
= [L]CeB

Pripomba. Kako izgleda lastnost (Lu,v) = (u, L*v)? Naj bou € F*" in v € F™ in A = m x n matrika. Ali za

standardna skalarna produkta v F™ in F™ (Au,v) = (u, A*v) velja tudi za matrike, ¢e vzamemo A* = A" = AT?
Pa preverimo (ja, velja):

Uy
<u)v>:u1m+.+unmz[ﬁ e W] E :'U*u

Up
(Au,v) = v*Au
(u, A*v) = (A*0)" u=v* (A") u=v"Au
Dejstvo. Lastnosti adjungiranja: (a A+ BB)" = @A* + BB*, (AB)" = B*A*, (A*)" = A
2.3.2 Jedro in slika adjungirane linearne preslikave
Trditev. Naj bo L : U — V linearna. Velja Ker (L*) = (Ker L) in Ker (L*) = (Ker L)".
Dokaz. Najbowv e KerL* za L* : V — U. Velja

veKer (L) e L'v=0=YueU: (u,L*v) =0 VueU: (Lu,v) =0 < VYw e Ker L : (w,v) =0 < v e (Ker L)"

Velja torej Ker L* = (Ker L)" = Ker L = (Ker L*)" = (Ker L) = Ker L* = (Ker L*)" = Ker L O
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Trditev. Za L : U — V velja Ker (L*L) = Ker L

Dokaz. Vzemimo poljuben u € U in dokazujemo enakost mnozic (obe vsebovanosti):

CeuweKerl = Lu=0"2m82L" rur — [*y=0=ueKerL*L = Ker L C Ker L* L,

Ceue€KerL*L = L*Lu= 0= (u, L*Lu) = 0 = (Lu,Lu) = 0= Lu= 0= u € Ker L = Ker L*L C

Ker L
O
Posledica. Ker (L*L) = Ker (L).
Dokaz. Ker (L*L) = Ker (L* (L*)*) = Ker ((L*L)*) = (Ker L*L)" = (Ker L)~ = Ker L* O

2.3.3 Lastne vrednosti adjungirane linearne preslikave.

Trditev. Ce je X lastna vrednost A, je X lastna vrednost za A*. ZDB det (A — M) = 0 = det (A — \).

Dokaz. Najbo B = A — M. Tedaj B* = A* — \I* = A* — X\I. Radi bi dokazali det B = 0 = det B* = 0. Ker je
B*=B' = detB* =det B =detB = det B = det B =0 = det B* = 0. 0

Posledica. Iz te formule izvemo tudi karakteristicni polimom A*. pa« (z) = det (A* — xI) = pa (T) = det (A —ZI) =
det (A* —xI)" = det (A* — 2l) = pa- (x), torej pa~ (x) = pa (T). Torej, ce je pa(x) = coz® + --- + zpa™, je

par (z) = cz® + - + 2,27 = Gz + - - - 4 T2,

Dokaz. Alternativen dokaz: Najprej dokazimo dimKer B* = dimKer B. Velja dim Ker B* = dim (Ker B)J‘ =
n — dim Ker B = dim Ker B. Torej Ker (B) # 0 < Ker (B*) # 0, torej so lastne vrednosti A* konjugirane lastne

vrednosti A. O

Pripomba. Med lastnimi vektorji A in lastnimi vektorji A* (zal) ni posebne zveze. Primer: A = 1 ? } ima lastne
T B e 2 e B ) « |1 1 o5 l=i . 5 | 1—=3

vektorje v1 = [ 1 ] in v3 = [ 1 }, A* = [ 9 _j } pa lastne vektorje v; = [ _9 } in vy = [ 9 ]

Med temi vektorji ni nobenih kolinearnosti. Obstajajo pa zveze v nekaterih zanimivih primerih:

Trditev. Ce matrika A zadosta A*A = AAA (pravimo A je normalna), iz Av = \v sledi A*v = \v, torej imata A in
A* iste lastne vrednosti.

Dokaz.iée velja Av = v, velja Av — v = (A= AM)v = Bv = 0 = v € KerB. Ce velja A*v = v, velja
A*v— v = (A* — )\I) v = B*v =0= v € Ker B*. Dokazati je treba $e Ker B = Ker B*:

1. Ali velja A*A = AA* = B*B = BB*? Ja.
(a) B*B = (A*—X) (A— X)) = A*A— XA — AA* + 2]
(b) BB* = (A=) (A* = X) = AA* — XA — MA* + A\

2. Ali velja B*B = BB* = Ker B = Ker B*? Iz B*B = BB* sledi Ker (B*B) = Ker (BB*) = Ker (B) =
Ker (B*).

3. KrB=KerB*= Yo eV :Av = v < A*v = \v.
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2.3.4 Normalne matrike

Definicija. A je normalna < A*A = AA*.

Pripomba. Dokazali smo Ze, da za normalne matrike velja, da imata A in A* iste lastne vektorje, kar v sploSnem
ne velja.

Trditev. Lastni vektorji, ki pripadajo razli¢nim lastnim vrednostim normalne matrike, so paroma ortogonalni.
Dokaz. Najbo A*A = AA* za neko A in naj bo Au=Auin Av=pvin p# X u L v < (u,v) =0. Ra¢unajmo:
(g v) = (u,Tiv) = (u, A*0) = (Au,0) = (u,v) = A {u,0)

(L=XN)(u,v) =0 Au# A= (u,v) =0 u L

Trditev. Vsako normalno matriko se da diagonalizirati.

Dokaz. Dokazimo, da je jordanska forma normalne matrike diagonalna < vsi korenski podprostori so lastni. Vm, A :
Ker (A — I\)" = Ker (A — I\). Zadoi¢a dokazati za m = 2. Naj bom =2 in B = A — I\. Dokazimo Ker B2 =
Ker B.

1. Ce v Ker (4) = Ker (4*A) vstavimo A = B2, dobimo Ker B? = Ker ((32)* BQ>.

2. Ker je A normalna, je B normalna, torej (Bz)* B? = B*B*BB = B*BB*B = (B*B)*. Torej Ker ((BQ)* Bz) =
Ker (B*B)*.

3. Ce v Ker A*A = Ker A vstavimo A = B*B, dobimo Ker B*BB*B = Ker (B*B)” = Ker B*B.

4. Zopet upostevamo Ker A*A = Ker A, torej Ker (B*B) = Ker B.

Ko dokaZemo B normalna = B* normalna, bo iz Ker B?> = Ker B sledilo Ker B* = Ker B. Preverimo, a je B?
normalna, ¢e je B normalna: (32)* B? = B*B*BB = B*BB*B = BB*BB* = BBB*B* = B> (B2)*. Sedaj vemo
Ker B = Ker B2 = Ker B* = Ker B8 = - --. Vemo pa tudi, da

Ker BC Ker B2 C Ker B> C Ker B* CKerB® CKerB C ---

Ker BC KerB C Ker B3 CKerBC KerB> CKerB C ---
Ker B = Ker B> = Ker B* = Ker B = Ker B® = - - -
Vv : Ker B™ = Ker B
O

Pripomba. Torej za vsako normalno matriko A3 diagonalna D in obrnljiva P z ortonormiranimi stolpci, da velja
AP = PD, A= PDP~'. Diagonala D so lastne vrednosti A, stolpci P pa so njeni lastni vektorji. Lastni podprostori
(A= X\1I),..., (A= \,I) so medsebojno pravokotni. Izberimo ONB za vsak lasten podprostor. Unija teh ONB je
ONB za F™. F" =Ker (A —MI)@-- - ®Ker (A — A\, I). Ta ONB so stolpci matrike P.

2.3.5 Ortogonalne/unitarne matrike

Definicija. Naj bo A kvadratna z ON stolpci glede na standardni skalarni produkt. Pravimo, da je A unitarna (v
kompleksnem primer) oziroma ortogonalna (v realnem primeru).

Trditev. Za unitarno A velja A*A = AA* = 1.
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Dokaz. Dokazujmo za unitarno. Za ortogonalno je dokaz podoben. Naj bo A = : : unitarna.
Gn1 o OGpn
To pomeni, da za vsaka stolpca a; = (aii,...,an;) In a; = (a1y,...,an;) velja za vsak i,j € {l.n} velja
ai; ai;
. 7 o o i#j o
: ) : = 01iQ15 + 0+ Opilny = 1 i Oglejmo si
v=17
Qs Qnj
air - Gpr a1 ot Qip 1 0
aA=| : s =
E T M an1 crr Opp 0 1

Ocitno je res, ker je vsak element A* A konstruiran s skalarnim mnoZenjem vrstice leve matrike (konjugirani stolpci
A, ker smo poprej matriko transponiralo) in stolpca desne, za kar predpis smo poprej Ze razbrali. O

Pripomba. Za nekvadratne unitarne velja le A*A = I, AA* = I pa zaradi nezmoZnosti mnoZenja zaradi nepravilnih
dimenzij seveda ne velja.

Trditev. Naslednje trditve so za P z ortonormiranimi stolpci ekvivalentne:
1. P*P=1
2. Yu,v : (Pu, Pv) = (u,v)
3. Vu: [[Pul| = ||ull
4. V ONB {uq,...,un} : {Puy,..., Puy} je ON mnozica
5. 3ONB {uy,...,un} : {Pu,..., Pu,} je ON mnozica
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco:
(1=2) (Pu,Pv)= (u, P*Pv) = (u,v)

(2=3) [|Pul]® = (Pu, Pu) = (u,u) = [[u]

2=1)
Yu,v : (Pu, Pv) = (u,v) = (u, P*Pv) — (u,v) =0 = (u,(P*P—-1I)v) =0
Sedaj izberimo u = (P*P — I)v: {((P*P —I)v,(P*P—-1)v)=0=P*P—-I=0= P*P=0
(3=2) Po predpostavki Vu : ||Pul|| = ||u|| Izrazimo skalarni produkt z normo: (u,v) = iZizo i |u+ ikv||2,
torej
1< 2 1 2 predpostavka 1 o 2
.k .k -k -k predpostavka .k .k
<Pu’PU>:ZZZ || Pu+i* Pu|| :ZZZ || P (u+i*v)|| = ZZZ ||+ i*v||” = (u,v)
k=0 k=0 k=0
(5=4) Vzemimo poljuben u in ga razvijmo po ONB uy,...,u,. Tedaj u = aqus + - - - + apu,. Ker so u; ONB,
velja |[u]]® = |a1|* 4 |an]?. Ker so Pu; ONB po predpostavki, || Pul|* = |1 |* + - - + | |?, torej velja
2 2
[1Pul[™ = [|ull"-
1 e
(2=4) Ker so uq,...,u, ONM, velja (u;,u;) = {0 ’Z. y ] Tudi Puy, ..., Pu, ortonormirana, kajti po pred-
A
1 i
postavki 2 velja (Pu;, Pus) = ’Z_ ‘7
0 i#J
(4=5) Ocitno.
O
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Trditev. Lastne vrednosti unitarne matrike A se nahajajo na enotski kroznici v .

Dokaz. Naj bo A unitarna in naj bo v tak, da Av = \v. Tedaj (v,v) = (Av, Av) = (\v, \w) = A\ (v,v) = I\ =
1= |[A|=1= X\ =¢% zanek ¢. O
Pripomba. Iz unitarnosti sledi normalnost, zato so lastni vektorji unitarne matrike, ki pripadajo paroma razli¢nim
lastnim vrednostim, pravokotni (isto, kot pri normalnih matrikah).

Pripomba. Prav tako kot pri normalnih matrikah lahko unitarne diagonalitziramo v tokrat ortogonalni bazi. Pri
unitarnih so stolpci P $e celo normirani. A = PDP~!, kjer je P unitarna, torej P* = P~1,

Pripomba. O¢itno je, da ée je A unitarna, velja A* = A~1.

2.3.6 Simetriéne/hermitske matrike

Definicija. Matrika nad R je simetri¢na, ¢e zanjo velja A* = A. Matrika nad C je hermitska, ¢e zanjo velja A* = A.
Linearni preslikavi, pripadajo¢i hermitski/simetri¢ni matriki, pravimo sebiadjungirana.

Dejstvo. Vsaka hermitska/simetricna matrika je normalna, kajti A*A = AA = AA*.
Trditev. Lastne vrednosti hermitskih/simetri¢nih matrik so realne.

Dokaz. Naj bo A = A* in naj bo Av = Av za nek neniceln v. Tedaj A (v,v) = (\,v) = (Av,v) = (v, A*v) =

(v, Av) = (v, \v) = X (v,v). Potemtakem A\ = X\ = \ € R. O
Pripomba. Diagonalizacija je zopet enaka kot pri normalnih matrikah z dodatkom — vsaka hermitska matrika
je podobna realni diagonalni, kar za normalne ni res — normalne so lahko podobne kompleksnim diagonalnim
matrikam.

2.3.7 Pozitivno (semi)definitne matrike

Definicija. A je pozitivno semidefinitna ~ A > 0 & A = A* AVv : (Av,v) > 0. A je pozitivno definitna
~A>0& A=A AVv#0: (Av,v) > 0. S tem ko skalarni produkt primerjamo (>, >), implicitno zahtevamo
njegovo realnost. Primerjalni operatorji namreé¢ na kompleksnih Stevilih niso definirani.

Zgled. Vzemimo poljubno nenujno kvadratno B in definirajmo A = B*B. Potem je A pozitivno semidefinitna,
kajti A* = (B*B)" = B*B = A in (Av,v) = (B*Buv,v) = (Bv, Bv) > 0. Ce pa bi bili stolpci B linearno neodvisni,
pa bi veljalo Vv : v # 0 = (Av,v) = (B*Bv) = (Bv, Bv) > 0.

Trditev. A > 0 = lastne vrednosti A so > 0. A > 0 = lastne vrednosti A so > 0.

Dokaz. Naj bo X lastna vrednost A in A > 0. Tedaj Av = v za nek v # 0. Torej (Av,v) = (Av,v) = A (v,v). Toda
ker (Av,v) > 0, sledi A (v,v) > 0. Ker je (v,v) > 0, sledi A > 0. Analogno za A > 0. O

Pripomba. Diagonalizacija je ista kot za normalna, s tem da za diagonalno D velja Se, da je pozitivno (semi)definitna,
ko je A pozitivno semidefinitna.
Trditev. YA > 03B = B*,B > 0 3: B> = A. ZDB Za vsako pozitivno semidefinitno matriko A obstajaja taka
unitarna pozitivno semidefinitna B, da velja B% = A.

A1 0 VA1 0
Dokaz. Najbo A= PDP~'in P* =P 1in D= . Definirajmo E = > 0.

0 An 0 Van
Naj bo B = PEP~! = PEP*. Opazimo B* = B, kajti (PEP_l)* = (PEP*)" = PE*P* = PEP! = PEP*,
ker je E* = E, ker je Va € R : \/a € R. Oglejmo si B> = PEP"'PEP~! = PE?P~! = PDP~!. Tako definiramo
VA=B (tu v ni funkcija, kot pri JKF, temve¢ nov operator). 0

Trditev. Naslednje trditve so ekvivalentne (zamenjamo lahko > in >):
1. A>0.
2. A= A" in vse lastne vrednosti so > 0.

3. A= PDP~! za nek unitaren P in diagonalen D > 0.
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4. A = A* in obstaja VA.
5. A = B*B za neko nenujno kvadratno matriko B (za pozitivno definitno zahtevamo, da ima B LN stolpce).

Trditev. klasifikacija skalarnih produktov na R™ in C™. Naj bo (u,v) standardni skalarni produkt na C". wu =

aq
(al,...,an)inv:(ﬁl,...,ﬁn)invelja(u,v>=alﬁ+--~+anaz[E ﬂT,] =v*-u. ZaA>0
an
definirajmo [u,v] = (Au,v) = v*Au. Trdimo, da je [-,-] spet skalarni produkt na R™/C™ in da je vsak skalarni

produkt v R™/C"™ take oblike.
Dokaz. Dokazujemo oba dela trditve:

1. [-,+] je skalarni produkt

(a) pozitivna semidefinitnost: Vu # 0 : [u, u] = (Au,u) > 0.
(

)

b) konjutirana simetri¢nost: Yu,v : [u,v] = (Au,v) = (u, A*v) = (u, Av) = (Av,u) = [v,u].

(¢) Linearnost in homogenost: Yoy, s, uiug, v : [ayug + agus, v] = (A (a1ug + asus),v) = (a1 Aug + asAug, v) =
aq (Auy, v) + as (Aug, v) = oy [u,v] + ag [u, v].

2. Za vsak skalarni produkt [-,-] na C™ obstaja taka pozitivno definitna matrika A, da velja Vu,v € C™ : [u,v] =
(Au,v) = v*Au.
ler,en] -+ len, el
Naj bo ey, ..., e, standardna baza za C". Definirajmo A = : : . Velja A = A*:
[617 en} e [ena en]
[elael] e [617671] [elael] [67“6]_]
A* = = = A
[ena 61] T [en7 en} [617 en] T [en’ Gn]

Preveriti je treba Se Vu,v € C" : [u,v] = v*Au. u=are1 + -+ ape, in v = FGre; + -+ + Bpe,. Tedaj je
[U,’U] = [(1161 + - apep, ﬁlel + -+ ﬁnen] =

= (a1frler,e1] + -+ aaBuler,en]) + -+ (nBi[en €] + - + B [en, €n]) =
ler,e] - [enen] aq
=[A - Bl : : D | = vt Au = (Au,v)
[617 en} e [ena en] (679

Da je A pozitivno definitna sledi, saj mora za vsak nenic¢eln u po aksiomu za pozitivno definitnost skalarnega
produkta veljati (Au,u) > 0.

O

2.3.8 Singularni razcep (angl. singular value decomposition — SVD)

Naj bo A, x» neka kompleksna ali realna matrika. Tedaj je A* A hermitska ([2.3.6) matrika dimenzij n x n. Ker je
Vu : (A* Au, u) = (Au, Au) > 0, je A*A pozitivno semidefinitna, torej so vse njene lastne vrednosti > 0.

Definicija. Singularne vrednosti A so kvadratni koreni lastnih vrednosti A*A.

Zgled. Ce je A normalna in A lastna vrednost A, obstaja tak v # 0 3: Av = \v = A*v = Av. Odtod sledi, da
je A*Av = A* v = MA*v = A, torej je A lastna vrednost matrike A*A. Po definiciji singularne vrednosti je

VA =/ |)\|2 = |)| singularna vrednost matrike A. Potemtakem so singularne vrednostni normalnih matrik enake
absolutnim vrednosti lastnih vrednosti.
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Nekatere lastne vrednosti so ni¢elne, nekatere pa od ni¢ strogo veéje. Koliko je katerih? Stevilo nicelnih
singularnih vrednosti matrike A je Stevilo niCelnih lastnih vrednosti matrike A*A. Ker je A*A hermitska, je
diagonalizabilna, zato je algebrai¢na veckratnost lastne vrednosti 0 enaka geometrijski veckratnosti lastne vrednosti
0, slednja pa je definirana kot dim Ker A* A. Ko upostevamo dim Ker A* A = dim Ker A, izvemo, da je §tevilo ni¢elnih
singularnih vrednosti matrike A njena ni¢nost (n A). Ker je A*A velikosti n x n, ima A n singularnih vrednosti,
torej je Stevilo nenicelnih singularnih vrednosti A enako n — Ker A. Upostevajo¢ osnovni dimenzijski izrek jedra in
slike, velja n A 4+ rang A = n, torej je nenicelnih singularnih vrednosti = rang A = dim Ker A.

Pripomba. Za m x n matriko velja rang A < min {m,n}.

Definicija. posplositev pojma diagonalne matrike na nekvadratne matrike. Matrika D,,«, je diagonalna, ¢e velja
Vi:{l.m},je{l.n}:i#j=D,;=0.

Zgled. Primeri pravokotnih diagonalnih matrik:

O O =
o NN O
w o O
o OO
OO O =
O OO
O Ww o o

Izrek. singularni razcep. Naj bo A kompleksna m X n matrika. Potem obstajata taki unitarni Q1, Q2 in taka
diagonalna D z diagonalci > 0>: A = QlDle.

Pripomba. Diagonalci D so ravno singularne vrednosti matrike A. Ker je Q)2 unitarna, je Q5 = Qz_l = A=0Q1DQs.
Ce A = Q1DQ3, je A* = Q5*D*QF = Q2D*Q7F in A*A = Q2D*Q7Q1DQ5 = Q2D* D@3, torej je A* A podobna
D*D, diagonalci D*D so lastne vrednosti A* A in stolpci Q2 so lastni vektorji A* A. Diagonalci D so bodisi 0 bodisi
kvadratni koreni od diagonalcev D*D), torej kvadratni koreni lastnih vrednosti A* A, torej singularne vrednosti od

A.
Dokaz. obstoj singularnega razcepa. Konstruirajmo @1, D, @2 in dokazimo veljavnost.

e Konstrukcija QQ2: A je m x n kompleksna. Tvorimo n x n matriko A*A. Izra¢unajmo lastne vrednosti A*A
in jih uredimo padajote — A1 > --- > \,. Naj bodo v1,...,v, pripadajoci lastni vektorji — A*Av; = \;v;.
Te v; izberimo tako, da so ortonormirani. Lastni podprostori A*A so namre¢ paroma pravokotni, saj je
A*A normalna, saj je hermitska. V vsakem podprostoru vzamemo ONB in vy, ..., v, je unija teh ON baz.
Definiramo @2 = [ v o Up } Ker so vy, ...,v, ON, je @2 unitarna.

e Konstrukcija D: Naj bo r := rang A (Stevilo nicelnih singularnih vrednosti A). Oglejmo si zaporedje lastnih
vrednosti A*A Ay > -+ > A\.p1 = -+ = A,. Lastne vrednosti po r so nic¢elne, ostale pa vecje od 0. Lastne
vrednostiA*A v tem vrstnem redu so singularne vrednosti matrike A: 0f = Ay > -+ > 02 =\, > 02, =
-+» =02 = 0. Definiramo D kot m x n diagonalno matriko takole:

g1 0

Or
Or4+1 = 0

0 op, =0

e Konstrukcija Q1: Vi € {1l..r} 1 u; == C%Avi za v; lastne vektorje A*A, torej A*Av; = A\jv; = 01-21)1-. Pokazimo,

da je uy,...,u, ON mnozica. Vi,j € {1..r} :
1 1 1 1 1 A = ot
(ui,uj> = <A’Ui, A’Uj> = — <A’Ui,AUj> = <A*A1}i7’l)j> = — <)\i’l}i,’Uj> = 702 <Ui7’l)j> =
O'j O’j (TiO'j O'Z'(Tj CTiO'j /Q’/Z‘(Tj
o 0 ;i#j
:_<Uiavj>:{ .
JJ ]- U=
Sedaj ONM wy,..., U Z Upt1,- .., U, dopolnimo do ONB za C™ (GS). Definiramo @1 = [ Uy o Up ]

Ker so stolpci ONB, je matrika unitarna.
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e Sedaj preverimo, da velja A = Q;DQ3 = Q1 DQ;"' & AQ2 = Q1D.
AQQZA[ vl -+ Up ] = [ Avy - Awv, } = ...

Upostevamo, da i >r = \; =0= A*Av; = \jv; = 0= v, e Ker A¥*A = v; e Ker A & Av; = 0:

~--:[Av1 Avn]:[Am B T | 0]
Sedaj izra¢unajmo Se
o) -
Or
Q1D:[U1 Un] 0 :[01U1 B VA | B 0]:
(- 0 -
:{%sz e %AUT 0 e 0 :[AUZ e A'UT 0 e O]:AQ2
O
1 1 -1 —1]
Zgled. Poisci singularni razcep A= | —1 0 1 0 |. Izracunajmo
0 -1 0 I
1 -1 0 2 1 -2 -1
1 1 -1 -1
a1 0 1 o 10 -1 _ |1 2 -1 -2
0 -1 0 1 -1 1 0 -2 -1 2 1
-1 0 1 -1 -2 1 2
Izra¢unajmo pa«a () = det (A*A—xl) = -+ = 22 (z — 2) (x — 6), torej Ay = 6, Ao = 2, A\3 = 0, \y = 0, torej
o1 =6 in 0y = /2 ter 03 = 04 = 0. (ujema se z dejstvom, da je rang A = 2). Izra¢unajmo lastne vektorje A*A:
SR
!/ 1 !/
A=6: o= REE [lvi]] =6
L 71 -
SR
!/ 71 /
Az =2 2= 1 > |lvg|| = 2
L 1 -
1 0
/ O ’ 1 / f / f
Az =Ag: vz = 1 1% =9 | llvg|| = v2,[[vl| = V2
0 2

Z Gram-Schmidtom naredimo ortogonalno mnoZico (v tem primeru so Ze ortogonalni) in jih normirajmo:

1 1 1 0
1 1 1] -1 1 0 1 1
01—5 1 | U2—§ 1 | U3—E 1] V4 ﬁ 0
-1 1 0 1
Sestavimo ) . )
I &
L _1 7 L
QQ - 21 ? 1 V2 ) D= \/5
11 0o L 0 0
2 2 V2



Izracunamo uq,...,u, za Q1:

2
1 1
u = —Avy = — | -1
01 6 -1
F o
1 1
ug = —Avg = — | —1
2 = 2 NG )

1
Dopolnimo ju do ONB za R? z Gram-Schmidtom (oz. uganemo | 1 |). Dopolnitev normiramo: uz = % 1
1
in vektorje vstavimo v (1:

2 1

w 0

- -+L -1 1

R RS

V6 V2 VB

Iskani razcep je A = Q1 DQ5 = QlDQQ_1 (Izracunati je potrebno Se en inverz — Q;l namrec).

2.3.9 Psevdoinverz — Moore-Penroseov inverz

Psevdoinverz je posplogitev inverza na nenujno kvadratne nenujno obrnljive matrike. Najprej diagonalne matrike:
Njihov navaden inverz je takSen:

-1

dq1 0 dfll 0
0 dnn 0 d,}

Kadar je diagonalec niceln, kot element polja nima multiplikativnega inverza. Ideja za posploSeni inverz diagonelne
matrike: take diagonalce pustimo na 0, torej na primer:

1 071" 1 0
1
2 - bl
0 0 0 0
Za nekvadratne diagonalne matrike pa takole:
1 01+ 1 .\ 0
2 = 2
0
0 0 0

Definicija. posploSeni inverz diagonalne matrike. NaJ bo D diagonalna m x n z nenicelnimi diagonalci dy,...d,,
je DT diagonalna n x m z nenicelnimi diagonalci

d—l?"'ﬂd:l-

Pripomba. Za diagonalno D opazimo D+ = D in za obrnljivo diagonalno D opazimo Dt = D1,

Sedaj bi radi pojem posplosili na nediagonalne matrike — to storimo s pomoé&jo SVD. A = @Q1DQ% >: D
diagonalna in Q, @ unitarni. Tedaj velja A obrnljiva < D obrnljiva, kajti A=! = QgD‘lDl_l.

Definicija. Za splofen nenujno obrnljiv A definiramo A" := Q2D+Q1_1.
Dejstvo. Opazimo:

o« AT = (QDQT) " = DTy = QDR = A

o A obrnljiva: AT = A1
Trditev. osnovne lastnosti psevdoinverza.

1. AATA=A
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2. (ATA) = ATA
3. ATAAT = A*
4. (AAT)" = AA*

Dokaz. Dokazimo te 4 lastnosti najprej za D in nato za SVD. Pri D predpostavimo, da so ni¢le spodaj desno, sicer
obstaja permutacijska matrika, ki je ortogonalna, s katero lahko mnozimo D, da jo pretvorimo v Zeljeno obliko (in
potem dokaz take D pade v primer SVD):

e Diagonalen primer.

1. DDT™D =
[ dy 077 dt 07 du 0]
d, d-t d, B
0 0 0 o
| O 0] O 0]1L 0 0 |
! 07 [ dy 0]
1 d, B
o 0 0 =D

| 0 0110 0 |

2. DYDDT = ... = D% na podoben naéin
[ 1 01" J1 0]
3. (DD*)" = 1 = L = DDt
' 0 0
| 0 0 | | 0 0 |
4. (D*D)" = ... = D*D podobno
e SploSen primer A — vstavimo A = Q1 DQ35 = QlDle.
1. AATA=Q1DQ5Q2DQ;Q1DQ5 = Q1DDTDQS = Q1DQ5 = A
2. ATAAT = ... = AT na podoben nadin
3. (A/}:”)* = (@1DQ3Q2:DTQ7)" = (Q1DDTQ7)" = Q1 (DD')" Qi = Q1DDTQ} = Q1DQ5Q:DTQ} =
AA

4. (ATA)" = ... = AT A podobno

O

Pripomba. A obrnljiva < D obrnljiva, torej AT = QgD"’Qfl = QQD_IQfl = A~!. Potemtakem za obrnljivo A
velja AT = AL,

Dokaz. Da je definicija dobra, je treba dokazati, da je AT enoliden ne glede na SVD, kajti SVD za A ni enoli¢en. Naj
bo A = QlDQQ_1 = QSEQZI, njen prvi psevsoinverz B = Q2D+Q1_1 in njen drugi psevdoinverz C' = Q4D+le.

AB = (ACA)B = ACAB = (AC)* (AB)* = C*A*B*A* = C* (ABA)* = C*A* = (AC)* = AC
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in
BA = B(ACA) = BACA = (BA)" (CA)" = A*B*A*C* = (ABA)" C* = A*C* = (CA)" = CA

ter nazadnje Se

B=BAB=CAB=CAC =C.
O
Kako izradunamo A* brez SVD? Ce je A pozitivno semidefinitna, jo lahko diagonaliziramo v ortonormirani

bazi: A = PDP~', da ima D pozitivne diagonalce in da je P~' = P*. Opazimo, da je to SVD od A, kajti
Q1 =P Q=P D=0Din tedaj A= QlDle = PDP~!. Potemtakem je AT = PD+ P~

Trditev. Za splosno matriko A (nenujno pozitivno semidefinitno) pa velja AT = (A*A)*T A* = A* (AA")T. A*A'in
AA* sta pozitivno semidefinitni.

Dokaz. Najprej bomo preverili za diagonalno, nato za SVD:

e Diagonalna D, xm,:

- e - E 1

dl 0 dl 0 dildl
D = dr D* = dr D*D = tTld
- 0 9 - 0 9 - L 0
L 0 | L 0 0 | 0
r_1 ] i ﬂ 0 T
d1d1 0 %{dl
(D*D)" = T , (D*D)" D* = o =D"
0
i 0 0 | L0 0 |

e Za sploSen A uporabimo SVD, da to dokazemo: A = QlDle. Velja A*A = Q2D*Q1Q1DQ% = Q2D*DQ3% in
(A*4)" = Q2(D*D)" Q3. Torej (A"A)" A" = Q2 (D*D)" Q3Q2D"Qf = Q2 (D*D)" D*Qf = Q2DQf = A*.

O

Pripomba. V posebnih primerih lahko poenostavljamo dalje. Recimo, da ima A LN stolpce in je kvadratna =
Ker A = {0} = Ker A* A, torej A*A je obrnljiva in velja (A*A)~" = (4*A)". Takrat torej velja AT = (A*A)~" A*.
To smo uporabili pri iskanju posploSene resitve predolocenega sistema: Za sistem AZ¥ = b i8¢emo Z, da je
HA:E’ - Z;H minimalen, tedaj bo tak Z posploSena resSitev sistema. Vemo, da je posploSena restev AZ = b enaka

reSitvi od A*AZX = A*Z_)’7 kajti, ¢e ima A LN stolpce, je A*A obrnljiva (s tem dokaZemo, da ima ta sistem vedno
resitev):

A*AZ = A*b /(AT A) !
= (A"A) "t A%
T=A%b
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Uporaba psevdoinverza Vemo, kaj je posploSena resitev sistema AZ = b. Problem je, da ima sistem lahko ve¢
posplosenih resitev (to se lahko zgodi, ¢e A nima LN stolpcev). Med vsemi resitvami is€¢emo tisto, ki je najkrajsa

po normi — ||Z]].

Trditev. NajkrajSa posploSena resitev sistema Ax = b je ravno x = ATb.

Dokaz. Dokazimo najprej za diagonalno matriko koeficientov, nato pa Se za sploSen primer:

e Dr=b ~
di
I bl
Dipxn = dr , T = b=
Ty b
[ dy 0] :
X1 bl
d,
|Dz —b||* = 0 : = (dyxy — by)* 4 (dpay — b)) +02 4+ +b
Tn, b
L 0 -
Ta izraz doseZe minimum, ko (djz; — b1)2 + -+ (drxy — b,)2 = 0, torej z; = Z—i,...,a:r = Z—*,xrﬂ =
X, ...,y = X, kjer x predstavlja poljubno vrednost. NajkrajSa resitev bo torej tista, kjer z,41 = --- =, =
0. Trdimo, da je (%, ke, ,0) = D™b. Preverimo:
- -
e &
by :
d—l bm
D:zrxm = " ) b= : D+b = dm
. 0
bﬂ’L .
L L 0 |

Res je!

e SploSen primer s SVD: A, xn = @Q1DQ3, kjer sta (QQ1,Q2 ortogonalni in D diagonalna. Za tretji enacaj
uporabimo dejstvo, da mnoZzenje z ortogonalno matriko ohranja normoﬁ [|Az — b|| = ||@Q1DQ3x —b|| =
HQ1 (DQjsx — Ql_lb) || = ||DQ§$ — Ql_le = ||D2’ — ¢|| za 2’ = Qbx in ¢ = Q7 'b. Ker je Q2 obrnljiva, velja,

da ¢e x pretece vse vektorje v C", tudi =’ pretece vse vektorje v C™.

Potemtakem je min ||Az — b||

min [|Da’ — ¢||. Ce ||Az — b|| zavzame minimum v zg, potem ||Dz’ — ¢||
zavzame minimum v zj, = Q, 'z in obratno, ¢e || Dz’ — ¢|| zavzame minimum v z, potem || Az — b|| zavzame
minimum v zg = Qax). Torej je x — Q5 '« bijektivna korespondenca med posplogenimi reitvami Az — b in

posploSenimi resitvami Dz’ — ¢. Opazimo, da preslikava ohranja normo, torej ||zg|| = ||Q224]] = ||zol]-

Od prej vemmo, da je najkrajsa posplosena resitev Dxg — ¢ prav z9 = DTc. Po zgornjem odstavku sledi, da
je xo = Qo) najkrajsa posploSena resitev od Az = b. Dobimo namreé¢ zg = Qax) = Q2DVe = QaDTQ'b =

ATb.

o||Qse||* = (Q5w, Q3z) = (2,Q2Q32) = (w,x) = ||a]|?
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2.4 Kvadratne forme

Definicija. Forma je homogen polinom, torej tak, v katerem imajo vsi monomi isto stopnjo. Stopnja monoma je
deg (Bz{* -+ x8n) =1 + - - + Q.

Definicija. Polinom je vsota monomov. Stopnja polinoma je najvisja stopnja monoma v njem.

x
Zgled. Linearna forma v treh spremenljivkah: az + by + cz = [ a b c ] y
z

Zgled. Kvadratna forma je homogen polinom stopnje 2. Primer kvadratne forme:

2 2 a b/2 X
ax +bxy+cy—[x y][b/2 o Y
Zgled. Kubi¢na forma v treh spremenljivkah:
az® +by® + c2® + da’y + ex’z + fyPx + gyPx +i2x 4§20y + kayz

Definicija. Pravimo, da sta matriki A in B kongruentni, ¢e obstaja obrnljiva P >: B = PAPT.

Radi bi naredili klasifikacijo kvadratnih form. Ce naredimo primerno linearno zamenjavo koordinat, se kvadratna
forma poenostavi v ex? + fy? (megani ¢leni izginejo).

z=az' + By
y ="+ oy’

zapisemo kot

DRI TR I

syt = “Wz ”f]m‘“’ y/][g gHb% bf} )
— [« v ]PTar|

Ker je A simetri¢na, lahko izberemo tako ortogonalno P, da je PT AP diagonalna, recimo [ C(l)l ; ] , torej
2

=[5 g ][V ]-aereanr

24 2
. . g p_ | @ b Tp_|a ¢ a b | _|a +c abtcd
Kaj vemo o 2 x 2 ortogonalnih matrikah? P { e dl = P*P bod ¢ d abted B+

Da je PTP = I, mora veljati ab+cd = 01in a®> + ¢ = b?> + d?> = 1, torej a = cosp, ¢ = sinp, b= cosT, d = sin 7.
cosp —sing cosy  sing }

sinp  cosy ] (vitez za ) ali P, = { sinp —cosg

Iz cos(p+7) = O sledi 7 = ¢ £ 7, torej je P, = {
(zrealjenje Zez ¢/2). det P = 1, det Py = —1.

X . d1 0 -1 . . d1 0 —1 X .
CeJeA:[vl vg][o d2:|[v1 112] ,JetudlA:[vl —vg][o d2][v1 —112] . Ce je
[ V1 Vg ] ortogonalna, je tudi [ v —U2 ] ortogonalna. Ce je A 2 x 2 simetri¢na matrika, lahko pois¢emo tak

vitez P = | 0¥ TSM® ,daje A=P di 0 pPL.
sing  cosy 0 do

Povzetek: ax? + bxy + cy? ety di2? + doy?
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Zgled. Narisi krivuljo 422 + 42y + 7y? = 1. Pripadajoca kvadratna forma:

][]

Radi bi se znebili meSanega ¢lena:
T 4 2 SC/
=[« y]P [2 S

4

Is¢emo tak vrtez P, da bo PTAP diagonalna. Izra¢unamo lastne vrednosti A = 9 3 } Lastni vredno-

1

9 ]} Sta Ze ortogonalna, treba ju je Se normirati:

sti sta {3,8}. Izra¢unamo lastna vektorja: {[ _12 } ) [

2 1 1 2 , "
[ f ] , l ﬁ } Izdelamo vrzeZ: P = ﬁ f . Izrac¢unamo kot vrteZa: % = Y5 =2 arctan2 ~
V5 V5 Vs VB Ve
63, 4°.

/
Ogledamo si torej kvadratno formo | 2’ y' | [ (8) g ] [ Zj, } = 82'2+3y'? = 1, kar je elipsa ((%)2+ (%)2 =1)

losema L= in —=.
S poosela Vg M- . . . . . .
Elipso nariSemo in jo v koordinatnem sistemu zavrtimo v negativno smer za 63,4°. Po zasuku je risba te krivulje
risba naSe prvotne kvadratne forme.

Del II
Vaja za ustni izpit

Ustni izpit je sestavljen iz treh vpraSanj. Sekcije so zaporedna vpraSanja na izpitu, podsekcije so uéiteljevi naslovi
iz Primerov vprasanj, podpodsekcije pa so dejanska vpraSanja, kot so se pojavila na dosedanjih izpitih.

3 Prvo vprasanje

Prvo vpraSanje je iz 1. semestra.
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3.0.1 detAB =det Adet B

3.1 Baze vektorskega prostora
3.1.1 Linearno neodvisne mnozZice
3.1.2 Ogrodje

3.1.3 Definicija baze

3.1.4 Dimenzija prostora

3.2 Cramerovo pravilo

3.2.1 Trditev in dokaz

3.3 Obrnljive matrike

3.3.1 Definicija obrnljivosti

3.3.2 Produkt obrnljivih matrik je obrnljiva matrika
3.3.3 Karakterizacija obrnljivih matrik z dokazom
3.3.4 KerA = {0} & A obrnljiva

3.3.5 A ima desni inverz = A obrnljiva

3.3.6 Formula za inverz matrike z dokazom

3.4 Vektorski podprostori

3.5 Elementarne matrike

3.6 Pod-/predoloc¢eni sistem

3.6.1 Definicija, iskanje posploSene resitve z izpeljavo
3.6.2 Moc¢ ogrodja > moé¢ LN mnozice

3.6.3 Vsak poddolocen sistem ima netrivialno resitev

Posledica prejsnje trditve.
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3.7 Regresijska premica

3.7.1

Definicija

3.8 Vektorski/mesani produkt

3.9 Grupe/polgrupe

3.9.1
3.9.2
3.9.3
3.9.4
3.9.5
3.9.6
3.9.7
3.9.8
3.10
3.11
3.12
3.13

Definicija in lastnosti grupe

Definicija homomorfizma

Primeri homomorfizmov z dokazi

Definicija permutacijske grupe in dokaz, da je grupa

Primeri grup

Dokaz, da so ortogonalne matrike podgrupa v grupi obrnljivih matrik
Matrika permutacije

Dokaz, da je preslikava, ki permutaciji priredi matriko, homomorfizem
Projekcija to¢ke na premico/ravnino

det A = det AT

Formula za inverz

Homogeni sistemi enacb

4 Drugo vprasanje

Drugo vpraSanje zajema snov linearnih preslikav /lastnih vrednosti.
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4.1 Diagonalizacija

4.1.1 Definicija, trditve

4.2 Prehod na novo bazo

4.2.1 Prehodna matrika in njene lastnosti

4.2.2 Predstavitev vektorjev in linearnih preslikav z razli¢nimi bazami
4.2.3 Razvoj vektorja po eni in drugi bazi (prehod vektorja na drugo bazo)
4.3 Matrika linearne preslikave

4.4 Rang matrike

4.4.1 Definicija

4.4.2 Dokaz, da je rang Stevilo LN stolpcev

4.4.3 Dimenzijska formula za podprostore

4.5 rang A = rang AT

4.6 Ekvivalentnost matrik

4.6.1 Definicija

4.6.2 Dokaz, da je relacija ekvivalen¢na

4.6.3 Dokaz, da je vsaka matrika ekvivalentna matriki /., t. j. blo¢ni matriki, katere zgornji levi
blok je I dimenzije r, drugi trije bloki pa so ni¢elne matrike.

4.7 Jedro/slika

4.8 Minimalni poinom

4.8.1 Definicija karakteristiCnega in minimalnega polinoma
4.9 Cayley-Hamiltonov izrek

4.9.1 Trditev in dokaz

4.10 Korenski razcep
4.10.1 Definicija korenskih podprostorov
4.10.2 Presek razli¢nih korenskih podprostorov je trivialen

4.10.3 Vsota korenskih podprostorov je direktna (se sklicuje na zgornjo trditev)

4.11 Osnovna formula rang + ni¢nost

4.11.1 Definicija

4.12 Funkcije matrik

5 Tretje vprasanje

Tretje vpraSanje zajema naslednje snovi:
e vektorski prostori s skalarnim produktom,
e adjungirana preslikava,
e singularni razcep,

e kvadratne forme.
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5.0.1 Singularni razcep: Konstrukcija Q1,Q2, D in dokaz A = Q,DQ;".

5.1 Ortogonalne/unitarne matrike

5.1.1 Definicija

5.1.2 Dokaz AA* =1

5.1.3 Lastne vrednosti

5.1.4 Prehodna matrika iz ONB v drugo ONB ima ortogonalne stolpce (dokaz)
5.2 Kvadratne krivulje

5.3 Psevdoinverz

5.3.1 Definicija

5.4 Najkrajsa posploSena resitev sistema

5.4.1 Definicija, trditev in dokaz

5.5 Simetri¢ne matrike

5.5.1 Vse o simetri¢nih matrikah

5.6 Adjungirana linearna preslikava

5.6.1 Definicija in celotna formulacija

5.6.2 Rieszov izrek

5.6.3 Dokaz obstoja in enoli¢nosti kot posledica Rieszovega izreka
5.6.4 Formula za matriko linearne preslikave in (Au,v) = v*Au = (u, A*v)
5.6.5 Lastne vrednosti adjungirane matrike

5.7 Klasifikacija skalarnih produktov

5.8 Normalne matrike

5.8.1 Definicija, lastnosti, izreki, dokazi

5.8.2 A normalna = A in A* imata isto mnoZzico lastnih vrednosti
5.8.3 Ker (A —al) =Ker (A —ZI) za normalno A

5.9 Ortogonalni komplement

5.9.1 Formula za ortogonalno projekcijo

5.10 Izrek o reprezentaciji linearnih funkcionalov

5.11 Pozitivno semidefinitne matrike

5.11.1 Definicija, lastnosti.

5.11.2 Dokaz, da imajo nenegativne lastne vrednosti.

5.11.3 Kvadratni koren pozitivno semidefinitne matrike.

5.11.4 A > 0= A sebiadjungirana

5.12 Ortogonalne in ortonormirane baze/Gram-Schmidt
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