Optimizacijske naloge
Optimizacijska naloga je (€, f, max/min/sup/inf, ) kjer je:
e 2 mnozica dopustnih resitev

e f:Q — R kriterijska funkcija
z* € Q je optimalna resitev problema (€2, f, max), ée velja

vz € Q: f(z) < f(=™)

Optimizacijski problem

/N

Nedopustni Dopustni
Q=0 Q#0D
Neomejen Omejen
kriteriyska f. neomejena kriterijska f. omejena
max x
p.p. x>0 / \
Optimalni Neoptimalni
zaprta meja odprta meja
max max

pp.0<z<1 pp-0<z<1

Linearno programiranje
(€, f, min/max) je linearni porgram, e je Q2 podana z

linearnimi enakostmi in neenakostmi (<, >) in je f linearna
(ne dovolimo <, >).

Standardna oblika linearnega pograma

Linearni porgram je v standardni obliki, ¢e is¢emo max in so
vsi pogoji neenakosti < in so vse spremenljivke nenegativne.

max c1x1 + -+ cnTn
pP-p. a11z1 + -+ aipTn < by
am121 + -+ amnzn < bm
T1,...,ZTn =0
To lahko zapiSemo v matriéni obliki:
T T
c=[c1...cn) b=[b1...bm] = [x1...20]
a1 L aj
" max T
A= e R™MX™ pP-p- Az <b
xz >0
Am1 Amn

Vsak linearen program lahko zapiSsemo v standardni obliki.

Vse dele linearnega programa lahko preoblikujemo tako, da
bodo v standardni obliki:

min f(z) ~ max(—f(z))

f(@) 2 b~ —f(x) < —b

fl@) =b~ f(z) <bAf(z) 2 b
2; S0~ 35 = —x
0020w = 0] — ol Ashal 30

(2 je oznaka za neomejeno vrednost)

Grafiéno reSevanje linearnih programov

Za linearne porgrame z dvema spremenljivkama lahko
nariS§emo obmocje, ki ga dolo¢ajo pogoji. Nato izracunamo
gradient kriterijske funkcije in premikamo v smeri gradienta
proti tocki, ki je v preseku polporostorov pogojev in ¢im
dlje od izhodisca.

Simpleksna metoda

Linearni program zapiSemo v standardni obliki. Ce je kak
b; < 0, moramo uporabiti dvofazno simpleksno metodo,
sicer nadaljujemo.

Linearni porgram zapiSemo v prvt slovar.

1. slovar

Tp41 =b1 —ai11T1 — - — A1nTp

Tyntm =bm —amiz1 — - -
Z=cie1 + -+ cntn

—AmnZTn

Vse spremenljivke x1, ..., %y 44, SO nenegativne.

Spremenljivke na levi so bazne, na desni pa nebazne.

T1,...,Tn prvotne spremenljivke

Tpdls-- > Tntm dopolnilne spremenljivke

Slovar je dopusten, ¢e so vse konstante (Celni brez z) na
desni nenegativne.

Ce je slovar dopusten, ima bazno dopustno resitev: vse
nebazne spremenljivke so 0 in kriterijska funkcija je tedaj
z=0.

e Dolocimo:

— vstopno spremenljivko: izberem
spremenljivko, ki ima v kriterijski funkciji
pozitiven koeficient.

— pivotno vrstico: enakost, ki povecanje
vstopne spremenljivke najbolj omejuje. Ce ni
omejena, je problem neomejen in koncamo.

— izstopno spremenljivko: bazna spremenljivka
v pivotni vrestici

e Iz pivotne vrstice izrazimo vstopno spremenljivko in
pivotno vrstico zamenjamo z izrazavo (vstopna
spremenljivka gre v bazo na levo stran).

e V ostalih vrsticah in kriterijski funkciji vstopno
spremenljivko nadomestimo z zgornjo izrazavo.

e Dobimo naslednji slovar. Postopek ponavljamo dokler
niso vsi koeficienti v kriterijski funkciji negativni ali
enaki 0.

Iz zadnjega slovarja razberemo optimalne resitve:
spremenljivke, ki imajo v kriterijski funkiciji negativen
koeficient imajo vrednost 0, ostale pa lahko spreminjamo
glede na omejitve.

Dvofazna simpleksna metoda
Cejeb }f 0, uporabimo dvofazno simpleksno metodo.
Prva faza

Konstruiramo pomozni problem. V vsaki neenakosti b;
pristejemo zg. Kriterijsko funkcijo pa spremenimo v
max —xg.

Iz pomoznega problema zapiSemo 1. slovar.

Tpy1 =b1+xo —a11T1 — - — AInZTn

Tptm = bm + 20 —amixy — -
w = —xzq

— AGmnTn

Za vstopno spremenljivko izberemo zg za pivotno vrstico pa
tisto v kateri je b; najmanjsi. Nato nadaljujemo z obicajno
simpleksno metodo.

Nadaljujemo z navadno simpleksno metodo in upostevamo

pravilo: zg ima prednost med kandidati za izstopno
spremenljivko.

Ce wx < 0, prvotni problem ni dopusten, sicer nadlajujemo
z drugo fazo.

Druga faza
Iz zadnjega slovarja pomeznega problem izbriSemo zg in
kriterijsko funkcijo originalnega programa izrazimo z

nebaznimi spremenljivkami. Nadaljujemo z obi¢ajno
simpleksno metodo.

Dualnost pri linearnem programiranju

Vsak linearni program P ima dualno obliko P’

T, : T

max c min y
pP-P Az <b - p.p. ATy >c
x>0 y>0
P’ =P

ibki izrek o dualnosti - SID

10»8

z dopustna resitev za P, y dopustna resitev za P/ —
T < bTy

T

= dopustna za P, y dopustna za P’ in ¢' z = bTy E

x optimalna resitev P, y optimalna regitevP’

Krepki izrek o dualnosti - KID

z* optimalna resitev P —

optimalna resitev P’ incTz* = bT"lfk
Linearni program in njegov dual sta lahko:
nedopusten neomejen optimalen
nedopusten v v //KID
neomejen v //s1p //s1D. KID
optimalen //KID //s1D. KID v

Dualno dopolnjevanje

Naj bo  dopustna za P in y dopustna za P’ tedaj je:

z optimalna za P in y optimalna za P/ <=

n
Vi=1,...,m: Zaijzj:bi ali y; =0
i=1

m
T; = ali Zaijyi =cj
i=1

Ekvivalentno: z optimalna za P, y optimalna za P’ <

n
Zaijl'j<bi — y; =0 Vi
j=1

in
m
z; >0 = Zaijyi:c]' Vi
i=1

Uporaba izreka o dualnem dopolnjevanju
Zelimo dokazati, da je * optimalna resitev linearnega
programa P.

1. Preverimo, da je * dopustna resitev.

2. Ce je kaksna neenakost pri pogojih P izpolnjena s
strogo neenakostjo, je pripadajoc¢a dualna
spremenljivka y; =

3. Ce je kaka z; > 0, je pripadajoca dualna neenakost v

p’ izpolnjena z enakostjo:
n
S s =
i=1

4. Vzamemo enacbe iz 3. koraka in uposStevamo, da so
nekateri y iz 2. koraka enaki 0. ReSimo dobljeni
sistem (&e ni resljiv, 2™ ni optimalna).

5. Preverimo ali je dobljena resitev y* dopustna. Ce je,
sta ™ in y* optimalni.

Dual splosnega problema

Splosna oblika linearnega programa je manj stroga
standardna oblika. Dovolimo, da so pogoji postavljeni z <
lahko pa tudi z =. Poleg tega dovolimo, da nekatere
spremenljivke niso omejene z z; > 0.

Program v splosni obliki izgleda takole:

n . .
max POV ARRIT Y

pp. Xigjagw <by Vi=1,...,m
" _Lagix; =b; i =m o.,m
E;l_l ijLi b; Vi /+11 5
z; >0 Vi=1,...,n
Njegov dual pa je:
min S by ,
PP ity aijyi > ¢y Vj:l,,“‘,n
Yitiagjyi=c; Vi=n'+1,...,n
y; 20 Vi=1,...,m’

enakost (<lu—a} poljubna spremenljivka

dual . .
neenakost $ooy nenegativna spremenljivka

Dualno dopolnjevanje sploSnega problema

z dopustna za P
y dopustna za P’
z optimalna za P in y optimalna za P’ <

n
Vi=1,...,m’: Zaijzj:bi ali y; =0
j=1

m
;=0 ali > agjy; =cj
i=1

Ekonomski pomen dualnih spremenljivk

Naj bo P linearni program, 3 neizrojena optimalna resitev
(v zadnjem slovarju so vse konstante > 0). Potem Je > 0,
da velja

m
Az ="yl Ab;
1

kjer je y* optimalna resitev duala, Az* sprememba
optimalne vrednosti, Ab; pa sprememba dense strani
pogojev in |Ab;| < e.

Torej ¢e desni strani pogojev v P pristejemo dovolj majhen
Ab, se optimalna vrednost z* programa P spremeni za
Az* = AbTy*.

y* nam tedaj da “trzno ceno” dobrin. Ce zelimo povecati

dobrino b;, se nam dobi¢ek poveca za b;y; . Torej za enoto
dobrine i ne smemo placati ve¢ kot yJ .



Matricne igre
Igro igrata 2 igralca. Prvi ima n, drugi pa m strategij.

Plaéilna matrika A ima n vrstic in m stoplcev. Celica v 3.
vrstici in j. stolpcu predstavlja znesek, ki ga drugi placa
prvemu, e prvi izbere strategijo ¢, drugi pa j. (Ce je
vrednost negativna, privi pla¢a drugemu.)

Igralca igrata po principu najmanjSega tveganja: izbereta
strategijo pri kateri v najslabsem primeru izgubita ¢im
manj.

1. igralec: max mina;; =: My
i g
2. igralec: minmaxa;; =: M2
J i
My < My

(%0, Jo) je sedlo plac¢ilne matrike A, &e je aig g najmanjsi v
svoji vrstici in najveéji v svojem stolpcu.

A ima sedlo <= M; = Mgy = @ig o
Ce ima A sedlo, je ig optimalna strategija za prvega, jo pa
za drugega igralca. V tem primeru je (i0, jo) Nashevo
ravnovesje in nobenemu igralcu se ne splaca spremeniti

strategije.

Vrednost igre, ¢e ima sedlo, je enaka sedlu.

Mesana strategija

Igralca svoje strategije izbirata nakjuéno z verjetnostjo z;

oziroma y;.

xz1 >0

y1 >0

z1+---tap =1
Y1ty =1

,Tn)

 Yn)

= (x1,...

y=(y1,..-
Matematiéno upanje je povprecno izplacilo, ¢e bi igralca
igrala veliko iger. Vsako celico v pla¢ilni matriki

pomnozimo z verjetnostjo, da bo prislo do tega izida, in
vrednosti seStejemo.

w m w [m
SO agmiyy = > | D aiys | @ =27 Ay

i=1j=1 1 \j=1

Ce 1. igralec igra z neko mesano strategijo z, je
- n
minz® Ay = min a;ixT;
y v j:l,.“,mi_zl Ly

To pomeni, da se 2. igralec lahko na meSano strategijo
optimalno brani z neko €isto strategijo
y=(0,...,1,...,0).

Iskanje optimalne strategije

Upostevajo¢, da se na meSano strategijo nasprotnik lahko
brani z ¢isto strategijo, dobimo optimizacijska problema.

1. igralec isCe

n
. T .
max minz~ Ay = max _ min g a;jz;
x Y x ]=1,...,mi71

2. igralec isce

B
. T .
min max T A = min max A;qiYs

Problema zapiSemo kot linerana programa.

1. igralec:
max s
n
P.p. 7Zaijxi+sfo Vi=1,...,m
i=1
n

inzl

z; >0

2. igralec:
min t
m
P-P- 7Za7¢jyj+t20 Vi=1,...,n
j=1
m
Doui=1
j=1
y; >0 Vji=1,...,m

Opazimo, da sta si linearna programa dualna. Oba
problema sta optimalna in imata enako optimalno vrednost.
To je vrednost/stratesko sedlo igre.

Strategiji * in y* sta optimalni <= sta dopustni in velja
n m
. * *
mjm jg . ajjxT; = m'?X]E,I aijy;

Igra je poStena <= ima vrednost 0.

Igra je simetriéna, ¢e je A = —AT, Tedaj ima vrednost 0
in je poStena.

Poenostavljanje plaéilne matrike

Vektor  dominira z’, e je Vi : x; > :c;
/7
Zit®y S a0
B

Vektorja « in «’ dominirata z’/, ¢e je Vi : 3

Ce i. vrstica dominira 4’. vrstico v pla&ilni matriki, lahko
i/, vrstico odstranimo.
Ce j. stoplec dominira j’. stolpec v placilni matriki, lahko
j. stolpec odstranimo.

S tem ne spremenimo optimalne vrednosti.

Problem razvoza

Imamo usmerjen graf G = (V, E). G je povezan kot
neusmerjen graf.

by ... poraba—proizvodnja v vozlis¢u v € V'
Ce ... cena povezave e € E
Ze ... koli¢ina razvoza na povezavi e € E

Poraba mora biti enako velika kot proizvodnja.

> by=0

veV
Resitev problema je vrednost razvoza za vsako povezavo .
Da je resitev dopustna mora veljati
Vee E: ¢ 20

Yv eV : Z Te — Z

konec(e)=v zacetek(e)=v

Te = by

Kriterijska funkcija je vsota cen, ki jih bomo placali za
razvoz. Seveda jo zelimo minimizirati.

T
CeTe =C T

eER

Za problem razvoza lahko zapiSemo linearni program in
njegov dual.

min Lo T
max by

p.-p. Az =0b AT, <

z >0 p-p- y<c
Kjer je A incidenéna matrika
1 konec(e) = v
A= [‘ZUE]veV aye = § —1 zacetek(e) = v
e€E 0 sicer

Resitvi  in y optimalni <=

Vij € E : x5 =0 V  yj; —y;=cij

Simpleksna metoda na omrezjih
1. Pois¢emo drevesno dopustno resitev x

2. Resimo y; +c¢;5 =y;j zaij € T
Zacnemo s poljubnim vozliséem y1 = 0 iz tega lahko
izrac¢unamo vrednosti za vsa ostala vozliséa tako, da se
premikamo iz zacetnega vozliiéa in ¢e gremo po pravi
smeri, ceno razvoza povelujemo, sicer pa zmanjsujemo
Ce je y; + cij > yj zaVij € E\ T, je z optimalna
resitev - koncamo.

3. Ceje y; + cij <y; zakak ij € E\T, je ij vstopna
povezava. Dodamo jo v T in dobimo cikel.

t = min{z, : e obratna}

Na premih povezavah cikla x povecamo za t, na
obratnih pa pomanjSamo za t.

Povezava na kateri je minimum dosezen, je izstopna
povezava in jo odstranimo iz drevesa.

Tako dobimo novo vpeto drevo in se vrnemo na korak
2.

Metoda se lahko zacikla. Ciklanju se izognemo tako, da
izberemo koren r € V in za izstopno povezavo izberemo
najblizjo r.

Dvofazna simpleksna metoda na omrezjih

Z njo pois¢emo zacetno drevesno resSitev oziroma dokazemo,
da ne obstaja.

Skonstruiramo pomozen problem tako, da izberemo koren
7 € V in originalnemu porblemu dodamo povezave za
Yv e V:

e Ce je by > 0, dodamo umetno povezamo rv (Ce Se ne
obstaja), razvoz ,, = by, cena ¢, =1
e Ce je by < 0, dodamo umetno povezamo vr (Ee Se ne
obstaja), razvoz ,, = —by, cena ¢y = 1
Cene originalnih povezav nastavimo na 0.

Resimo pomozen problem razvoza. Ce dobimo resitev s ceno
0 (ne uporablja pomoznih povezav), je originalni problem
dopusten in konéna drevesna reSitev pomoznega problema
je dopustna drevesna resitev za prvotni problem.

Ce je proizvodnja vecja kot poraba, problem ni resljiv, a
lahko dodamo smetisée z zadostno porabo in ga z
brezpla¢nimi povezavami povezemo z vozlis¢i s proizvodnjo.

Celostevilske resitve
Za problem razvoza z by, € Z velja:

e Ce obstaja dopustna resitev, obstaja tudi
celostevilska dopustna resitev

o Ce obstaja optimalna resitev, obstaja tudi
celostevilska optimalna reSitev
Konigov izrek o plesnih parih

Dvojno stohastiéna matrika je matrika A € R**X™

katero velja:

za
n m

a;; >0 Vi > ag;=1 Vii Y ag; =1
j=1 i=1

Permutacijska matrika je matrika P € {0,1}"*™ ki ima
v vsakem stolpcu in vrstici natanko eno 1.

Naj bo A dvojno stohasti¢na matrika, potem obstaja
premutacijska matrika P, da velja p;; > 0 = a;; > 0.

Konigov izrek o plesnih parih

Naj bo G r-regularen graf, potem obstaja popolno
prirejanje.

Problem razvoza z omejitvami

Imamo usmerjen graf G = (V, E). G je povezan kot
neusmerjen graf.
by, ER
ce €ER
ue € [0, o0]
ze € [0, ue]

poraba—proizvodnja v vozlis¢u v € V
cena povezave e € E
kapaciteta povezave e € E

koli¢ina razvoza na povezavi e € E

Problem razvoza z omejitvami lahko zapiSemo kot linearen
program:

min Lo

p.p. Az =b
z < u
z >0

prazna povezava

nasi¢ena povezava

Dopustna resitev z je drevesna dopustna resitev, ¢e
obstaja vpeto drevo T', da so vse povezave izven drevesa
prazne ali nasicena.

Postopek resevanja

o Pois¢emo zacetno dopustno drevesno resitev z z
drevesom T

e Izratunamo ceno razvoza y za posamezna vozliica

e Poiséemo vstopno povezavo ij ¢ T, ki ustreza:

— prazna: x;; =0, y; + ¢ <y; —
t=
min ({ze : e obratna} U {ue — x¢ : € prema})
na premih povecamo za t, na obratnih
pomanjSamo za t

— nasiena: xij = uij, y; + cij > y; —>
t =
min ({ze : e prema} U {ue — z¢ : e obratna})
na premih pomanjSamo za ¢, na obratnih
povecamo za t

Zacetno dopustno drevesno resitev pois€emo s pomoznim
problemom:

Izberemo koren r € V. Za vsako vozlis¢e v:

e b, < 0 (proizvodnja): Ce ze obstaja povezava vr z
kapaciteto wyy > —by, nastavimo razvoz na tej
povezavi na b,, sicer dodamo povezavo vr z
kapaciteto co (dovolimo tudi ve¢ povezav med

vozliséi).

e b, > 0 (poraba): Ce zZe obstaja povezava rv z
kapaciteto wyqy > by, nastavimo razvoz na tej
povezavi na —b,, sicer dodamo povezavo rv z
kapaciteto co.

Umetne (dodane) povezav imajo ceno 1, prvotne pa 0.
Prvotni problem je dopusten <= vrednost pomoZznega
problema enaka 0.

Dokazi vaje

Velja Te <z 4+ tT'y*7 kjer b pristejemo t.

FarkaSeva lema
Az = b,z > 0 redljiv <= Aty >0, bTy < 0 ni resljiv.



Pretoki in prerezi

G = (V,E) usmerjen graf
s, t eV zacetno in konéno vozlis¢e
ue € [0, 00) kapaciteta povezave

Is¢emo pretok z., da veljajo Kirchoffovi zakoni in

0< ze < ue.
> we

S =

konec(e)=v zaletek(e)=v

Vv e V\ {s,t}

Radi bi maksimizirali pretok:

Zze = Zze =v

zacetek(e)=s konec(e)=t

Prevedba na problem razvoza

b, =0 VveV ce =0 Ve€eF

ue ostane nespremenjen
Dodamo povezavo ts z kapaciteto uts = co in ceno
cts = —1.
Povecujoca pot
Zaporedje s = vg,v1,...,v, =t,daVi=1,...,k velja:
vi—1Vi € B, @y;_ju; < Uy
ali

vivi—1 € B, @y, _q0; >0

Pretok na premih povezavah povecujoCe poti poveCamo za &
na obratnih pa pomanjSamo.

e = min{z, e obratna} U {ue — x¢ e prema}

Prerez

Podmnozica C C V je prerez, ¢e veljas € Cint ¢ C.
Kapaciteta prereza je:

37wz €10, 00)
i€C
i¢C

Prostornina pretoka < kapaciteta prereza.

Ce je prostornina pretoka = kapaciteti prerza, je pretok
maksimalen in prerez minimalen.

Za problem pretoka velja natanko eno:

o neomejen: kapaciteta vsakega prereza je oo

o optimalen: 3 prerez katerega kapaciteta je enaka
maksimalnemu pretoku

Prirejanja in pokritja
Naj bo G = (V, E) graf.

M C E je prirejanje, ¢ce Ve, f € M,e# f = enf=10
P CV je pokritje,ceVee EJve P: veEE

p(G) = velikost najve&jega prirejanja
7(G) = velikost najmanjSega pokritja

M prirejanje, P pokritje =—> |M| < |P|

Ce je |[M| = |P|, je M najveéje prirejanje in P najmanjse
pokritje in p(G) = 7(G) = |[M| = |P|.

Prirejanje je maksimalno, ¢e ni vsebovano v nobenem
ve¢jem prirejanju.

V splosnem velja le u(G) < 7(G), za dvodelne grafe pa
(@) = 7(G).

e € E je vezana, ce e € M, sicer pa je prosta
v € V je vezano, ¢e Je € M : v € e, sicer pa je prosto

Alternirajo&a pot je pot na kateri se izmenjujejo proste in
vezane povezave.

Povecujoca pot je alternirajoca pot, ki se zacen in konca v
prostem vozliscu.

Ce na povecujoci poti zamenjamo proste in vezane
povezave, dobimo za 1 vecje prirejanje.

M je najvecje prirejanje <= ne obstaja povecujoca pot.

Madzarska metoda
G = (V, E) dvodelni graf, V = X UY, M prirejanje
S = {prosta vozlisca v X} T =10

Vsak korak:

S/ —Su vozlig¢éa v X, do katerih lahko iz T
= pridemo po vezanih povezavah

T/ — 7 [vozliséa v Y, do katerih lahko iz S
- pridemo po prostih povezavah

Ce T vsebuje prosto vozlisée, imamo povecujoco pot, ki jo
uporabimo za povecanje prirejanja.

Sicer pa pridemo do koraka kjer je T/ = T in S’ = S. V tem
primeru je M najvecje prirejanje.

Hallov izrek
G = (V, E) dvodelni graf, V=X UY

3J popolno prirejanje iz X vY <= VA C X : |A| < |N(A)|

Madzarska metoda z utezmi

Imamo plon graf Ky n; povezava med z; in y; ima utez c;;

i€ RX7

c=| j

Popolno prirejanje je podano z w € Sy x; ~ Y (i)

Is¢emo prirejanje z najmanjso utezjo:

n
min g Cim (i)
=1

TESn
Interpretacija: Razporeditev n opravi n ljudem.

Madzarska metoda - postopek

1. Od vsake vrstice odStejemo njen minimum.
Od vsakega stolpca odStejemo njegov minimum. V
vsaki vrstici in stoplpcu je vsaj ena nicla

2. Pokrijemo vse ni¢le v matriki pokrijemo z manj kot n
vrsticami in stolpci.

e := najmanjSe nepokrito polje > 0
e 2X pokritim poljem priStejemo e
e nepokritim pa odstejemo ¢

3. Ce ne najdemo takih vrstic in stolpcev, lahko
najdemo n ni€el v razli¢nih vrsticah in stolpcih. To
nam daje minimalno popolno prirejanje.

Iskanje najkrajse poti
Pregled v sirino (BFS) O(|V| + |E|)

vhod: neutezen, neusmerjen graf G, zacetno vozlisce r
izhod : razdalje med vozliscem r in ostalimi
Q «—r
d(r) « 0
m(r) + NULL
obiskan(r) < NE
za wvsak v € V \ {r}:
d(v) < oo
7 (v) < NULL
obiskan(v) < NE

dokler Q # 0:
veEQ
Q—Q\w
obiskan(v) <+ JA
za vsak u € N(v):
ce obiskan(u) = NE:
d(u) < d(v) + 1
w(u) = v
Q + QU {u}

vrni d, m

Dijkstrov algoritem

vhod: usmerjen, utezen (we > 0) graf G = (V, E), koren
izhod : razdalje med vozliscem 7 in ostalimi
d(r) < 0
7(r) « NULL
za vsak v € V \ {r}:
d(v) < oo
m(v) + NULL
Q<+ V
dokler Q # 0:
v « element @ z min d
Q< Q\v
ce d(v) = oo:
koncamo
sicer :
za wsak u € N(v) N Q:
ce d(u) > d(v) + wyqy:
d(u) + d(v) + wyy
w(u) < v
vrni d, w

Acikliéni graf

vhod: utezen, usmerjen graf G = (V, E) brez ciklov
izhod : topoloska urejenost ¢
za wsak v € V:

st(v) degt (v)
i+ 1

dokler 3v € V : st(v) = 0:
w(v) + i
za vse vu € E:
st(u) < st(u) — 1
i i1
ce i < |V|:
vrni FALSE
sicer :
vrni @

vhod: topoloska urejenost ¢, koren r
izhod : razdalje med vozliscem 7 in ostalimi
d(r) < 0
7(r) « NULL
za vsak v € V \ {r}:
d(v) < oo
m(v) + NULL
i+ p(r)
za vsak j € {i,i+1,...
v o7 1()
za vsak vu € E:
ce d(u) = d(v) + wye:
d(w) < d(v) + wyy
m(u) < v

VI

vrni d, ™

Bellman-Ford

Floyd-Warshellov algoritem

Konveksna optimizacija

Afine mnozice
Mnozica A C R™, A # 0 je afina, ce velja:
Ve,y € AVAER: (1—XN)z+Ay€e A

Premica med dvema poljibnima toékama iz A mora biti
vsebovana v A.

Afina kombinacija:
ajxzy + -+ aney ar +--tap =1

Naslednje trditve so ekvivalentne:

e A je afina
e vsaka afina kombinacija vektorjev iz A je v A
e A=V+4+a={v+alveV}

za nek V € R™ linearen podprostor in a € R™

Konveksne mnozice
Mnozica A C R™ je konveksna, ¢e velja:
Vz,y € AVAE[0,1]: (1 =Nz +Aye€ A

Daljica med dvema poljibnima tockama iz A mora biti
vsebovana v A.
Mnozica ni konveksna, ce

Jz,y € A3IXN€[0,1]: (1 =Nz +Ay ¢ A
Naj bo Qkonv C R™ in g; : Q@ — R konv. fun.
Tedaj je D = {z € Q| g;(z) < 0 Vi} konveksna.
Konveksna kombinacija:

ai1zy + -+ antp

a1+ tan=1  aj+--+an>0
Afin podprostor ( = zaprt za afine kokmbinacije =
premaknjen linearen prostor) je konveksen.
Presek konveksnih mnozic A;, Vi € I je konveksen.
Unija koknveksnih mnozic pa ni nujno konveksna.

A konveksna <= poljubna konveksna kombinacija
vektorjev iz A v A.

Konveksna ogrinjaca:
Conv(A) =C(A) = (| K
K konv.
ACK

k
KEN, XA; 20, Y A;=1, 2, €A

i=1

k
ST X

e A C Conv(A)

e Conv(A) je konveksna

e A konveksna = Conv(A) = A

e A C B, B konveksna = Conv(A) C B

e Conv(A) = {konveksna kombinacija vektorjev iz A}

Ekstremna togka: a € AKXV je ekstremna, ce

Ve,y € A, 2,y # a:

tockama iz A.

Ekstremne tocke vedno lezijo na robu. Robne toce pa niso

nujno ekstremne.

Konveksni stozci
A C R"™ je konveksni stozec, ce
Ve, y € AV\,u>0: Az +py € A

Konveksni stozec, je konveksna mnozica, ni pa nujno
obratno.

Vsak linearni podprostor je konveksen stozec.
Konveksni stozec napet na aj,...,a, € R™:

S(at,...,an) ={X1a1 + -+ Anan | A1,.
Dualni stoZec mnozice A C R™:

A*:{xeR":xTaZOVaeA}

V A* so vektorji, ki z vsemi vektorji iz A tvorijo ostri kot.

AC A

INeE0,1]: a=(1—Nz+ Ay

Tocka nt ekstremna, ¢e lazi v notranjosti kake daljice med

o An >0}



FarkaSeva lema

Geometrijska oblika:
S** (a1, ...

Algebraiéna oblika:

yan) = S(a1,...,an)

Prva varianta:
Jz>0: Az=b & vy: ATy>0 = Ty >0

b€ S(at,...,an) < b€ S (a1,...,an)
Druga varianta:

Jz>0: Az <b > Vy>0: ATy>0 = Ty >0

Konveksne funkcije
Naj bo Kkonv C R"™; funkcija f : K — R je konveksna, ¢e

Vz,y € K VA € [0,1] :
F(A =Xz +2y) < (1= Nf(2) + Af(y)

Funkcija je konveksna, ¢e je definirana na konveksnem
obmodju in graf vedno lezi pod zveznico dveh tock na grafu.

Ce zgoraj velja stroga neenakost, je funkcija strogo
konveksna.

f strogo konveksna <= Hjy > 0.
Ce ima strogo konveksna funkcija maksimum, je v ekstremni
tocki.
Konkavne funkcije
Naj bo KXV C R™; funkcija f : K — R je konkavna, ce
Vz,y € K VA € [0,1] :
=Nz +Ay) = (1 = N f(z) + Af(y)

Ce je f konveksna, je —f konkavna.

Funkcija f je afina <= konveksna in konkavna

o f: K =R, c>0, f konveksna = c¢ - f konveksna
e f,g: K - R, f,g konveksni = f 4 g konveksna

e g: K — R" afina = g(K) konveksna
f:9(K) — R konveksna = f o g konveksna

e g: K - R, f:Conv(g(K)) — R, f, g konveksni
f naras¢ujota = f o g konveksna
Konveksne funkcije in optimizacija
Najbo ACR" in f: A — R.
e fima v xz € A globalni maksimum, c¢e
vz’ € A: f(z) > f(z')
e fima v z € A lokalni maksimum, e
Je>0: Vo' € ANKc(x): f(z) > f(z)

Ce je z lokalni minimum konveksne funkcije, je tudi
globalni minimum.

Preverjanje konveksnosti funkcije
S prvim odvodom
f i Kkonv, 0dp R odvedljiva
§ konveksna <= f(y) > f(@) + (Vf(@)7 (y — @)
Z drugim odvodom

f:Q°dP C R™ — R dvakrat zvezno odvedljiva

Hessejeva matrika:

_[e%r "
Hy = {W} -
ii=

f konveksna <= Hjy >0

f Q2 — R konveksna <= hg oy Iz 4 — R,
hz,y(X) = f(z + Ay), konveksna za Vz € R Vy € R™
Ipy={NER:z+ Ay € Q}

Lastne vrednosti matrike A so ni¢le karakteristi¢nega
polinoma det(A — XI).

Lastni podprostor vrednosti A je Ker(A — XI) \ {0}.

A € R"X" je diagonalizabilna, e ima n linearno
neodvisnih lastnih vektorjev. Tedaj je A = PDPil, kjer je
D diagonalna z lastnimi vrednostmi na diagonali, P pa
obrnljiva z lastnimi vektorji v stolpcih.

Ce je A simetriéna (AT = A), so vse lastne vrednosti
realne in A je diagonalizabilna v ortonormirani bazi (lastni
vektorji razli¢nih lastnih vrednosti so L).

Matrika A je pozitivno semidefinitna (A > 0)

<= vse lastne vrednosti A > 0

— 2T Az = Z?,j:l ajjxixy >0

<= vse glavne poddeterminante> 0

Glavne poddeterminante dobimo tako, da izbirsemo nekatere
vrstice in stolpce z enakimi indeksi.

b

Matrika A = [a
c d

]jeAZO <~ ac—b2>0ina>0

Konveksne funkcije in vezani ekstremi

Q C R odprta
fy91,- -+, 9m : © — R zvezno odvedljive
D={z€Q:g9;(z) K0Vi=1,...,m}
min f(x)
p.p- = Qodp g R™
g1(z) <0
gm(z) <0

Karush—Kuhn—Tuckerjevi pogoji

Lagrangeeva funkcija

L(z,A\) = f(z) + Z Xjgj(x)

=1
z* € Q zadoséa pogojem KKT, ¢e 3N1,..., A\ > 0, da
velja:
Ly, (2") =0 Yi=1,...,n
Ajgj(z®) =0 Vi=1,...,m
gj(z") <0 Vi=1,...,m

V splosnem KKT pogoji niso ne potrebni ne zadostni za
globalni/lokalni ekstrem.

Potrebnost pogojev KKT optimalnost:
Ce ima f v to¢ki z* € D lokalni min na D in so vezi v z*
regularne, tocka =™ zados¢a pogojem KKT.

Zadostni pogoji za regularnost vezi:
Ce velja vsaj en od pogojev so vezi v ™* regularne.

® gi,...,9m afine

o  konveksna, f,g1,...,9gm konveksne in notranjost

D° #0

e vse mnozice vektorjev {Vg;(z*) | g;(z*) = 0}
linearno neodvisne

Zadostnost pogojev KKT za optimalnost:

Q odprta, konveksna mnozica, f,g1,...,9m : Q2 = R
konveksne in odvedljive

Ce a* ustreza KKT pogojem, je globalni minimum.
Za konveksni problem z D° # () so KKT pogoji

<= z* globalni minimum.

Celostevilski linearni programi

Ce zelimo, da je § = 1 natanko tedaj ko je @ > 0, dodamo
pogoj:

x
— >8> Ma
M

Kjer je M neko dovoj veliko stevilo, da je vedno ﬁ <1.

5 e {0,1}

Za 6; € {0, 1} se logi¢ni izrazi lahko pretvorijo v pogoje:
1 +6d2 >1

6121, 68221

1—61 +022>1, 62 > 61

61 =1V =1~
51 =1ANd2 =1~
61 =1 = da =1~
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